Problem tréjcialowy

Przedmiotem tego zadania jest wyprowadzenie $cistych wynikéw dla problemu tréjciato-
wego w mechanice kwantowej. Jak wiadomo, problem trojciatlowy w mechanice klasycznej
uwazany jest za bardzo trudny, doktadne rozwigzania podat Henri Poincare. Tu bedziemy
starali sie wyprowadzi¢ dolne ograniczenia na energie stanu podstawowego. Gorne ogra-
niczenia mozna dos¢ tatwo dostaé¢ z zasady wariacyjnej.

1 Redukcja hamiltonianu dwucialowego

Rozwazmy najpierw problem dwucialowy dla czastek o rownych masach m

P + v

Hoy —
12 2m

+ V(| —73), (1)

gdzie potencjal zalezy tylko od wzglednej odlegtosci. Hamiltonian ten mozna tatwo roz-
separowaé przy pomocy identycznosci

Py + Po)? + (71 — 2)* = 2(p? + p3), (2)

co daje
5+ 2 S 52 B B
H12 — (pl 477572) + (pl 4752) + V(|7°1 _ T2|). (3)

Zdefiniujmy ped caltkowity Pi ped ruchu wzglednego p’

= — — — 1 — —
P =pi + pa, p=§(p1—p2). (4)
Woéwcezas
2 g2
H=—+"—
Wi + 2 + V(r), (5)

gdzie M = 2m jest catkowita masa obu czastek,

S 6
n=g (6)

jest masa zredukowang a 7 = 7, — 5 jest wzgledng odlegloscig czastek 11 2.
Aby zrozumieé¢, dlaczego wzgledny ped (4) zdefiniowany jest z czynnikiem 1/2 nalezy
przeprowadzi¢ separacje dla dwoch czastek o roznych masach. Najwygodnie jest to zrobié
zauwazajac, ze ruch uktadu jako calogci musi by¢ opisywany hamiltonianem P?/2M, gdzie



M = my + msy. Obliczmy zatem réznice AH
AH — p? I P (@ + ph)?
le 2m2 2(m1 + mg)
1

- 2myms(my + my) [(m1 + ma) (mapi +map3) — mame (pf + P + 251 - 2)]

map; + mips — 2mima pi - Pa
2myme(my + ma)

. 1 mo - ma - 2 (7)
n 2m1m2/(m1 + m2> my + mgpl my + m2p2 ’
Hamiltonian (7) odpowiada czlonowi kinetycznemu czastki o masie zredukowanej p =
myms/(my + me) i pedzie

mso my o

P — (8)

ﬁm = D2
mi + me mi + Mo

Dla m; = mg mamy p = m/2 oraz pip = (p1 — p2)/2, a dla np. my — oo (atom wodoru)
dostajemy p — m oraz pio — pi.
Obliczmy teraz reguty komutacji

a 1 o (e}
[7“ ,pfz] = m [7"1 - T2am2p? - mmﬂ
)
mi + mo
= 0%, (9)

2 Redukcja hamiltonianu tréjcialowego

Rozwazmy teraz hamiltonian trzech czastek o réwnych masach

2 4 2 2
Hygs = W + V(ria) + V(res) + V(r1s). (10)

Przeprowadzimy teraz redukcje czltonu kinetycznego analogicznie do (2) postugujac sie
tozsamoscia

(P1 + P2 +53)2 + (P — p2)* + (P — p3)* + (Ps — p1)* = 3 (pf + p3 +p§) . (11)



Mamy zatem

(p1 + P2+ ]73)2 4p3, pg:& 4pi,
H = \% =4V —= 4V
123 6m + 6m + V(ri)| + 6 + V(res)| + 6m + V(r13)

PQ 3 pzj

= ke Vi
2M +j>i:1 (2,u’ " J>
P2 >

/
= ot Z Hij (1), (12)
j>i=1

gdzie M = 3m jest catkowita masa uktadu, P = p1 + pa + p3 jest catkowitym pedem,
Vij =V (| = 75)), piy = (Pi — P;) /2 oraz nowa masa zredukowana

, 3 3

W= m=cp (13)

3 Zasada wariacyjna dla problemu tréjciatlowego

Oczywiscie hamiltoniany H;; nie komutuja. Gdyby komutowaly, to E® = Ejy3 bylaby
suma El(j2 ), Aby oszacowaé E®) pozstuzymy sie zasada wariacyjng. Oznaczmy stan pod-
stawowy hamiltonianu Hie przez |(2). Nie jest to stan podstawowy dla kazdego H;; z
osobna. Obserwacja ta prowadzi do ograniczenia na energie stanu podstawowego hamil-
tonianu trojciatowego:

E® = (Q] Hips |Q) = 3 (9 Hy(1) 2) > 3B (). (14)

j>i=1

Ostatnia nieréwnosé¢ wynika z faktu, ze srednia z H;; w stanie [Q2) jest wieksza lub réwna
energii stanu podstawowego podsystemu dwucialowego o masie zredukowanej 1.

Wzor (14) mozna zastosowaé tylko w przypadku gdy oddziatywania dwucialowe sa
takie same dla wszystkich czastek i przyciagajace (aby istnial stan zwiazany). Przyktadem
takich oddziatywan sa oddzialywania silne miedzy kwarkami.

Rozwazmy teraz dwa przykltadowe potencjalty dwuciatowe: potencjat Coulomba i po-
tencjal oscylatora harmonicznego

b K o
VC = ;, VO = §T’ . (15)
Poniewaz znamy rozwiazania dla atomu wodoru i dla oscylatora, mozemy dla obu tych
przypadkéw napisa¢ wzor na energie stanu podstawowego. W przypadku potencjatu co-
ulombowskiego musimy zastapi¢ e — b

pub’

Eg)(ﬂ) T oz

(16)



a w przypadku oscylatora pw? — k, skad otrzymujemy (oscylator jest trojwymiarowy)

ES ) = 5y [ a7

W przypadku problemu tréjciatowego, musimy dla oszacowania energii uzy¢ nowej
masy zredukowanej i/ (13), co daje

b4
E® > —2”;—2 (18)

w przypadku oddzialywania coulombowskiego, a w przypadku oscylatora

E® > 3v3h, /2. (19)
m

4 Dokladne rozwigzanie oscylatorowe

W przypadku potencjalu harmonicznego problem tréjcialowy dla réwnych mas mozna
rozwiazaé dokladnie przy pomocy zmiennych Jacobiego. Zdefiniujmy

= 1 B -, 1 . N . - 1 . 5

Rl = E(Tl—TQ),RQI%(Z’T’g—Tl—TQ),RgI%(Tl‘i‘Tg—l-’f’g),

— ]_ N N = 1 . = . = 1 — — —

Q1 = ﬁ(?l—Pz),Q2:%(2p3—P1—Pz)>QSZE(P1+p2+p3)- (20)

Pokazemy, ze tak zdefiniowane kombinacje liniowe spetniaja kanoniczne relacje komutacji.
Wyjdziemy od relacji (h = 1)

[r;*, pﬂ = i5°%5,,. (21)
Indeksy i, j, ... numeruja czastki, a indeksy «, 3, . .. sktadowe potozenia i pedu okreslonej
czastki. Obliczmy przyktadowo kilka komutatorow
167 1 o «
[Rlan} = 5 |:T1 _T27pf _pg]
1 o
= S{|rwl] + [ 8] } =0 (22)
1
RO 5] _ [r“—r“,2 B_ B _ /3}
[1@2 2\/31 2:4P3 — D1 — D2

1
I e 5} [ a 5}}
= — re, + |y, =0. 23
2\/5{ [ 1:P1 27 P2 ( )
Analogicznie znika [R‘f, Q§ } gdyz potozenia czastek 1,2 maja znaki przeciwne, a ich pedy
takie same. Dalej

R8.Q5) = < |25 = =g, 20] — o) — pf

1
6
1 o
5 {4 [T?mg] + [T?,pf] + [Té“,pg]} = 6. (24)



Genralnie mamy
[re.2] = o, (25)

Teraz naszym celem jest przepisanie hamiltonianu (10) z potencjatlem harmonicznym
(15) w zmiennych Jacobiego (20). W tym celu udowodnimy dwie tozsamosci

1 — — 1 — — —
R%-FR% = §(T1—T2)2+6(2T3—T1—T2)2
1 1 S
= 57’%"‘57”3—7“1'7’2
2ol L2 L2 L L
=T =T =T —T1 T3 — =TT =TT
33 61 62 31 3 2 3 1 2
2
= g(?”%‘i"f’%‘i‘f%—Fl'FQ—Fl'Fg—FQ'F3>
L, . L L
= g((Tl—T2)2+(T1—T3)2+(T2—7’3)2). (26)

Poniewaz analogiczny wzor stosuje sie dla zmiennych @Q);, skorzystamy z 4 linijki wzoru
(26) i dodamy Q3

2 — — — — — —
QT + Q3 + Q3 g(p%‘i“p%ﬂLpg_pl'm—pl'p3—p2'p3)
1 I o oL
+§(p%+p§+p§+2p1-p2+2p1 - P + 2p5 - D)
= pi+ps+pi. (27)

Zatem hamiltonian (10) przymuje postac¢

Hyys = w_i_ 3(R2+R2)
2m
Q3 Q3 2 Q3 2
%4-{2 +2R} {2 +2R:|

Jest to system ztozony z ruchu $rodka masy w zmiennnej 3 oraz z dwoch tréjwymiarowych
oscylatoréw harmonicznych w zmiennych 11 2, o czestosci w, ktéra wyliczmy ze wzoru

1 3
émwQ = 3% - w= EK (28)

Zatem dokltadna energia stanu podstawowego wynosi

EO® = 92 h = 33,/ 7. (29)
2 m

Widzimy zatem, ze jest to dokladnie ta sama energia, ktéra otrzymalismy metoda wa-
riacyjna (19). Zatem oszacowanie wariacyjne jest w tym przypadku wysycone. Jest to
wlasno$é potencjatu harmonicznego i nie ma miejsca dla innych potencjatow.



Na koniec rozpiszmy hamiltonian srodka masy

2 — — — \2
H.. — Q3 _ (P1 + P2 + p3) (30)

2m om

co zgadza sie z pierwsza linijka wzoru (12).

5 Oddzialywania miedzy kwarkami

Do opisu stanu zwigzanego kwarkéw nalezatoby stosowaé formalizm kwantowej teorii
pola, gdzie oddziatywanie zachodzi poprzez wymiane gluonéw (w elektrodynamice po-
przez wymiane fotonow). Jednakze dla kwarkow ciezkich mozna zastosowaé przyblizenie
nierelatywistyczne. W tym celu trzeba zaproponowaé¢ (zna¢) potencjal oddzialywania. W
przypadku oddzialywan silnych odpowiednie tadunki (zwane tadunkami kolorowymi) nie
sa — tak jak w elektrodynamice — liczbami ale macierzami. Stad potencjat oddzialywania
coulombowskiego dwoch tadunkéw ey o nalezy zastapi¢ przez

V=52 W= TO. Ty, (31)

r

Wiadomo, ze funkcja V' (r) jest linowa dla duzych r (uwiezienie kwarkow, tzw. confine-
ment) i coulombowska dla malych r.

Macierze 712 sa generatorami grupy SU(3) w reprezentacji fundamentalnej odpo-
wiednio dla kwarku nr 1 i nr 2. Warto przypomnieé, ze dla grupy SU(2) generatorami
w reprezentacji fundamentalnej sa trzy macierze Pauliego, T=1 /27, a dla grupy SU(3)
jest to osiem (N2 — 1) macierzy Gell-Manna. Macierze te spelniaja reguty komutacji

(15, T}] = i fiju T, (32)

gdzie stale f;j; sa rzeczywiste i catkowicie antysymetryczne. Dla grupy SU(3) macierze T;
maja wymiar 3 x 3, dla grupy SU(2) oczywiscie 2 x 2 a stale fijr = €.
Warto zauwazy¢, ze sprzegajac w sposob zespolony relacje (32) otrzymujemy
[T, =T} ] = ifur(=T}). (33)
Zatem macierze —17" spelniaja te sama relacje komutacji co macierze 7;. Oznacza to, ze w
rzeczywistosci mamy dwie reprezentacje fundamentalne”. Dla grupy SU(2) istnieje taka
macierz U, ze
~T7 =UT,UT, (34)
a zatem reprezentacje te sa unitarnie rownowazne. Dla grup SU(N > 2) taka macierz U
nie iestnieje i reprezentacja fundamentalna 7; oraz reprezentacja do niej sprzezona —717*
nie sa rownowazne.
W przypadku grupy SU(2) reprezentacje numerujemy przy pomocy wartosci liczby
kwantowej j = 0,1/2,1,3/2... lub prz pomocy wymiaru (liczby stanéw) d; = 2j + 1, czy
wreszcie przy pomocy wartosci operatora Casimira

Cy= TP =j(+ 1L (35)



Dla uproszczenia bedziemy opuszczali trywialng macierz jednostkowa 1.

W przypadku grupy SU(3) przyjeto sie oznaczaé reprezentacje przy pomocy wymiaru i
znaku sprzezenia dla reprezentacji sprzezonej. W rozwazanym przez nas przypadku kwarki
nalezg do reprezentacji 3 a antykwarki do reprezentacji 3.

Wartosé iloczynu T . T® we wzorze (31) zalezy od tego, na jaka reprezentacje zto-
zymy dwie reprezentacje, do ktorych naleza czastki (1) i (2). Przypomnijmy sobie, ze
dla grupy SU(2) dwie reprezentacje fundamentalne j; 5 = 1/2 moga si¢ zlozy¢ na caltko-
wite j = 0 (singlet) i j = 1 (tryplet). W przypadku grupy SU(3) skladanie reprezentacji
najlepiej wykonaé¢ przy pomocy tzw. diagraméw Younga. Tutaj przytoczymy tylko wynik:

33 = 1@8,
33 = 3d6. (36)

Poniewaz czastki fizyczne ztozone z kwarkow maja catkowity tadunek kolorowy 0 (tak jak
atomy nie maja tadunku elektrycznego), czyli sa singletami, czyli naleza do reprezentacji
1. Zatem widzimy, ze w najprostszym przypadku mamy dwie mozliwo$ci. Albo mamy
czastki zlozone z kwarka i antykwarka, albo z dwoch kwarkéw w stanie 3, do ktérego
dorzucamy trzeci kwark i sktadamy calosé na singlet. Pierwsze to mezony (¢q), drugie to
bariony (gqq).

Aby wyliczy¢ iloczyn TW - T musimy okregli¢ do jakiej reprezentacii nalezy catkowity
kolor” T = T® 4+ T W tym celu zauwazmy ze:

T? = Y T? =Cpjezeli T € 31ub 3,

T2 = Y T?=0jezeli T € 1. (37)

Zatem dla oddzialywania kwark-antykwark w mezonie, gdzie catkowite Tel mamy

72— (70 4+ T0) = (T0) 4 () 4270 . 70 (38)
N—— N——
=Cp =Cp
i dalej
TO . T® = _ . (39)

Dla dwoch kwarkow, ktore skladaja sie na 3 (a wiec dwoch kwarkéw w barionie) mamy

2
72 = (T0 £ 70) = (T0) 4 (T0)" 4270 . 72 = ¢ (40)
N—— N——
=Cp =Cp

i dalej
— — 1
TW . T = —5CF (41)



A zatem mamy, ze

1
§qu' (42)

Oddziatywanie kwark-antykwark w mezonie jest dwa razy silniejsze niz oddzialywanie
kwark-kwark w barionie.

qu =

Dygresja

Zauwazmy, ze powyzsze rozwazania przeprowadziliémy bez znajomo$ci wartosci nume-
rycznej C'r. Znajac wartosci numeryczne operatoréw Casimira dla pozostalych reprezen-
tacji R mozemy znalezé warto$ci numeryczne iloczynu TW . T® dla sumarycznego koloru
81 6. Mamy

e 4 0 e
C,=0, Cr0Cy=0C5= 5 Co=5. Ca © oy = 3. (43)
Prosze sprawdzic, ze
7o o _1 g0 pel 1 (44)
6 3 s 6

Jak wida¢, iloczyny te sa dodatnie (w przeciwienstwie do przypadku, gdzie sumaryczny
kolor jest singletem lub antytrojka), a zatem oddzialywanie w tych kanatach jest odpy-
chajace.

6 Zasada wariacyjna dla barionu
Wyprowadzona w poprzednim paragrafie relacja (42) pozwala powiazaé¢ oszacowania mas

barionéw i mezonéw. A priori mogtoby by¢ to niemozliwe, gdyz W,, i W,; mogly by by¢
zupetnie inne. Dla barionu mamy zatem

3 3 2
pl — pZ ]' — —
Mo = Y (Bawatri-n)) = 3 (B4 vt - )

j>i=1 1 j>i=1 2
pl — —
_ —Z( ] <|n-—rj|>)7 (45)
7>i=1
gdzie
3 3
nm_ o0 _ 2 2
—gft Tt g™

Do hamiltonianu
D; Lo
( %,+qu<|ri—rj|>)

1), co pozwala nam oszacowaé energie barionu ztozonego

3
j>i=
mozemy teraz zastosowac¢ wzor (3

7 trzech kwarkéw o masie m:

3

E® > SEO (). (46)



Powstaje pytanie, jak powiazac E(2)(u” ) z masa mezonu ztozonego z takiego samego
kwarka i jego antyczastki, gdyz w odpowiadajacym mu systemie dwucialowym znamy
energie £ (1), a wiec przy innej masie zredukowane;.

W przypadku ogélnego potencjatu V (r) we wzorze (31) wymagatoby to obliczeri nume-
rycznych. Jednakze dobrym przyblizeniem moze by¢ uzycie potencjatu logarytmicznego,
ktory ma wlasnosé (obserwowana eksperymentalnie dla mezonéw zbudowanych z ciez-
kich kwarkow), ze odlegtosci pomiedzy poziomami o ustalonych liczbach kwantowych nie
zaleza od masy. Mozna to wykaza¢ przeskalowujac ¥ — ar 1 P — p/a (zauwazmy, ze
przeskalowanie 7" oznacza de facto zmiane jednostki wymiarowej dtugosci, co nie wptywa
na wartos¢ energii):

2 2
p r p r
H = 27 +gln (7“_0> = —2042,1/' +gln (7“_0> +glhna, (47)
——
=u
co daje
m

Widzimy, ze energie Hamiltoniandéw

2 2
p r p r
roznia sie o stata glna = gln \/u/p”, a wiec odleglosci pomiedzy poziomami energetycz-
nymi sg takie same.

Aby powiaza¢ E®) z energia mezonu musimy przyjac, ze p = m/2 (patrz (6)). Z kolei
' = p'/2 =3m/8 (patrz (13)). Zatem

1. pn 1.4
2 2 2

Mase czastki ztozonej z n oddzialywujacych czastek o masie m kazda, wyliczamy ze wzoru
Einsteina w przyblizeniu nierelatywistycznym:

E®)
C2

M, = nm + —. (50)

Dobrym przyktadem jest tu barion €2 ztozony z trzech kwarkéw s oraz mezon ¢ ztozony
z kwarka s i antykwarka s:

E®) E®)
MQ:3m8+—2, me = 2mg + 2(,u)'
c c

(51)



Mamy teraz przy uzyciu (46)

3E® (1)
3m, + s~
ms + 2 2

3E® (1) 391 4

Msto—a Ti2m3

3
E® 4
- g <2ms—|— (”)) 439, nz, (52)

Mg

WV

c? 4 ¢?

co daje w ostatecznosci
3 3g. 4
Mq > §m¢+l—l—21 g (53)

W pracy z roku 1977 o cigzkich kwarkach Rosner i Quigg, badajac rozszczepienia
mezonéw cc i bb (a wiee nie biorac pod uwage mas barionéw) oszacowali, ze g/c* ~ 750
MeV. Ile powinno wynosié¢ g/c* aby w réwnaniu (53) byla ro6wnoscé?

Skorzystajmy z danych: mgs = 1018 MeV/c?, = 1672 MeV/c?, stad réznica w
ktorej kasuja sie nieznane masy kwarkow s

g 4 A

3
A= Mg — —my = 143.5 MeV /2 L == = 665.09 MeV . 54
27 M e R SNEVE) ¢ (54)

Stala g mozemy oszacowac z réwnania (49) poréwnujac masy dwoch mezonoéw ztozo-
nych z kwarkow c i b, oznaczanych jako J/¥(cc) oraz Y (bb):

my = 9460 MeV  my, = 4650 MeV
My = 3097 MeV  m, = 1250 MeV . (55)

Podane wyzej masy kwarkéow sa w pewnym sensie ,wyssane z palca”. Masy kwarkow w
nierelatywistycznych modelach potencjalnych nie sa bezposrednio mierzone i mozna je
wyznaczy¢, dopasowujac spektrum stanéw przewidywanych przez dany model do danych.
Wyzej podaliémy masy, ktore nie odbiegaja zbytnio od mas uzywanych w literaturze i
ktore daja dobre przewidywanie na g. Mamy

Ames =My —My/v
2(my — me) + (E® (my/2) — E® (m./2))

9 mc

Stad
_ — 2(my — me
9 _ glme Zmyje) = 20my = Me) _ s 09 \fey (57)
c2 Inm,./my

Widzimy, ze wartos¢ g jest w zgodzie z wynikiem otrzymanym dla kwarka s.

Niestety, ciezkie bariony ztozone z trzech kwarkéw c lub b nie sa znane do$wiadczalnie.
Istnieja tylko przewidywania teoretyczne uzyskane w komputerowych symulacjach chro-
modynamiki kwantowej: M., = 4793 £+ 10 MeV (np. N.S. Dhindsa et al., Phys. Rev. D



112 (2025) L111501, przeglad innych wynikéw teoretycznych mozna znalezé¢ w tabeli 111
w pracy Spectroscopy and Radiative Decays of Q.. and Quy, Baryons in a Quark-Diquark
Model, Chaitanya Anil Bokade, Bhaghyesh, arXiv:2510.03703 [hep-ph|). Korzystajac ze
wzoru (52) z zamaing kwarka s — ¢ otrzymujemy

3 3

g. 4
Mccc 2 imj/\y -+ ZE In g = 4789 MGV, (58)

w zgodzie z oszacowaniem numerycznym z QCD.

7 Dlaczego potencjal logarytmiczny?

Okazuje sie, ze w przypadku potencjatu logarytmicznego, réznice energii miedzy pozio-
mami energetycznymi nie zaleza od masy czastki. Taka wtasnosé obserwuje sie w dla
mezonow z dwoma ciezkimi kwarkami (n numeruje poziomy, a s jest sumarycznym spi-
nem obu kwarkow):

(n,s)

(1,0) 1, (1S) 2984 n,(ls) 9399
(1,1) J/(1S) 3097 T(1s) 9460
(2,0)  n.(2s) 3637 n,(2s) 9999
(2,1)  ®(25) 3686 T(2s) 10023

Mamy dla steanow 1)

$(25) = J/p(15) = 589,
T(2s) — T(1s) = 563.

oraz stanow 7

n.(2s) —n.(1S) = 653,
ny(25) — my(1s) = 600.

Wykazemy teraz, ze potencjal logarytmiczny ma takg wtasno$é. Spektrum atomu wo-
doropodobnego znajdujemy rozwiazujgc radialne réwnanie Schrodingera

1d ([ ,d 20 I(1+1)
- _ g ) _
{ S (r dr) + 2 (V(r) )+ 3 R(r) =0 (59)
W naszym przypadku masa zredukowana dla dwoch kwarkow o tej samej masie m wynosi
_m
p=g

Przypomnijmy, ze pelna funkcja falowa ma postac

¢?m<r7 0, 90) = R?(T)Y;m(ea 30)7 (60)



gdzie radialna funkcja R zalezy jawnie od [ i — jak sie zaraz przekonamy — od liczby

kwantowej n zwanej radialng. Podstawmy

r=" czyliu =rR.
r

Mamy
1 2
u/l — RIIT+2R/ or _u// — RII+ _R/
r r
Rozpiszmy
d 2 d 2 pl / "
—|(r"— | R=7r"R"+2rR =ru
dr dr
i dalej

I(l+1
+(+)u:0.

Wtedy

i r6wnanie ma postac

m o B I(1+1) Y
—k*(V(kp) — E) + e } 0.

Zaktadamy, ze potencjat
V(r) = gln(r/ro)
i dobieramy k = /19/m (dla h = 1). Mamy
d*u

R [ro (g In(p) — g% In(mirg) — E) 4

02
Przesuwamy energie o statg

1
E=F+ 95 In(mry).

Wida¢, ze E, nie zalezy od m, a w roznicach energii czlon logarytmiczny sie kasuje:

nie zalezy od m: E, — E, = E,, — E}.
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