Poziomy Landaua

Klasycznie ruch natadowanej czastki w stalym polu magnetycznym skierowanym wzdtuz
osi z odbywa si¢ po spirali wzdtuz kierunku pola magnetycznego. Kwantowo ruch w kie-
runku osi z jest swobodny, natomiast ruch w ptaszczyznie x — y jest skwantowany, co
prowadzi do dyskretnego spektrum energii — tzw. pozioméw Landaua. Celem tego zada-
nia jest obliczenie energii pozioméw Landaua ze szczegdlnym zwrdéceniem uwagi na ich
degeneracje. Zadanie to rozwiazemy na trzy rézne sposoby.

1. Hamiltonian dla czastki o tadunku ¢ poruszajacej sie w polu magnetycznym przyj-
muje postac:
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gdzie q jest tadunkiem czastki, zas ¢ predkoscia swiatta. Aby rozwiazaé¢ odpowiednie
rownanie Schrodingera musimy wybra¢ cechowanie, ktére prowadzi do pola magne-
tycznego skierowanego wzdtuz osi z. Pole magnetyczne okreslone jest wzorem

B =V x A.

Wykazaé, ze nastepujace dwa wybory prowadza do takiego samego pola B:
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Rozwigzanie

Pole magnetyczne w cechowaniu (2) jest rowne

B; = 5ijkvjAk = €11 VoA = Bd3.
Pole magnetyczne w cechowaniu (3) jest rowne
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2. Rozwiazaé¢ rownanie Schrodingera w cechowaniu (2). W tym celu rozpisaé¢ réwnanie
na sktadowe odpowiednio w zmiennych x, y i z. Przyjmujac funkcje falowa w postaci

(z,y, 2) = fly)e wer/heiz/h,

problem redukuje sie do ruchu swobodnego w kierunku osi z oraz oscylatora har-
monicznego w pewnej nowej zmiennej zwiazanej z y o czestosci
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Podstawiajac f. falowa podana w zadaniu otrzymujemy zredukowany hamiltonian
w zmiennej y, wyrazony przez wartosci wlasne p, .
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Jest to hamiltonian oscylatora o czestosci @ (plus ruch swobodny w kierunku z):
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Epp., = hw (n+ 5) + L7

P
= hw(2n+1)+2z :
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Zwroémy uwage, ze poziomy te sa nieskonczenie razy zdegenerowane ze wzgledu na
ciagly parametr p,.



3. Rozpisaé¢ rownanie Schrodingera w cechowaniu (3) na sktadowe w zmiennych z, y i z.
Podobnie jak poprzednio bedziemy mieli do czynienia z ruchem swobodnym wzdtuz
osi z oraz dwoma oscylatorami w zmiennych x i y gdzie role potencjalu kwadrato-
wego pelnia czltony kwadratowe w B. Cztony liniowe w B nalezy potraktowaé jako
zaburzenie.

Najpierw nalezy rozwiaza¢ problem bez cztonéw liniowych w B. Zbada¢ degene-
racje poszczegdlnych pozioméw. Nastepnie dla kilku najnizszych pozioméw nalezy
obliczy¢ poprawke od czesci liniowej w B. W tym celu zapisa¢ zaburzenie przy po-
mocy operatorow kreacji i anihilacji i zastosowaé zdegenerowany rachunek zaburzen.
Sprobowaé uogélnié otrzymany wynik na wszystkie poziomy niezaburzone.

Okazuje sie, ze otrzymuje sie doktadny wynik z poprzedniego zadania, co oznacza,
ze nie ma poprawek od wyzszych rzedéow rachunku zaburzen. Dlaczego? Przedysku-
towaé degenracje.

Rozwigzanie

Zajmiemy sie tylko ruchem w plaszczyznie x — y
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= Hy+H'.

Niezaburzony operator H jest sumg dwoch oscylatorow harmonicznych o czestosci
w 1 ma poziomy

By, = hw(ng +n, +1) = hw(n + 1) (4)
kazdy n + 1 razy zdegenerowany. Zauwazmy, ze dokltadny wynik z poprzedniego

zadania ma postac
hw(2n + 1),

co oznacza, ze pierwsze przyblizenie ma ,niechciane” energie dla nieparzystych n.

Wprowadzmy numerowanie zdegenerowanych stanéw o energii (4)

1) =10),[n)y, [2) = Dy In = 1), .. In) = [n = 1), [1),, [n+1) = |n), |0)
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Ogolnie dla n—tej powloki stany maja postac |k) = [k — 1), |n — k + 1), gdzie k =
1,2,....n+1orazn=20,1,2,...



Mamy
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Przypomnienie
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Dziatamy na stan |k) = |k — 1) |n—k + 1>y z powloki E,:
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Widzimy, ze hamiltonian H’ przerzuca stan |k) do stanéw sasiednich. Oznacza to,
ze k—ta kolumna macierzy H' ma postaé
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Zatem H' dzialajac na niezdegerowany stan podstawowy n = 0 o energii hw daje
zero. Dla pierwszego stanu wzbudzonego n = 1 o energii £; = 2hw hamiltonian H’
jest macierza 2 X 2

1 0

o wartosciach wlasnych +hw. Widzimy zatem, ze stan o n = 1 rozszczepia sie w
nastepujacy sposob

H’:ihw{o _1} (9)

3hw
E1 = 2hw —
hw
Stan ten znika ze spektrum, dodaje jeden stan o energii stanu podstawowego, czyli

podnosi jego degenarcje, oraz dorzuca stan do energii 3hw takze podnoszac jego
degeneracje.

Dla n = 2 mamy trzykrotnie zdegenerowany stan o energii 3iw, a hamiltonian H’

ma postac
0 —v2 0
H =ilw| V2 0 —2 (10)
0 V2 0
o warto$ciach wtasnych A = +2hw,(. Zatem stan ten nie znika ze spektrum, ale
rozszczepia sie na trzy niezdegerowane stany

Shw
El = 3hw — 3hw
hw

dorzucajac jeden stan do stanu podstawowego n = 0 i do stanu n = 4, i pozosta-
wiajac jeden stan n = 2.

Zauwazmy, ze w hamiltonianie ze wzoru (9) wystepuje macierz Pauliego o9, a we
wzorze (10) macierz Jy dla kretu j = 1 (np. podrecznik L. Schiffa, wzor (27.26)). Nie
jest to przypadek, gdyz hamiltonian zaburzajacy (8) ma postaé¢ z-towej sktadowe;
momentu pedu. Okazuje sie, ze w bazie stanéw wlasnych Hj, hamiltonian H’ nie
jest diagonalny i patrzac na wzory (9) i (10) mozemy zalozy¢

H' = 2wy, (11)

gdzie j = 1/2,1,3/2,2,... (h jest wlaczone do definicji J;). Poniewaz stany Hy sa
(n + 1)-krotnie zdegenerowane, rozmiar macierzy H' wynosi n + 1. Pamietajac, ze
przestrzen standéw o okreslonej wartosci j ma wymiar 25 + 1, otrzymujemy, ze dla
n-tego poziomu wzbudzonego

.n
J = 9"
Po zdiagonalizowaniu (11) wartosci wtasne J, wynosza
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a w konsekwencji wartosci wtasne H' sg rowne
—hwn, —hw(n — 2),...,+hw(n — 2), +hwn
Oznacza to, ze stany n o energiach hw(n + 1) rozszczepiaja sie na stany o energiach
hiw, 3hw, ..., (2n + 1)hw,

przy czym energie te zawieraja energie wyjsciowa (brak przesuniecia) dla n parzy-
stego, natomiast stany o nieparzystych n znikaja ze spektrum, co ilustruje rysunek
1.

Rysunek 1: Schematyczna ilustracja rozszczepien poziomoéw Landaua.

Zauwazmy, ze operator H' dzialajac na dowolny stan z podprzestrzeni o okreslone;j
energii F,, prowadzi do stanu o tej samej energii. Jest tak, gdyz H' obniza ener-
gie jednego oscylatora, a podwyzsza energie drugiego. Aby poprawki w wyzszych
rzedach rachunku zburzen byty niezerowe, H’' powinien mie¢ niezerowe elementy
macierzowe do stanéw o innych energiach, co nie zachodzi. Stad pierwsza poprawka
daje wynik doktadny.

. Poziomy Landaua w cechowaniu (3) mozna obliczy¢ przy pomocy pewnego tricku.
Rozpisany na sktadowe hamiltonian (1) w czesci zaleznej od = i y nalezy zapisac
wyciagajac staltg

Lz

50 -
Definiujemy operatory
~ ﬁa@ + %mea}y ~ ﬁy - %mea}x

e vVmehw Ty = vVmehw

Wyrazié przy pomocy tych operatoréw hamiltonian (1). Zbada¢ komutator
[T, Ty
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Okaze sie, ze reguta komutacji jest taka jak dla p oraz = (z h = 1). W zwiazku z
tym z operatoréw 7,, T, mozna utworzy¢ kombinacje liniowe

R Lo .
0= —(fp +ift,), a' = —= (7, — i7t,) .

V2

Wykaza¢, ze operatory te spetniaja regute komutacji operatoréw kreacji i anihila-
cji. Wyrazi¢ hamiltonian przez a i af. Znalezé spektrum energii. Degenracje tak
otrzymanego spektrum przedyskutujemy na zajeciach.

Rozwigzanie

Rozpisujemy hamiltonian
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Zbadajmy komutator
L 1 1 .. 1 . )
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Widzimy zatem, ze relacja komutacji |7, 7,| przypomina (z doktadnoscia do h)
relacje komutacji miedzy poltozeniem a pedem. Skonstruujmy nowe operatory

. " At . =
:ﬁ(ﬂx—FZﬂ'y), a :E(ﬂ'l«—lﬂ'y),
ktorych relacja komutacji jest w rzeczywistosci relacja komutacji operatoréw kreacji
i anihilacji:
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czyli
1 1
3 (72 +72) =ala+ 3
Zatem




Dostajemy stad, ze energia pozioméw Landaua

E=h

o | &

2 1 —= =
(2n + )+2me

Zgodnie z naszymi poprzednimi rozwazaniami, poziomy Landaua sa nieskonczenie
zdegenerowane. Aby sie przekonaé, ze w cechowaniu (3) mamy takze do czynienia z
nieskoriczong degeneracja, wystarczy zbada¢ degeneracje stanu podstawowego, ktory
spelnia réwnanie

&¢0(x7 y) = 0.
Zapiszmy operator anihilacji a w reprezentacji polozen:
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co daje réownowazne rownanie rézniczkowe

s i) < emfue =0

Wielkos§¢ h/mew ma wymiar kwadratu dlugosci i ma sens kwadratu promienia kla-
sycznej orbity elektronu w ruchu w polu magnetycznym B. Oznaczmy:
h
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Wprowadzmy nowe zmienne
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i rownanie (12) przyjmuje postac

o) 1
(% + —u) Po(u,v) = 0.
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Rozwiazanie tego rownania jest bardzo proste




gdzie f(u) jest dowolna funkcja spelniajaca warunek normalizacji. Zatem rzeczywi-
Scie stan podstawowy jest nieskoriczenie zdegenerowany. Latwo pokazaé, ze stany
wzbudzone, ktore otrzymujemy dziatajac wielokrotnie na stan podstawowy opera-

torem
at = _@'T_B ﬁ — LU
V2 \ou 4y

zachowuja te degeneracje.



