Nieréwnosci Bella, cz.1

Jednym z najtrudniejszych probleméw pojeciowych mechaniki kwantowej jest tak
zwany kolaps funkcji falowej. Zatézmy, ze nieruchoma czastka pozbawiona spinu rozpada
sic na dwie masywne czastki o spinie 1/2, ktore odlatuja w przeciwnych kierunkach. Po
pewnym czasie dokonuje sie pomiaru rzutowania spinu jednej z czastek wzdtuz osi kwanty-
zacji z (ktora moze by¢ wybrana np. wzdtuz kierunku ruchu). W zasadzie mozliwe sg dwa
wyniki takiego pomiaru: +1/2. Po dokonaniu tego pomiaru wynik pomiaru spinu drugiej
czastki — ktora moze znajdowaé si¢ nawet wiele kilometrow dalej — must byé przeciwny,
mimo ze zadna informacja nie moze zosta¢ przestana z miejsca pierwszego pomiaru do
drugiego. Ten paradoks zostal wskazany przez Einsteina, Rosena i Podolskiego, i skto-
nit Einsteina do nieufno$ci wobec probabilistycznej interpretacji mechaniki kwantowe;j.
Mozna sobie wyobrazié¢, ze probabilistyczny charakter mechaniki kwantowej jest wyni-
kiem naszej ograniczonej wiedzy o wszystkich stopniach swobody danego uktadu. Takie
stopnie swobody nazywane sg czesto ukrytymi zmiennymi. Bell udowodnit, ze gdyby takie
ukryte zmienne istnialy, mozna byloby zaprojektowaé¢ eksperyment pozwalajacy odréznié
standardowa mechanike kwantowa od mechaniki kwantowej z ukrytymi zmiennymi.

Problem zmiennych ukrytych najlepiej przedyskutowaé¢ badajac korelacje spinéow —
tak jak to wskazaliSmy powyzej na przyktadzie czastki bezspinowej. Dlatego najpierw
przedyskutujemy wlasnosci stanéw spinowych.

1 Spin elektronu lub protonu

Rozwazmy wektor jednostkowy 77y lezacy w plaszcyznie x — 2
g = cos 0 i, + sin O 1, (1)

gdzie 7, , sa wektorami jednostkowymi odpowiednio wzdtuz osi x i z. Latwo pokaza¢, ze
wartosci wlasne operatora

Sy =1ig- S, (2)
gdzie S = (gx,é*y, S.) jest operatorem spinu 1/2, wynosza +1/2 (prayjmujemy h = 1).
Rzeczywiscie

(3)

So =135 sinf@ —cosf

1[0088 sin @ }

1 rOwnanie wlasne
cosf — A\ sin 6

sin @ —cosf — \

0 (@)
ma postac
—cos?f + N7 —sin? =X\ —1=0. (5)
Do tego samego wniosku mozemy doj$é¢ obliczajac
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co oznacza, ze wartosci wlasne wynosza +1/2.
Wektory wtasne obliczamy w nastepujacy sposob:

cosf — A\ sin 6 T
sin 6 —cos@—)\] [y}zo (7)

co sprowadza sie do rOwnania
(cos —N)z +sinfy = 0. (8)

Jest to jedno réwnanie na dwie zmienne. Drugie rownanie uzyskamy normalizujac wektory
wlasne do jednosci.
Uzyjmy teraz wtasnosci

0 0
cosh = cos®— —sin® =,
2 2
inf = 2sin—cos—. 9
sin sin 5 cos 9)

Stosujac to rownanie do A = 1 otrzymujemy

0 0 0 0 0 0
(0052 — —sin® = — cos® = — sin? —) T+ 2sin - cos -y

2 2 2 2 2 2
0 0 0
= —251n2§:17+251n§cos§y =0. (10)
Rozwiazanie ma postac
0 0
z = cos 5, y:sin§. (11)
7 kolei dla A = —1:
0 0 0 0 0 0
(0032 5~ sin? 3 + cos® 3 + sin? 5) r + 2sin 5 cos 3 Y
0 0 0
= 200825311—1—251115(:0551/:0 (12)
1 rozwiazanie ma postaé
.0 0 (13)
r = —sin=, y=cos-—.
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Przyjmijmy oznaczenia na znormalizowane wektory wlasne do wartosci whasnych +1/2
0 .0
+), = +cos 3 +) + sin 5 |—),
. 0
=y = —sing ) +coss|-). (14)

Z powyzszego réwnania wynika, ze stany |4) odpowiadaja wartosci 6 = 0, czyli sa stan-
dardowymi wektorami wtasnymi dla kwantyzacji wzdtuz osi z.
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Zalozmy, ze elektron jest jest poczatkowo w stanie |+),. Nastepnie mierzymy rzut
spinu wzdtuz innej osi zadanej przez wektor 7,. Warto$ci wlasne operatora S,, tak jak
poprzednio, wynosza +1/2. Obliczymy teraz prawdopodobienstwa uzyskania A = 1/2 albo
A = —1/2. Najpierw obliczmy iloczyny skalarne

Q 0 o .0
o+ [+) = COSECOS§+SIH§SIHE
0 — «
- 15
cos —5—, (15)
.« 0 o
o= 1+) = —81n§cos§+cos§sm§
0— o
= i 16
sin ——, (16)
a . 0 |« 0
ot =)y = —COS§sm§+sm§cos§
0— o
= —si 17
sin ——, (17)
.o 0 « 0
a<_|_>9 = Sln§SID§+COS§COS§
0 — «
- : 18
cos —3 (18)
Zatem
0 — «
Pi(@) = o+ |[+)s = cos? 5
0
P_(a) = of—|+); =sin’ ¢ (19)

Teraz bardzo prosto mozemy obliczy¢ warto$é oczekiwang,

0—
2

1 — 1
o (+]Sal+)y = 5 (COSZGTQ — sin? ) = —cos(f — a). (20)
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Latwo pokazac, ze
1
0 (—|Sal|—)g = —QCOS(Q—Q). (21)

Bedziemy takze potrzebowali

o(—| Sa |+>6 = o(+| S |_>0

= ——sin(f — a). (22)



2 Korelacje dwéch spinéw

Rozwazmy atom wodoru, ktéry dysocjuje na proton i elektron. Zat6zmy, ze uktad elektron-
proton znajduje sie w sfaktoryzowanym stanie spinowym (czyli takim, w ktorym stan
catego ukladu mozna zapisa¢ jako iloczyn stanéw spinowych poszczegdlnych czastek)

le: +>0 p: _>9 : (23)

Zatozmy teraz, ze mierzymy spin elektronu wzdtuz osi n,, a odpowiadajacy temu pomia-
rowi operator oznaczamy jako S¢. Oczywiscie prawdopodobieristwo otrzymania wyniku
+1/2 jest takie samo jak wczesniej

0 — «
2 )

P¢(a) = cos®
jednakze po dokonaniu pomiaru uktad znajduje sie teraz w stanie

le:+)alp =)o (24)

Spin protonu pozostaje niezmieniony przez ten pomiar, poniewaz stan poczatkowy byt
sfaktoryzowany. W wyniku przeprowadzenia pomiaru stan (23) skolapsowat do stanu (24).
Latwo obliczy¢ teraz warto$¢ oczekiwana operatoréw spinu Sj, and S w stanie (23)

<S§¢> = 9<€:+|S§|€:+>9 9<p:_|1p’p3_>9

= % cos(f — «) (25)

oraz

<5§> = 6’<€3+|1e|63+>9 e(p:—|5§|p2—>e

= —% cos(f — f3). (26)

Na koniec obliczmy
(Se® 5§> = ofe:H[Sale:+)g olp: —[S5Ip: =)y

1
= cos(f — a) cos(0 — B). (27)

Obliczmy teraz wspotezynnik korelacji
_ (Sa®Sh) — (S0 (S5)
(62) (S57)

Mianownik jest trywialny ze wzgledu na wtasnosé (6), a licznik sie zeruje na podstawie
rownan (25)—(27). Zerowa korelacja odzwierciedla fakt, ze system byl w stanie sfaktory-
Zowanym.

=0.

E(a, §)



na podstawie J.-L. Basdevant, L. Dalibard The Quantum Mechanics Solver



