Nierownosci Bella

Jednym z najtrudniejszych probleméw pojeciowych mechaniki kwantowej jest tak
zwany kolaps funkcji falowej. Zal6zmy, ze nieruchoma czastka pozbawiona spinu rozpada
si¢ na dwie masywne czastki o spinie 1/2, ktore odlatuja w przeciwnych kierunkach. Po
pewnym czasie dokonuje sie pomiaru rzutowania spinu jednej z czastek wzdtuz osi kwanty-
zacji z (ktéra moze by¢ wybrana np. wzdtuz kierunku ruchu). W zasadzie mozliwe sg dwa
wyniki takiego pomiaru: +1/2. Po dokonaniu tego pomiaru wynik pomiaru spinu drugiej
czastki — ktora moze znajdowac si¢ nawet wiele kilometrow dalej — musi byé przeciwny,
mimo ze zadna informacja nie moze zosta¢ przestana z miejsca pierwszego pomiaru do
drugiego. Ten paradoks zostal wskazany przez Einsteina, Rosena i Podolskiego, i skto-
nit Einsteina do nieufnosci wobec probabilistycznej interpretacji mechaniki kwantowe;j.
Mozna sobie wyobrazié¢, ze probabilistyczny charakter mechaniki kwantowej jest wyni-
kiem naszej ograniczonej wiedzy o wszystkich stopniach swobody danego uktadu. Takie
stopnie swobody nazywane sg czesto ukrytymi zmiennymi. Bell udowodnit, ze gdyby takie
ukryte zmienne istnialy, mozna bytoby zaprojektowaé¢ eksperyment pozwalajacy odroznié
standardowa mechanike kwantowa od mechaniki kwantowej z ukrytymi zmiennymi.

Problem zmiennych ukrytych najlepiej przedyskutowaé¢ badajac korelacje spinéw —
tak jak to wskazaliSmy powyzej na przyktadzie czastki bezspinowej. Dlatego najpierw
przedyskutujemy wlasnosci stanéw spinowych.

1 Spin elektronu lub protonu

Rozwazmy wektor jednostkowy 71y lezacy w plaszcyznie x — 2
My = cos 61, + sin 0 1, (1)

gdzie 17, , sa wektorami jednostkowymi odpowiednio wzdtuz osi x i z. Latwo pokazac, ze
warto$ci wlasne operatora
Sp=1g- S, (2)
gdzie S = (S,, Sy, S.) jest operatorem spinu 1/2, wynosza +£1/2 (przyjmujemy i = 1).
Rzeczywiscie
S, = 1 [ cosf) sinf ]
sinff —cosf
i rownanie wlasne
cost — A sin 6
sin 6 —cosf — A\

0 (@)
ma postac
—cos?f + N —sin?l =X\ —1=0. (5)
Do tego samego wniosku mozemy dojsé obliczajac

o
5’92 = —( 9-0)(n9-0):Z(neinej)(aiaj)

N I N

) 1
= —(nging;) (051 +icijpor) = 11, (6)



co oznacza, ze wartosci wlasne wynosza +1/2.
Wektory wtasne obliczamy w nastepujacy sposob:

cosf — A\ sin 6 T
sin 6 —cos@—)\] [y}zo (7)

co sprowadza sie do rOwnania
(cos —N)z +sinfy = 0. (8)

Jest to jedno réwnanie na dwie zmienne. Drugie rownanie uzyskamy normalizujac wektory
wlasne do jednosci.
Uzyjmy teraz wtasnosci

0 0
cosh = cos®— —sin® =,
2 2
inf = 2sin—cos—. 9
sin sin 5 cos 9)

Stosujac to rownanie do A = 1 otrzymujemy

0 0 0 0 0 0
(0052 — —sin® = — cos® = — sin? —) T+ 2sin - cos -y

2 2 2 2 2 2
0 0 0
= —251n2§:17+251n§cos§y =0. (10)
Rozwiazanie ma postac
0 0
z = cos 5, y:sin§. (11)
Z kolei dla A = —1:
0 0 0 0 6 0
(0032 5~ sin? 3 + cos® 3 + sin? 5) r + 2sin 5 cos 3 Y
0 0 0
= 200825311—1—251115(:0551/:0 (12)
1 rozwigzanie ma postac
i 0 (13)
r=—sin=, y=cos—.
2 Y 2

Przyjmijmy oznaczenia na znormalizowane wektory wlasne do wartosci whasnych +1/2
0 .0
+), = +cos 3 +) + sin 5 |—),
. 0
=y = —sing ) +coss|-). (14)

Z powyzszego réwnania wynika, ze stany |4) odpowiadaja wartosci 6 = 0, czyli sa stan-
dardowymi wektorami wtasnymi dla kwantyzacji wzdtuz osi z.
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Zalozmy, ze elektron jest jest poczatkowo w stanie |+),. Nastepnie mierzymy rzut
spinu wzdtuz innej osi zadanej przez wektor 7,. Warto$ci wlasne operatora S,, tak jak
poprzednio, wynosza +1/2. Obliczymy teraz prawdopodobienstwa uzyskania A = 1/2 albo

A = —1/2. Najpierw obliczmy iloczyny skalarne

6 0
o+ ) = Cos%cos§+sin%sin§
0 —
= cos
2 )
(= 1+) e 9+ a . 0
al— = —sin— cos = + cos — sin —
o 2 2 272
.-«
= sin
2 Y
7 7
o+ |=)y = —cos%sin§+singcos§
0 —
= —sin a’
2
(~ =)y = sinsin® +cos 2
a p = singsing +cos o cosg
00—«
= cos .
2
Zatem
0 —
Pi(a) = alt|+)5 = cos’ ——,
.o 0—a
P(a) = al— |40} =sin®
Z rownan (15)—(18) otrzymujemy
— o . 0—«
+)y = +cos 5 |+),, + sin 5 B
. -« 0—«
=), = —sin 5 |+),, + cos 5 =), -

Teraz bardzo prosto mozemy obliczy¢ warto$é oczekiwana

1 0 — 0— 1
o (+]Sal+)y = 3 (COS2 5 @ sin? 5 a) = 5008(0—&).

Latwo pokazaé, ze
1
1 (=1 Sa|=)y = =5 cos(6 — @)
Bedziemy takze potrzebowali
(=1 Sal+)y = o(+5al=)
1( . 0—a O—a | -« (9—04)
= — | —sin cos — sin cos

(16)

(17)

(19)



2 Korelacje dwéch spinéw

Rozwazmy atom wodoru, ktéry dysocjuje na proton i elektron. Zat6zmy, ze uktad elektron-
proton znajduje sie w sfaktoryzowanym stanie spinowym (czyli takim, w ktorym stan
catego ukladu mozna zapisa¢ jako iloczyn stanéw spinowych poszczegdlnych czastek)

le:+)lp:—)y - (24)

Zalozmy teraz, ze mierzymy spin elektronu wzdtuz osi 7, a odpowiadajacy temu pomia-
rowi operator oznaczamy jako S¢. Oczywiscie prawdopodobieristwo otrzymania wyniku
+1/2 jest takie samo jak wczesniej

0 — «
2 )

jednakze po dokonaniu pomiaru uktad znajduje si¢ teraz w stanie

le:+)alp =)o (25)

Kolejny pomiar spinu S¢ musi da¢ +1/2 z prawdopodobieristwem 1. Gdyby tak nie byto,
mechanika kwantowa nie miataby zadnej zdolnosci przewidywania. Spin protonu pozostaje
niezmieniony przez ten pomiar, poniewaz stan poczatkowy byl sfaktoryzowany. W wyniku
przeprowadzenia pomiaru stan (24) skolapsowat do stanu (25).

Latwo obliczy¢ teraz wartos¢ oczekiwang operatoréw spinu S5, and S w stanie (24)

(Sa) = oler [5Gl ) olp: =[17]p: =)y
= %cos(@—a) (26)

P¢(a) = cos®

oraz
<5§> = ple:+[1%e: +>9 9<p D= Sﬁ p: _>9
1
= g eos(t— ) (1)
Na koniec obliczmy

<SZ®SZ> = ple:+[Sgle: +)g 9(p2—|5§|p:—>9
1

= 1 cos(6 — a) cos(f — ). (28)

Obliczmy teraz wspotezynnik korelacji
(S5 ® 55) — (32) (S5
(552) (S5°)

Mianownik jest trywialny ze wzgledu na wtasnosé (6), a licznik sie zeruje na podstawie
rownan (26)—(28). Zerowa korelacja odzwierciedla fakt, ze system byl w stanie sfaktory-
Zowanym.

E(a,p) = = 0.



3 Korelacje w stanie singletowym

Zatozymy teraz, ze po rozpadzie atomu wodoru elektron i proton znajduja sie w stanie o
spinie 0, tzw. stan singletowy
1
0)=—7(e:+)lp:—)—le:—)|p:+)). 29
10) \/5(! Yp:=)—le:=)lp:+)) (29)

Nie jest to juz stan iloczynowy typu (24). Jesli teraz zmierzymy S, to powstaje pyta-
nie jakie sa mozliwe wyniki i ich prawdopodobienistwa. W tym celu roztozymy operator
jednosci elektronu w bazie stanéw wtasnych S¢

l=le:+),  ,(e:+ @1 + |e:—), , (e:—|®@1° (30)

i zastosujemy go do stanu (29)

0) = %Heiﬂaa(eiﬂeiﬂ!pi—>—\6¢+>w<6¢+|6¢—>\p¢+>
+le: =) (e —le:+)|lp:—=)—le: =), le:—le:=)lp:+)], (31
a nastepnie postuzymy sie rownaniami (15)—(18)
0) = % [cos%]e ), pi—) —sin%|e ), D)
—sin% le: =) alp:—) — cos% le: =), |p: —i—>] . (32)

Mozliwe wyniki pomiaréow S¢ to

e +1/2 7 prawdopodobieristwem

Zalozmy, ze wynik pomiaru wyniost +1/2. Oznacza to, ze po pomiarze funkcja falowa
skolapsowata do stanu

« e
0) — [®) = cos—le:+), |p:—)—sin—le:+), |p:+)
Se=+1 2 2

= le:4), (cos% lp:—) —sin% Ip +>>
= e+ lp: =) (34)

gdzie przy przejsciu do ostatniej linijki zastosowalisémy pierwszy wzor (20). Widzimy, ze za-
rowno elektron jaki proton sa w stanach wtasnych odpowiednich operatoréw spinu wzdtuz
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osi 7. Jedli teraz zmierzymy S% mamy znowu dwie mozliwosci +1/2 z nastepujacymi
prawdopodobienstwami

P(f) = |slh |-}y =sin? 222

2
P_(8) = |s(= =)ol = cos®

o —
2

Podsumujmy: w pierwszym pomiarze spindéw elektronéw otrzymujemy oba mozliwe
wyniki z takim samym prawdopodobieristwem 1/2, ale prawdopodobieristwa uzyskania
+1/2 w drugim pomiarze spinéw protonéw zaleza od wzglednego kata miedzy osiami
pomiarowymi i generalnie nie sa réwne. Gdybys$my najpierw zmierzyli spiny protonéw,
uzyskalismy +1/2 z réownymi prawdopodobienstwami 1/2. Roznica wynikow takich dwoch
doswiadczen, ktore réznia sie jedynie kolejnoscig pomiaréw na tym samym stanie, byta
nie do przyjecia dla Einsteina, ktory twierdzit, ze ,rzeczywiste stany dwoch obiektow od-
dzielonych przestrzennie musza by¢ od siebie niezalezne”. Chodzi tu o to, ze elektron i
proton po rozpadzie atomu wodoru moga byé od siebie bardzo daleko. Ten prosty przy-
ktad prowadzi do wniosku, ze mechanika kwantowa nie jest teoria lokalna, jesli chodzi
o pomiary. Ta nielokalnosé nie pozwala jednak na natychmiastowa transmisje informa-
cji. W kazdym pojedynczym pomiarze spindéw protonéw nie mozemy stwierdzié¢, czy spin
elektronow zostal zmierzony wczesniej. Aby odkry¢ ten nielokalny charakter mechaniki
kwantowej, konieczne jest przeprowadzenie serii eksperymentéw dotyczacych tego samego
stanu.

Obliczymy teraz wspotezynnik korelacji E(a, ). Zacznijmy od $rednich

1=

(35)

1 1
(0] S¢10) = §<e:+|S§|e:+>+§<e:—]Sz|e:—)
1
=5 (cosa—cosa) =0 (36)
gdzie zastosowalismy (21) i (22) dla 6 = 0. Taki sam rezultat otrzymujemy dla protonu
(0] S5 |0) = 0. (37)
Obliczmy teraz
1
(0155 ®5510) = 5 ((+Se1+) (=155 1=) = (+[ a1 =) (=[5 [+)
— (=S5 ) (+I SEI=) + (=185 [=) (+] S5 1+))
= §2 (— cos acos f — sin asin f3)

1
= - cos(av — 3), (38)

gdzie uzylismy (21) — (23). Zatem




4 Prosty model zmiennych ukrytych

Zaproponujemy tutaj prosty model zmiennych ukrytych. Zatdézmy, ze po rozpadzie uktad
znajduje sie w stanie iloczynowym (sfaktoryzowanym)

e +)glp: =)y (40)

jednakze kierunek 7y zmienia sie z pomiaru na pomiar. W tym przypadku kat 6 jest
zmienng ukryta. Zaktadajac, ze wszystkie kierunki 0 sa réwnie prawdopodobne, definiu-
jemy teraz warto$é¢ oczekiwang obserwabli O jako

2w

(O)z/% o(p: —lgle:+]Ole:4)lp:—)y- (41)

0
Obliczmy najpierw warto$é¢ oczekiwang spinu elektronu wzgledem osi 72,

2m
1
(S5) = a1 cos(f —a) =0 (42)
272
0

tak jak w przypadku stanu singletowego (36). To samo dotyczy spinu protonu. Dlatego
nasz prosty model zmiennych ukrytych odtwarza w tym przypadku wyniki mechaniki
kwantowej. W przypadku korelacji podwojnej otrzymujemy jednak inny wynik:

2w

do 1 1
(Se®85) = — §§cos(¢9—a)§cos(9—ﬁ)
0

A~ =

2

/;—9(008900804 + sinfsina) (cosfcos S + sinfsin 3)
m

0

!

2m
deo
= _4/2— [COSQHCos&cosﬂ + cos@sinf (cos asin 5 + sin v cos f3) +sin293in@sinﬁ] :
s
0

Biorac pod uwage, ze

2
5—600829 = /—sm 0— 5
7r
0
2m 20
/%cosﬁsinﬁ =0 (43)
0
otrzymujemy
1 1
(S5 ® S§> =3 (cosaccos f + sinasin ) = ~3 cos(ax — f3). (44)



Jest to wynik rézny od (38)! Ostatecznie korelacja

Plap) = =D Loa—p (45)

jest dwukrotnie mniejsza od wyniku w mechanice kwantowej (39). Dlatego tez poprzez
pomiar F mozna odr6zni¢ mechanike kwantowa od modelu zmiennych ukrytych. Powstaje
pytanie, czy jest to tylko przypadkowa cecha naszego prostego modelu zmiennych ukry-
tych, czy tez generalnie niemozliwe jest skonstruowanie modelu zmiennych ukrytych, ktory
odtworzylby E z mechaniki kwantowe;j.

5 Twierdzenie Bella

W 1965 roku Bell' udowodnit, ze rozbiezno$é miedzy mechaniks kwantows a teorig zmien-
nych ukrytych ma charakter bardzo ogélny. Rozwazmy teori¢ zmiennych ukrytych ()
scharakteryzowana przez dwie funkcje

1 1
A\ Ty) = :|:§, B(\,7ig) = :|:§ w zaleznosci od A (46)

odpowiadajace odpowiednio spinowi elektronu i protonu z poprzedniego rozdziatu. Na-
lezy zauwazy¢, ze B nie zalezy od 7i,, a A nie zalezy od 7ig. To wymaganie lokalnosci
jest niezbedne do dalszej dyskusji. Przyjmiemy, ze A jest roztozone zgodnie z rozktadem
prawdopodobietistwa P(\) > 0 tak, ze

/ dAP(\) = 1 (47)

(S¢) = / d\P(\A(N, ) = 0,
(S5)

tak, aby by¢ w zgodzie z (36), (37) i (42). Zatem w ramach teorii ukrytych zmiennych

/ A P(A) B\, 7i5) = 0 (48)

E(a,B) =4 / d\ P\ AN, ia) B\, is). (49)

Zdefiniujemy teraz wielkos¢ S

S = E(o,B) + E(o, ') + E(/, ') — E(o/, B) (50)

1 John Stewart Bell (1928 — 1990) poinocnoirlandzki fizyk teoretyk zwigzany z CERNem. W 2022 roku
Nagrode Nobla w dziedzinie fizyki otrzymali Alain Aspect, John Clauser i Anton Zeilinger za prace nad
nieréwnosciami Bella i eksperymentalnym potwierdzeniem twierdzenia Bella.
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i udowodnimy, ze w teorii zmiennych ukrytych dla dowolnych katow o, o/, 3, 8° zachodzi
5] <2 (51)

Roéwnanie (51) nosi nazwe nieréwnosci Bella. Pokazemy, ze w mechanice kwantowej dla
pewnych wartosci katow «, o/, 8, 8" moze zajs¢ |S| > 2.
Pokazmy najpierw, ze przed wykonaniem catki po A zachodzi

s(A) = A\, a)B(\, B)+ AN, a) B\, B)+ AN, o' )B(A, B')— AN, o) B(\, B) = :I:%. (52)

Rzeczywiscie
S = A @)[BO B) + BOL )] + AL a)[BOB) — BOLB).  (53)
+11ub 0 0 lub £1
Zauwazmy, ze A jest rowne albo 1/2 albo —1/2. Zatem kiedy w pierwszym czlonie [...] # 0,
to nawias kwadratowy w drugim cztonie znika i zachodzi
1 1
~5 < [ POVAQ) [BOLB) + BOLA) < 5. (54)
a kiedy w drugim czlonie [...] # 0, to nawias kwadratowy w pierwszym cztonie znika i
zachodzi . .
~3 < [ POVAN@) (BOLS) ~ BOB) < 5 (55)

Poniewaz E ma mianownik 1/4

S=14 / dAP(\)s()) (56)

i otrzymujemy wynik z rownania (51).
W mechanice kwantowej na podstawie rownania (45)

S = —cos(a — ) — cos(a — B') — cos(a’ — B') + cos(a’ — ). (57)
—— —— ~—— ——
=01 =—02 =03 =04
Zauwazmy
01 4+0,+0s=a—B+3 —a+d - =d —B=0,. (58)
Zatem
S = —cosfy — cosfy — cos b3 + cos(6; + 02 + 03). (59)
Wybierzmy teraz szczegélng postaé katow 64 9 3:
0,=0,=0,20. (60)
Wowczas
S(0) = —3cos + cos(36). (61)

Wykres S(0) w funkcji 0 pokazany jest na rysunku ponizej. Widzimy, ze dla pewnych
wartosci kata 6 mechanika kwantowa przewiduje |S| > 2 w sprzecznosci z nieréwnoscia
Bella.



na podstawie J.-L. Basdevant, L. Dalibard The Quantum Mechanics Solver
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