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Koniecznos¢ minimalizacji globalnej

W wielu przypadkach o minimalizowanych funkcjach wiemy, ze posiadajg
tylko jedno minimum. W innych sytuacjach faktycznie zadowalamy sie zna-
lezieniem jakiegos minimum. Jednak w bardzo wielu przypadkach o duzym
znaczeniu praktycznym albo chcemy znalez¢ minimum globalne, albo, je-
Sli istnieje wiele minimow lokalnych, chcemy znalez¢ jak najwiecej z nich |
poznac ich wzajemne relacje.

Rozwazane dotad algorytmy poszukiwania miniméw szukajg miniméw lo-
kalnych, a wiec sg nieprzydatne w problemie minimalizacji globalnej. Co
najwyzej znalezione innymi metodami minimum globalne moze zostac uzy-
te jako punkt startowy dla metody gradientéw sprzezonych, zmiennej me-
tryki lub Powella, ktére woéwczas powinny szybko znalez¢ jego lepsze przy-
blizenie.
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Z uwagi na swoje bardzo duze znaczenie praktyczne, przedstawione tu
pokrétce algorytmy — a takze ich warianty, modyfikacje, uogolnienia
| algorytmy nalezgce do catkiem innych kategorii — sg przedmiotem
bardzo intensywnych analiz i badan naukowych. Niektore algorytmy
dobrze dziatajg dla pewnych klas probleméw, podczas gdy dla innych
zawodzg. State of the art w tej dziedzinie zmienia sie niemalze z roku na
rok.

Poniewaz nie wiemy/], gdzie znajduje sie poszukiwane minimum globalne
(bgdz alternatywne minima lokalne), algorytmy globalnej optymalizac;ji
bardzo czesto zawierajg element losowosci.

*Gdybysmy wiedzieli, nie musieliby$my szukac ©.
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Uwagi o metodach zachtannych

Wydaje sig, ze strategia zachtanna, polegajgca na (mozliwie gestym) “prze-
skanowaniu” catego obszaru, w ktérym spodziewamy sie znalez¢ mini-
mum, moze by¢ pomocna. To nieprawda, zwtaszcza w wielu wymiarach.
Przypuscmy, ze w celu “przeskanowania” jednego wymiaru musimy wyko-
nat¢ N krokdéw (na przyktad sto). Wéwczas do “przeskanowania” dwu wy-
miaréw musimy wykonaé N2 krokéw (na przyktad dziesie¢ tysiecy), trzech
— N3 krokéw (na przyktad milion), czterech — N4 (na przyktad sto mi-
lionow), i tak dalej. Szybko staje sie to niezwykle kosztowne. Strategie za-
chtanne nie sprawdzajg sie przy poszukiwaniu miniméw globalnych funkcji
(bardzo) wielu zmiennych. Niewiele lepiej dziata tez strategia polegajgca
na losowaniu wielu punkitéw poczatkowych i startowaniu z nich znanych

metod lokalnych. Potrzebne jest jakie$ “sprytne”, “inteligentne” rozwigza-

nie.
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Metoda Monte Carlo — motywacja

Zaletg omawianych dotgd metod poszukiwania minimow lokalnych jest to,
ze zawsze wykonujg one “dobre” kroki, w strone malejgcych wartosci funk-
cji. Jest to jednak zarazem wadg, jesli poszukujemy minimum globalnego:
Algorytm lokalny, gdy raz wejdzie do basenu atrakcji jakiego$ minimum lo-
kalnego, nie moze z niego wyj$¢. Optaca sie zatem od czasu do czasu
wykonac¢ krok w ztg strone, “pod gére”. WidzieliSmy to przy okazji omawia-
nia metody stochastic gradient descent.

Poniewaz nie wiemy, gdzie lezy poszukiwane minimum globalne, pozwa-
lamy algorytmowi eksplorowaé dostepng przestrzen stanéw w sposoéb /o-
sowy. Réwniez losowo zezwalamy na wykonanie “ztych” krokdw, podczas
gdy kroki “dobre” sg (w oryginalnej wersji algorytmu) zawsze akceptowane.
Kroki “bardzo zte”, w wyniku ktorych wartoS¢ minimalizowanej funkcji ros-
nie znacznie, powinny by¢ akceptowane rzadziej, niz kroki “troche zte”,
w wyniku ktorych wartos¢ funkcji rosnie niewiele.
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Algorytm Monte Carlo

Niech f : RY — R bedzie funkcja, ktérej minimum poszukujemy. Startujemy z pewnego
punkiu xo, obliczamy fo = f(%X0). Xmin = X0, fmin = fo. o > 0, T > 0 sg parametrami.
Nastepnie wykonujemy M krokéw iteracji:

1. Obliczamy x = x; + 0§, gdzie &, jest N-wymiarowg gaussowskg zmienng losowa.

2. Obliczamy f = f(x).
3. Jezeli f < fy, akceptujemy nowe potozenie (xx11 = X, frr1 = f).
4. Jezeli f < fmins Xmin = Xk4-1, fmin = f
5. Jezeli f > fu,
(a) Losujemy zmienng losowg z o rozktadzie rbwnomiernym na przedziale [0, 1].
(b) Jezel
J = Jk
z < exp (— T ) (1)
akceptujemy nowe potozenie. Jezeli nie zachodzi, nie akceptujemy nowego
potozenia.
6. GOTO 1

Copyright © 2016-25 P. F. Géra 13a—6



Uwagi

e Nie ma naturalnego kryterium stopu. Wykonujemy tyle krokow, M, ile
wstepnie ustalilismy.

e Zamiast bra¢ duze M, znacznie lepiej (z uwagi na problem ergo-
dycznosci) jest kilkakrotnie (wielokrotnie) wylosowac punkt poczat-
kowy z podanego zakresu (z podanej kostki wielowymiarowej), a na-
stepnie wykonac¢ niewielkg (kilkaset, kilka tysiecy) liczbe iteracji roz-
poczynajac z kazdego wylosowanego punkiu poczatkowego. (Jest to
forma resettingu.)

e Dla duzejliczby wymiaréw nie ma gwaranciji, ze wylosowane punkty
poczgtkowe same z siebie znajdg sie w basenach atrakcji wszystkich
interesujgcych minimow.

e Zamiast bra¢ zmienne gaussowskie &;. i boltzmannowskie prawdopo-
dobienstwo (1)), mozna losowac¢ kroki z innego rozktadu i inaczej okres-
lic prawdopodobienstwo akceptacji stanu o wyzszej wartosci funkciji.
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Dyskusja tego punktu dalece wykracza poza ramy tego wyktadu. Przy-
jecie kombinacji Gauss-Boltzmann oznacza poszukiwanie minimum
uktadu znajdujgcego sie w stanie rownowagi termodynamiczne.

e Zakladajgc, ze stosujemy kombinacje Gauss-Boltzmann, jak w algo-
rytmie powyzej, zauwazmy, ze T' — 0 oznacza, ze konfiguracje o wyz-
szej wartosci funkcji nie bedg akceptowane. Na odwrét, T — oo 0zna-
cza, ze kazda konfiguracja zostanie zaakceptowana. W praktyce, wiek-
sze wartosci T oznaczajg, ze algorytmowi tatwiej iS¢ “pod goére”, za
cene rezygnacji z trzymania sie w poblizu lokalnego minimum; efek-
tywnie sprowadza sie to do rownomiernego skanowania catego do-
stepnego zakresu, czego chcieliSmy unikngé!

e Parametry o, T'— w braku lepszych pomystow — dobieramy metodg
préb i btedow, kierujgc sie wczesniejszym doswiadczeniem.

e Jesli bariera oddzielajgca dwa baseny atrakcji jest wysoka, czas po-
trzebny do jej pokonania moze by¢ bardzo duzy: Mean First Passage
Time ~ exp(wysokos¢ bariery/T).
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Metoda Monte Carlo i problemy dyskretne

Wielka zaleta metody Monte Carlo jest to, ze mozna jej uzywa¢ do mini-
malizacji probleméw dyskretnych, to jest takich, w ktérych zmienne moga
przybierac tylko pewne z gory okreslone wartosci. Powiedzmy, niech uktad
bedzie opisywany przez N zmiennych dyskretnych {z1, x>, ...,z N}, Z kiO-
rych kazda moze przyjmowac tylko wartosci {d1, do, ..., ds}. W kroku Monte
Carlo zmieniamy warto$¢ jednej ze zmiennych {z;}, losujac dla niej (z za-
danego rozktadu prawdopodobienstwa) nowg wartos¢ dopuszczalng. Obli-
czamy nowg wartosc funkcji dopasowania. Jesli jest ona mniejsza (lepsza)
od dotychczasowej, akceptujemy nowg konfiguracje. Jesli jest wieksza,
nowg konfiguracje akceptujemy z prawdopodobienstwem zaleznym od sta-
rej i nowej wartosci funkcji dopasowania — na przyktad wedtug kryterium
bolztmannowskiego. Nastepnie procedure powtarzamy dla innej zmiennej
(mozna je wybiera¢ sekwencyjnie, a mozna tez losowac, ktérg zmienng
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bedziemy modyfikowac). Mozna tez jednoczes$nie modyfikowac catg grupe
zmiennych, a dopiero pdzniej oblicza¢ funkcje dopasowania.

Niestety, taki wariant metody Monte Carlo moze — zwtaszcza w przypadku
probleméw o bardzo wielkiej wymiarowosci — wpas¢ w putapke minimum
lokalnego. Dzieje sie tak wtedy, gdy przejscie z minimum lokalnego do
jakiegos innego, lepszego minimum, wymaga przekonfigurowania wielu
zmiennych, co tagczy sie ze wzrostem warto$ci minimalizowanej funkcji.
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Algorytmy genetyczne

W algorytmie Monte Carlo zmiany zawsze majg charakter lokalny, przez co
proces wspinania sie na bariere oddzielajgcag jedno minimum od drugiego
moze by¢ bardzo powolny. Trzeba znalez¢ spos6b dokonywania znacznych
zmian w sposob losowy, ale jednoczes$nie sensowny.

Algorytmy genetyczne inspirowane sg podstawowg zasadg ewolucyjna:
survival of the fittest (najlepiej dostosowani przezywajg). W kontekscie al-
gorytmdw genetycznych czesto, zamiast o minimalizacji, mowi sie 0 mak-
symalizacji funkcji dopasowania (fithess function), zwanej takze funkcjg
celu; bezpiecznie jest zatem w tym kontek$cie méwi¢ o optymalizacji.

W algorytmie genetycznym mamy do czynienia z catg populacjg osob-
nikdw. Jeden osobnik reprezentuje jakis stan optymalizowanego ukfadu.
Liczba osobnikdéw (licznos¢ populacji) jest ustalona i jest znacznie mniej-
sza, niz liczba wszystkich mozliwych stanow.
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Chromosomy

Kazdy osobnik reprezentowany jest przez chromosom. Chromosom sta-
nowi zdyskretyzowany — na ogoét, cho¢ niekoniecznie, binarny — zapis
stanu uktadu. Zaktadamy, ze istnieje jednoznaczny sposob przypisania da-
nemu chromosomowi okreslonej wartosci funkcji dopasowania badanego
uktadu (co nie musi by¢ proste). Zaktadamy, ze kazdy chromosom dopusz-
czony przez reguty zapisu odpowiada dopuszczalnemu stanowi badanego
uktadu i ze nie ma dopuszczalnych standw, ktore nie bytyby reprezento-
wane przez chromosomy.

Chromosom moze na przyktad reprezentowac:

e Numer przedziatu, plakietki, N-wymiarowej hiperkostki, w srodku kté-
rego/ktorej obliczamy wartos¢ minimalizowanej funkcij;

e stan poszczegolnych spindw (momentéw magnetycznych) w badanym
Krysztale;
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e decyzje poszczegolnych agentow w agentowym modelu rynku;
e stan poszczegolnych weztow w badanej sieci spotecznej;

e stan poszczegdinych weztdw w modelu rozprzestrzeniania sie epide-
mii;

e ustawienia poszczegblnych bramek lub przetgcznikow w badanym zto-
zonym uktadzie elektronicznym:;

e Wybor poszczegodlnych krawedzi w problemie komiwojazera;
e Wybor gatezi w drzewie decyzyjnym
e i bardzo wiele innych.

Najwigksza trudnos¢ w zastosowaniu algorytméw genetycznych czesto
sprowadza sie do znalezienia (wymyslenia?) odpowiedniej reprezentacii
“chromosomalnej” dla badanego problemu.
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Przykiad

Jesli kostke dwuwymiarowg dzielimy na siatke o N oczkach wzdtuz kaz-
dego boku, poszczegdlne plakietki mozemy na przyktad numerowac dia-

gonalnie:

N4—_2 | N?
N<—-1

SN

—
w| o -

Poszczegolne chromosomy bedg teraz odpowiada¢ binarnie zapisanym
numerom plakietek. Warto$cig funkcji dopasowania chromosomu jest war-
tos¢ optymalizowanej funkcji w srodku plakietki o danym numerze.
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Selekcja

W uktadach biologicznych osobniki najlepiej dopasowane majg najwieksze
szanse wydania potomstwa. W algorytmie genetycznym obliczamy war-
to$¢ funkcji dopasowania dla wszystkich cztonkdw populacji, po czym przy-
dzielamy im prawdopodobienstwa na zasadzie “kto bardziej dopasowany,
ten lepszy”. Zaktadajgc, ze dyskutowana optymalizacja jest w tym wypadku
maksymalizacjg i ze wartosci funkcji dopasowania sg nieujemn, kaz-
demu osobnikowi (chromosomowi z aktualnej populacji) przypisujemy wy-
cinek kota proporcjonalny do jego wartosci funkcji dopasowania:

Ji
P = 2
p > f (2)

J

TW przypadku warto$ci ujemnych, mozna je zawsze przesungé, tak, aby najmniejsza
warto$¢ réwnata sie zero. W przypadku minimalizacji, bierzemy wartosci przeciwne.
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gdzie f; oznacza wartos¢ funkcji dopasowania j-tego cztonka populaciji.
Metoda ta zwana jest “metoda ruletki”. Jest oczywiste, ze zamiast wycinka
kota, wystarczy bra¢ elementy odcinka [0, 27], czyli, po przeskalowaniu,
odcinka [0, 1]. Jest to metoda najbardziej popularna, cho¢ istniejg tez inne,
znacznie bardziej wyrafinowane warianty.

Ustaliwszy prawdopodobienstwa, losujemy dwoje “rodzicéw”, ktdérych po-
tomek stanie sie cztonkiem populacji w nastepnej iteracji, zwanej w tym
kontekScie epoka.
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Operatory genetyczne

Operator krzyzowania: Po wyborze dwéch chromosomow rodzicielskich, tworzymy z nich
potomka, biorgc pierwszg potdwke od jednego rodzica, drugg od drugiego; wariantowo
mozliwe jest losowanie za kazdym razem pozycji, w ktérej nastgpi krzyzowanie (dla oSmio-
bitowego chromosomu nie tylko 4-4, ale na przyktad 5-3, 2-6 itp):

_I_
|

—_ OO =t = O =t =
w

Po utworzeniu jednego potomka, rodzice wracajg do puli, z ktérej odbywa sie losowanie.
Tworzymy tgcznie tylu potomkow (tyle razy losujemy pare rodzicielskg), ile wynosi zadana
z gory licznos¢ populacii.
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Operator mutacji: Po utworzeniu kazdego potomka, z niewielkim prawdopodobienstwem
poddajemy go mutacji: Jesli mutacja ma zajs¢, losujemy pozycje, ktéra ma zosta¢ zmu-
towana, i odwracamy na niej bit (lub losujemy inng, niz dotychczasowa, dopuszczalng

warto$¢ w notacji niebinarnej). Podkreslam, ze prawdopodobienstwo mutacji jest niewiel-
kie.

—_ OO =k =k O =i =
h
S
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Start i stop

Na poczatku populacje startowg, zdecydowanie mniegj liczng, niz liczba po-
tencjalnie dostepnych standéw, dobieramy losowo, z rozktadu rownomier-
nego na catej przestrzeni stanow.

W kazdym kroku iteracji, po wygenerowaniu tylu potomkéw, ilu ma liczy¢
populacja, obliczamy dla nich funkcje dopasowania i rozpoczynamy ko-
lejng epoke.

lteracje konczymy gdy wyczerpaliSmy z gory zatozong liczbe epok lub gdy
wszyscy cztonkowie populacji (chromosomy) znajdg sie w niewielkim oto-
czeniu jakiego$ stanu, lub gdy funkcja dopasowania przestanie sie zmie-
nia¢ na przestrzeni kilku epok.
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Paralelizacja

Ze wzgledu na to, ze losowanie jakiejs pary rodzicielskiej jest niezalezne
od wynikow losowania innych (poprzednich) par, algorytmy genetyczne la-
two jest zréwnolegli¢. Mianowicie, po obliczeniu funkcji dopasowania i praw-
dopodobienstw wyboru poszczegblnych chromosoméw, kazdemu proce-
sorowi (wagtkowi) przydzielamy pewng liczbe potomkow do wygenerowa-
nia, tak, aby suma wszystkich byta rébwna zadanej licznosci populacji. Gdy
juz wszyscy potomkowie zostali wygenerowani, scalamy watki, obliczamy
funkcje dopasowania i prawdopodobienstwa wyboru dla cztonkdéw popu-
lacji potomnej, po czym przechodzimy do kolejnej epoki. Zapamietujemy
chromosom, ktéry w ciggu wszystkich epok dat najlepszg warto$¢ funkcji
dopasowania.
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Particle Swarm Optimization

Kolejna klasa algorytmow stuzy do minimalizacji funkcji zmiennych zmie-
niajgcych sie w sposob ciggty. Jest ona takze motywowana biologicznie,
w tym wypadku obserwacjg zachowan stad ptakéw lub tawic ryb.

W algorytmie mamy do czynienia z niezbyt licznym stadem (ang. swarm,
dostownie “rdj”) osobnikow. Kazdy indywidualny osobnik podlega nieskom-
plikowanym regutom, poniewaz jednak osobniki w pewien sposob oddzia-
tujg ze sobg, cate stado wykazuje sie pewng “inteligencjg” (swarm intelli-
gence).
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Mamy funkcje f : RY — R. Kazdemu osobnikowi przydzielamy potozenie
x; € RY i predko$é v; € RYV. Poczatkowe potozenia losujemy z rozktadu
jednostajnego na catym badanym obszarze. Poczatkowe predkosci takze
losujemy, dbajgc wszakze o to, aby nie byty one zbyt duze. Dla kazdego
cztonka stada zapamigetujemy najmniejszg znaleziong przez niego wartosc
funkcji dopasowania, fmin ;, | 0dpowiadajace jej potozenie, Xmin ;- Inicjali-
zujemy je jako wartosci w potozeniach poczatkowych. Zapamietujemy tez
globalng najmniejszg wartos¢ funkcji dopasowania, fyjop | 0Odpowiadajace
jej potozenie, Xgjop- 0 < w < 1, a > 0, b > 0 sg parametrami.

Pozwalamy cztonkom stada eksplorowac dostepng przestrzen. Kazdy czto-
nek stada z jednej strony ma tendencje do zachowania swojej dotychcza-
sowej predkosci, z drugiej do orientowania sie¢ w strone najlepszej zna-
lezionej przez siebie wartosci, z trzeciej — do orientowania sie¢ w strone

najlepszej znalezionej wartosci globalne;.
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Sekwencyjnie dla wszystkich cztonkow stada wykonujemy nastepujgce ope-
racje:

e Losujemy dwie liczby losowe p, g z rozktadu jednostajnego na prze-

dziale [0, 1].

® Vit1 =wVita-p- (Xming —Xi) +b-q- (Xgiob — %)

® Xit1 =X+ Vi}1

o Obliczamy f;4+1 = f(x;41)-

o Jezeli fi11 < fmini> 10 fmini = fi41 0raZ Xmin; = X;4-1-

o Jezeli f; 11 < fglobs 10 fglob = fi4+1 Oraz Xgjop = X;4-1-
Po wykonaniu catego sweepu przechodzimy do nastepnej iteraciji.
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Uwagi

e Tendencja do podgzania w strone optimum znalezionego przez da-
nego cztonka stada odpowiada tendencji do podgzania “w dot”. Ten-
dencja do podgzania w strone minimum globalnego odpowiada za in-
teligencje roju.

e Wadg algorytmu jest to, ze nie zwraca on uwagi na ksztatt i pred-
koS¢ zmiennosci optymalizowanej funkcji, ograniczajgc sie do poréw-
nan mniejszy-wiekszy.

e Zaletg tego podejscia jest brak koniecznosci obliczania gradientéw. Al-
gorytmu mozna zatem uzy¢ do minimalizacji funkciji ciggtych, ale nie-
koniecznie rozniczkowalnych.

e Dobdr wartosci parametréw w, a,b sam jest przedmiotem intensyw-
nych badan. Czasami dobiera sie je eksperymentalnie, sprawdzajac,
jak przebiega minimalizacja problemow w jakims$ sensie podobnych
do naszego, ale od niego prostszych (metaoptymalizacja).
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e Koniecznie nalezy zachowa¢ warunek 0 < w < 1. Dla w > 1 predko-
$ci wybuchajg (co mozna pokazaé¢ analitycznie).

e Dla uktaddw o znacznej wymiarowosci, cztonkowie stada miewajg ten-
dencje do grupowania sie wokét jakiegos minimum, niekoniecznie glo-
balnego, pozostawiajgc znaczne fragmenty przestrzeni niewyeksplo-
rowane. Aby tego unikngg¢, dzielimy cate stado nad pod-stada, ktorych
cztonkowie widzg sie wzajemnie, ale nie widzg pozostatych (widzg mi-
nimum globalne dla swojego pod-stada, nie widzg miniméw znalezio-
nych przez inne pod-stada). Aby to zrealizowa¢ w architekturze row-
nolegtej, kazdemu procesorowi (watkowi) przydzielamy wtasne pod-
stado. Na koncu scalamy watki i wybieramy najlepszg osiggnietg war-
tos¢.

Copyright © 2016-25 P. F. Géra 13a—25



Przyklad — potencjatl Fahy-Hamana

Fahy-Haman potential
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i kilka trajektorii uzyskanych w Particle Swarm Optimization. Widaé jak trajektorie grupuja
sie wokot czterech (rownowaznych) minimow globalnych.

Viz,y) = (5)
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Przyktad — funkcja Rosenbrocka

Kilka trajektorii uzyskanych w Particle Swarm Optimization zastosowanej do funkcji Ro-
senbrocka. Prawy panel pokazuje szczegoty okolic znalezionego kandydata na minimum.
Widac jak takze w tym algorytmie trajektorie powoli podgzajg wzdtuz dna doliny w strone
minimum. Prawdziwe minimum znajduje sie w punkcie (1,1).
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