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Wyktad zaczniemy od metody Levenberga-Marquardta, ktora formalnie sto-

suje sie, gdy jestedmy daleko od minimum, ale dostarcza kryterium, co to
znaczy by¢ blisko minimum.

Przypominam: Gdy jesteSmy daleko od minimum funkcji wielu zmiennych,
nie minimalizujemy, tylko podgzamy w strone malejgcych wartosci funkgciji.
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Zastosowanie metody Newtona

Formalnie znalezienie minimum funkcji wielu zmiennych jest rbwnowazne
Z rozwigzaniem réwnania

V=0 (1)

Mozna sprobowac rozwigzywac to réwnanie za pomocg wielowymiarowej
metody Newtona. W kroku Newtonowskim pojawitaby sie macierz pochod-
nych czgstkowych wektora V f; jest to oczywiscie hessjan, czyli macierz
drugich pochodnych czgstkowych funkcji f:

02 f

H,, = . i,5=1,....N 2
i] 8332'8513]' L J (2)

Ostatecznie metoda Newtona miataby postac
Xpt1 = X — H N (xp) VI, (3)

Tak hessjan, jak i gradient nalezy wylicza¢ w biezgcym punkcie x..
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Problemy z metoda Newtona

Metoda Newtona w postaci (3) nastrecza kilka probleméw:

e Dla N > 1 zastosowanie metody Newtona jest monstrualnie kosz-
towne

e Nawet dla N rzedu kilku-kilkunastu, wielokrotne wyliczanie pochod-
nych czastkowych, a nastepnie rozwigzywanie uktadu réwnan Hz =
V f, moze by¢ drogie i ucigzliwe

e Jezeli minimalizowana funkcja nie jest formg kwadratowg (a na ogoét
nie jest!), krok Newtonowski moze by¢ zbyt dtugi; metoda moze wtedy
“orzestrzeliC” nad poszukiwanym minimum

e Warunkiem koniecznym na to, aby iteracja (3) prowadzita do zmniej-
szania sie wartosci funkcji, jest symetria i dodatnia okreslono$c wszyst-
kich napotykanych po drodze hessjandw. Istotnie, aby po wykonaniu
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kroku Newtonowskiego minimalizowana funkcja malata, musi zacho-
dzic¢

(Xpt1 — xK)" VSly, <O (4a)

— iloczyn skalarny gradientu funkcji i przesuniecia, czyli rzut przesu-
niecia na gradient, jest ujemny, co oznacza, ze przesunigcie zostato
wykonane w kierunku malejgcych wartosci funkcji. Po formalnym roz-
wigzaniu (3) ze wzgledu na Vf|xk i wstawieniu wyniku do powyzszego
rownania, daje to

— (X1 — X)) T H(Xpq1 — x;) <O (4b)
co jest spetnione, jezeli H jest dodatnio okreslone.
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Dodatnia okreslonosé¢ hessjanu

Mozemy bezpiecznie zatozy¢, ze jesli minimalizowana funkcja jest dosta-
tecznie gtadka, hessjan jest w kazdym punkcie symetryczny. Niestety, nie
mozna tego zatozy¢ odnosnie do dodatniej okreslonosci.

W minimum hessjan jest dodatnio okreslony. Na podstawie ciggtosci dru-
gich pochodnych wnioskujemy, ze musi istnie¢ pewne otoczenie minimum,
w ktérym hessjan jest dodatnio okreslony. Jednak daleko od minimum hes-
sjan dodatnio okreslony by¢ nie musi. Mozemy traktowa¢ dodatnig okreslo-
nos¢ hessjanu jako matematyczny warunek tego, ze jesteSmy blisko mini-
mum.
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Metoda Levenberga-Marquardta

Daleko od minimum stosowanie metody najszybszego spadku ma sens.
Jak jednak zobaczymy, metoda ta nie nalepiej nadaje sie do precyzyj-
nego okreslenia potozenia minimum. ChcielibySmy skonstruowac kryte-
rium pozwalajgce stwierdzi¢, czy jestedmy juz na tyle blisko minimum, ze
warto/mozna przetgczyC sie na metody bardziej precyzyjne, jesli zachodzi
taka potrzeba.

Metodg takg jest metoda Levenberga-Marquardta. Zaleca sie jest sosowa-
nie, gdy

e wymiarowosc¢ problemu nie jest bardzo duza, N ~ 100 co najwyze;

e obliczanie drugich pochodnych jest mozliwe i nie jest zbyt ucigzliwe

e gdy koszt obliczania drugich pochodnych nie jest wielki ze wzgledu
na strukture problemu (jak w Big Data, gdzie wymiarowo$¢ problemu
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— liczba dopasowywanych parametrow — moze by¢ niewielka, ale
minimalizowana funkcja jest sumg BARDZO wielu sktadnikow).

Metoda Levenberga-Marquardta wywodzi sie z metody Newtona. Daleko
od minimum hessjan nie musi by¢ nawet dodatnio okreslony, co powoduje,
iz krok newtonowski wcale nie musi prowadzi¢ do spadku wartosci funkgciji
(por. (4b)). My jednak chcemy aby wartos$¢ funkcji w kolejnych krokach
spadata. Zmodyfikujmy wiec hessjan:

__ 02 f

H; = (1+ A)(‘?—:BZ-Q’ (5a)

__ 02 f

H,, = ) ' Sb
17 8331'(9:133" 17 7, (5b)

przy czym A > 0.
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Zauwazmy, ze zachodzi jedna z dwu mozliwych sytuaciji: (i) jesli znajdu-
jemy sie w basenie atrakcji minimum, wowczas dla odpowiednio duzego
A macierz stanie sie dodatnio okreslona lub tez (ii) jesli dla zadnego
dodatniego A macierz (5) nie staje sie dodatnio okreslona, oznacza to, ze
znajdujemy sie ha monotonicznej gatezi funkciji, poza basenem atrakcji mi-
nimum.

Rozpoczynamy z jakim$ niewielkim X, na przyktad A = )\ = 2710 =
1/1024. Przypus$cmy, iz aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x,..
Dostajemy zatem. ..

verte
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Algorytm Levenberga-Marquardta
1. Oblicz Vf|Xk.
2. Oblicz H(x}).
3. Oblicz

Xtest = X — HH(x) Vfly, - (6)
4. Jezeli f(xtest) > f(xi), to
(a) A — 8\ (mozna tez powiekszac o inny znaczny czynnik).
(b) Idz do punktu 2|
5. Jezeli f(Xtest) < f(x1), to
(@) A — A\/8 (mozna tez zmniejszac o inny znaczny czynnik).

(b) Xg41 = Xtest-
(c) 1dz do punktu [1].
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Komentarz

Daleko od minimum nie minimalizujemy (nie poszukujemy minimow Kie-
runkowych), a jedynie podazamy w kierunku malejacych wartosci funkcii.

Dodatkowo, jesli A > Amax > 1, uznajemy, iz znajdujemy sie poza base-
nem atrakcji minimum i algorytm zawodzi. Jesli natomiast A < A\pip < 1,
macierz H jest w praktyce réwna hessjanowi, ktéry jest dodatnio okreslony,
0 czym z kolei Swiadczy fakt, ze uzyskujemy malejgce wartosci funkciji f.
Modyfikacja przestaje by¢ potrzebna, mozemy za to przerzuci¢ sie na
metody wiasciwe dla bliskich okolic minimum.

Ponadto w celu przyspieszenia obliczen, jezeli f(xiest) < f(X)), mozemy

chwilowo zrezygnowac ze zmniejszania A i modyfikowania Hi przepro-
wadzi¢ kilka krokdw z tg samg macierzg, a wiec korzystajgc z tej samej
faktoryzacii.
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Zauwazmy, iz przypadek A > 1 oznacza, iz jesteSmy daleko od minimum.
Z drugiej strony jesli A > 1, macierz H staje sie w praktyce diagonalna,
a zatem

an 1 82f —1 an —1
1
ez as{(52) L (75) (3 o

~ x, — const - Vf|Xk : (7)

o ile drugie pochodne czgstkowe w poszczegdlnych kierunkach nie roz-
nig sie znacznie od siebie. Widag, iz daleko od minimum, gdzie warunek
zachowujacy raz osiggniete minima kierunkowe nie zachodzi, algorytm
Levenberga-Marquardta zachowuje sie prawie jak metoda najszybszego

spadku.
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Strategia precyzyjnej minimalizacji wielowymiarowej

Jezeli jestedSmy dostatecznie blisko minimum — co stwierdzamy albo na
podstawie dodatniej okreslonosci hessjanu, albo wiedzac, ze krajobraz da-
leko od minimum (minimow) ma “strukture lejka” (funnel structure), to zna-
czy dla duzych wartosci argumentow funkcja szybko maleje i ryzyko roz-
bieznosci jest niewielkie — mozna, a niekiedy wrecz trzeba, zastosowac
metody, ktdre pozwolg na bardziej precyzyjna, a przy tym mozliwie szybkag
lokalizacje minimum. Metody te wykorzystujg poznane juz metody mini-
malizowania funkcji jednej zmiennej. Przedstawimy strategie poszukiwania
(lokalnego) minimum tej funkcji w postaci ciggu minimalizacji jednowymia-
rowych.
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1. Aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x;..
2. Wybieramy pewien kierunek poszukiwan py..
3. Konstruujemy funkcje g.:R — R

gr(a) = f(x; + apy) - (8)

Zauwazmy, ze funkcja g..(«) jest funkcjg jednej zmiennej. Geome-
trycznie jest to “slad” N+ 1-wymiarowego wykresu funkcji f(x) prze-
cietego ptaszczyzng zawierajgcg punkt x;. i wektor py.

4. Znanymi metodami jednowymiarowymi znajdujemy amin takie, ze funk-
cja (8) osigga minimum. Jest to minimum kierunkowe funkciji f.

XEp4+1 = Xi + OminPgk - (9)
6. goto1].
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Przykiad

Niech f : R2 5 R, f(z1,x0) = 2.5az%+:131x2—|—x%—:131—:132. Przypusémy,
ze dany jest punkt x;, = (1, 2) oraz kierunek poszukiwan p, = [—1, 1]*.
Wowczas

gr(a) = f(xp + api)
=25(1-a)’+(1-a)2R+a)+(2+a)? -1 —-a)—(2+a)
= 2.5a° —2a+ 5.5 (10)

Jest to funkcja jednej zmiennegj, a. Osigga ona minimum dla o = % Zatem
nastepnym punktem bedzie

2 2 2

Wystarczy teraz wybrac kolejny kierunek poszukiwan py4 1 etc.
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Jak wybiera¢ kierunki poszukiwan?

Caty problem sprowadza sie zatem do wyboru odpowiednigj

sekwencji kolejnych kierunkow {p;.}.
Nastepujgce strategie wyboru kierunkow poszukiwan sg bardzo popularne:
e Minimalizacji po wspotrzednych — kolejnymi kierunkami poszukiwan
sg kierunki rownolegte do kolejnych osi uktadu wspoétrzednych.

e Metoda najszybszego spadku, w ktorej kierunek poszukiwan pokrywa
sie z minus gradientem minimalizowanej funkcji w aktualnym punkcie.

Okazuje sie, ze jesli jesteSmy blisko minimum, nie sg to dobre pomysty,
gdyz prowadzg do wielu drobnych krokdw, ktére czesciowo likwidujg efekty
osiggniete w krokach poprzednich. Dlaczego?
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Przyktad — minimalizacja po wspotrzednych

Duzo matych krokdéw. Osie uktadu nijak sie majg do “naturalnej” geometrii minimalizowanej funkcji.
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Przyktad — metoda najszybszego spadku

Wyglada lepiej, ale krokdw prawie tyle samo
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W metodzie najszybszego spadku co prawda realizujemy najwazniejszy
pomyst na minimalizacje — zawsze podazamy w kierunku malejgcych
wartosci (czyli kierunkiem poszukiwan jest minus gradient funkcji w aktual-
nym punkcie) — ale czasami poszukiwanie minimow kierunkowych bywa
niepotrzebnie kosztowne. W dodatku, jesli jesteSmy juz blisko minimum,
okazuje sie, ze metoda najszybszego spadku takze prowadzi do koniecz-
nosci wykonywania wielu matych krokdw, ktdére czesciowo niwelujg efekty
osiggniete w krokach poprzednich.

Przy precyzyjnej lokalizacji minimum, gtéwny, najwiekszy koszt oblicze-
niowy ponosimy wykonujgc wiele drobnych krokéw koncowych, juz w bez-
pos$rednim sgsiedztwie minimum. Gdyby udato nam sie zredukowac liczbe
tych krokdw, odnieslibySmy znaczny zysk na kosztach obliczeniowych.
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Funkcja Rosenbrocka

Rosenbrock function z = (1-)()2 + 100(y-><2)2
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Funkcja Rosenbrocka f(x,y) = (1 — x)? 4+ 100(y — z2)? jest przyktadem funkgiji,
ktorg trudno zminimalizowaé. W klasycznym zadaniu minimalizuje sie te funkcje startu-
jac z punktu (—3, —4). Wartos¢ funkcji w tym punkcie wynosi 16916, zas gradient to
[-15608, —2600]7, nalezy zatem poruszac sie w kierunku minus gradientu, ale o bar-
dzo niewielki utamek jego diugosci. Prawy panel pokazuje koncowy przebieg (niezbyt
udanej) minimalizacji funkcji Rosenbrocka za pomocag metody najszybszego spadku.
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W poblizu minimum

Znajdzmy warunek na to, aby f osiggata minimum kierunkowe, czyli aby
g;. 0siggata minimum:

dgr _ ~— 9Of _ r —_
da Z 8wi(pk)i — (Vﬂxzxmin) P =0. (12)

1

W minimum kierunkowym gradient funkcji jest prostopadty do kierunku
poszukiwan. Zatem w metodzie najszybszego spadku kierunek poszuki-
wan (lokalny kierunek minimalizacji) co prawda zaczyna sie prostopadle
do poziomnic funkcji, ale konczy sie stycznie do poziomnic. Natomiast
w minimalizacji po wspotrzednych kolejne kierunki poszukiwan, czyli — tu-
taj — kolejne wspotrzedne, nie zalezg od ksztattu minimalizowanej funkcji;
taka strategia nie moze by¢ optymalna.
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Przyblizenie formy kwadratowej

Przypusémy, ze jesteSmy dostatecznie blisko minimum. Rozwijamy mini-
malizowang funkcje w szereg Taylora wokot minimum i otrzymujemy

f(x) ~ %XTAX _blx+ fo, (13)

gdzie A jest macierzg drugich pochodnych czgstkowych (hessjanem) obli-
czanym w minimum. Z definicji minimum, macierz ta jest dodatnio okre-
Slona, jesli zas funkcja jest dostatecznie gtadka, macierz ta jest syme-
tryczna. Zatem w poblizu minimum, funkcja w przyblizeniu zachowuje sie
jak dodatnio okres$lona forma kwadratowa.
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Gradienty sprzezone

W przyblizeniu (13) gradient funkcji f w punkcie x; wynosi

Vflyex, = Axj, —b. (14)

Wychodzac z punktu x;,, poszukujemy minimum kierunkowego w kierunku
Pk, patrz strona (14, Gradient funkcji w pewnym nowym punkcie
X = X + aPL Wynosi

Vfly = Ax; + aAp, —b. (15)

Zmiana gradientu wynosi

5§ (Vf) = aAp;. (16)
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Punkt x;, jest minimum kierunkowym w kierunku py., a wiec gradient funk-
cji w tym punkcie spetnia warunek (12). Jezeli chcemy aby poszukiwania
w nowym Kkierunku nie zepsuty minimum kierunkowego w kierunku ps._1,
czyli tym, w ktérym poruszalismy sie dochodzgc do punktu x;., zmiana gra-
dientu musi by¢ prostopadta do starego kierunku poszukiwan,

§ (V) pr_1 = 0. Tak jednak musi by¢ dla wszystkich poprzednich kie-
runkéw, nie chcemy bowiem naruszyé zadnego z poprzednich miniméw
Kierunkowych. A zatem

p; Ap; =0, i>j. (17)

Metode wybierania kierunkéw poszukiwan spetniajgcych (17) nazywamy
metodg gradientow sprzezonych.
Copyright © 2009-24,2026 P. F. Géra 13-24




Jak sie obejs¢ bez hessjanu?

Z jednego z poprzednich wyktadow znamy algebraiczng metode gradien-
tow sprzezonych, wydaje sie zatem, iz moglibysmy jej uzy¢ do skonstru-
owania ciggu wektorow {p;}. Niestety, nie mozemy, nie znamy bowiem
macierzy A, czyli hessjanu w minimum. Czy mozemy sie bez tego obejs¢?

Twierdzenie 1. Niech f ma posta¢ (13) i niech rj, = — V f|,, . Z punktu
X} Idziemy w Kierunku p;, do punktu, w ktorym f osigga minimum Kkierun-
kowe. Oznaczmy ten punkt x;4 1. Wowczasry1 = — Vf |Xk . jest

wektorem, ktory zostatby skonstruowany w algebraicznej metodzie
gradientow sprzezonych.

Copyright © 2009-24,2026 P. F. Gora 13-25



Dowdd. Na podstawie rownania (14), r, = —Ax; + b oraz

rp+1 = —A(Xg +apg) +b=rp — aApyg. (18)
W minimum kierunkowym pZ Vi, = —pirgpyy = O (por. (12)). Wo-
bec tego mnozgc rownanie (18) lewostronnie przez p{, otrzymujemy
D} T
7 (19)
P Apy,
Poniewaz w algebraicznej metodzie gradientéw sprzezonychri p;, = ri ry,
otrzymujemy « jak we wzorach na metode algebra-
iczng, co konczy dowdd. ]
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Algorytm gradientéow sprzezonych

Rozpoczynamy w pewnym punkcie x;. Bierzemy r; = p; = — V f|,,.
1. Bedgc w punkcie x;, dokonujemy minimalizacji kierunkowej w kie-
runku pg; osiggamy punkt x4 ;.
2. Obliczamy 41 = — Vflxk+1.

3. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej)

T
e+ 1Yk+1
g=FrI T (20)

4. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej) py4+1 = rg+1 + BPk -
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W metodzie gradientow sprzezonych te kroki, ktore
wymagatyby znajomosci hessjanu w minimum, zastepujemy
minimalizacjg kierunkowg, natomiast te kroki, ktére nie
wymagajg znajomosci hessjanu, wykonujemy tak samo, jak
w algebraicznej metodzie gradientéw sprzezonych.
Twierdzenie ze strony 25| gwarantuje, ze formalnie daje to to

samo, co algebraiczna metoda gradientow sprzezonych.
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Zamiast uzywac réwnania (20), mozna skorzystac z

g — rf+1(1‘1;+1 ~Tk) 21)

Jezelifunkcja f ma $cisle posta¢ (13), nie ma to znaczenia, gdyz ry | ;1 = O.
Poniewaz jednak f jest tylko w przyblizeniu formg kwadratowag, (21) moze
przyspieszy¢ obliczenia, gdy grozi stagnacja.
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Przyktad — metoda gradientow sprzezonych

-3 -2 -1 0 1 2 3

Tylko dwa kroki! Drugi krok nie jest prostopadty do pierwszego, ale jest z nim sprzezony.
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Przykiad — funkcja Rosenbrocka

Zastosowanie algorytmu gradientéw sprzezonych do minimalizacji funkciji
Rosenbrocka. Wida¢ znaczne przyspieszenie (mniej punktéw
posrednich!) w stosunku do przedstawianej powyzej metody

najszybszego spadku.
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Uwaga o metodach gradientowych

Analizujgc metody gradientowe, (pod$éwiadomie) myslimy o funkcjach za-
chowujgcych sie “porzadnie”. W praktyce jednak czesto mamy do czynie-
nia z funkcjami, ktorych gradienty sg bardzo duze, jeéli chodzi o norme

(dtugos@).

PowroEmy do przyktadu funkcji Rosenbrocka ze strony 20, Przypuscmy, ze
chcemy zminimalizowac te funkcje startujgc z punktu (4, 1). Wartos¢ funk-
cji Rosenbrocka w tym punkcie wynosi f(4,1) = 22509, a jej pochodne

czgstkowe
of
ox
of
Ay

(4,1)

(4,1)

40023 — 4002y + 2z — 2} (41) = 24006 (22a)

:QOOy — 200z°2 (41) = —3000 (22b)
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a wobec tego minus gradient

p=—Vfla1) = [-24006,3000] (22¢)

Jednowymiarowa funkcja (8), ktérg w tym wypadku minimalizujemy, ma
postac

g(a) = (3 — 24006a)2 + 100 ((4 — 24006a)? — 3000a — 1)2
(22d)
Jest to wielomian czwartego stopnia, o wspotczynniku wiodgcym
100 - (24006)* ~ 3.321 - 101°. Jej przyktadowe wartosci wynosza
g(—1) ~ 3.323-1029, ¢(0) = f(4,1) = 22505, g(1) ~ 3.319- 1020,
a wiec, aby znalez¢ minimum (jedno z dwu miniméw) funkcji (22d), nalezy
poruszac sie o bardzo mate utamki gradientu (bardzo mate «).
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By¢ moze w tym przypadku jako kierunek poszukiwan wygodniejsze by-
loby wziecie znormalizowanego gradientu

\RAICHY
Vi)
ale w licznych innych przypadkach mogtoby to stanowi¢ utrudnienie.

p= _’ ’ ~ [-0.992270,0.124003] (22e)
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Funkcja (22d) ma dwa blisko potozone minima. Z praktycznego punktu
widzenia nie ma znaczenia, ktore z tych minimow osiggniemy
w procedurze minimalizacji dwuwymiarowej funkcji Rosenbrocka.

Copyright © 2009-24,2026 P. F. Gora 13-35



Metoda zmiennej metryki

Powréémy do wspominanego na poczatku wyktadu zastosowania metody
Newtona. Jezeli hessjan jest dodatnio okreslony, krok Newtona prowa-
dzi do spadku wartosci funkcji, moglibysmy wiec uzyé metody Newtona
do precyzyjnego okreélania potozenia minimum, gdy juz znajdziemy sie
w jego otoczeniu. Dla funkcji nie bedacych w dobrym przyblizeniu formg
kwadratowg (13), moze to, mimo dodatniej okreslonosci hessjanu, ozna-
czaC koniecznosSC wykonania wielu drobnych krokdw w koncowej fazie
minimalizacji. Praktyczng trudno$¢ moze stanowi¢ koniecznos¢ wielokrot-
nego obliczania hessjanu, jezeli obliczanie drugich pochodnych czagstko-
wych jest kosztowne lub ktopotliwe, w skrajnych przypadkach wrecz nie-
mozliwe.
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W takim wypadku warto jest rozwazy¢ skorzystanie z metody zmiennej
metryki: Zamiast korzysta¢ z prawdziwego hessjanu obliczanego w kaz-
dym kroku, tworzymy cigg dodatnio okreslonych przyblizen hessjanu. Star-
tujemy z jakiegos xg. Jako poczatkowe przyblizenie hessjanu Hg bierzemy
jaka$ sensowng macierz symetryczng, dodatnio okreslong — jesli nie mamy
lepszego pomystu, moze to by¢ macierz jednostkowa, natomiast jesli do
punktu xg doszliSmy korzystajgc z metody Levenberga-Marquarda, na-
turalne (i zalecane) jest przyjecie Hy = H, gdzie ta ostatnia macierz
to przyblizony hessjan obliczony w ostatnim kroku metody Levenberga-
Marquardta.
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W metodzie Newtona mamy (3)

Xpp1 — X = —H V| . (23)

Xp4+1 — Xi ~ Pg. Jednak w metodzie Newtona przesuwamy sig o z gory
ustalong (pod)wielokrotnos¢ wektora p., a w metodzie zmiennej metryki
optymalizujemy dtugos¢ przesuniecia, aby w kazdym kroku osigga¢ mini-
mum Kierunkowe.
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A zatem, starutjgc z jakiego$ x1, wykonujemy iteracje:
1. Rozwigzujemy rownanie Hyp, = — Vf|xk.
2. Przeprowadzamy minimalizacje kierunkowg funkcji jednowymiarowe;
f(xi. + api). Niech minimum kierunkowemu odpowiada warto$¢ ay.
3. Xp41 = Xj + agPy-
4. Wyliczamy y;, = vf|xk+1 — Vf|xk.

5. Wyliczamy nowe przyblizenie Hy. 1, na przykiad za pomocg formuty
BFGS:
T
kag vﬂXk (vﬂxk)

Hygt41 = Hg + — : (24)
T kP Yk piH;py

Konczymy gdy ka+1 — ka < €1 lub gdy |)Vf|xk+1|| < €9, gdzie 1, &7
sg zadanymi tolerancjami.
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Wiasnosci metody zmiennej metryki

Mozna pokazag, ze jezeli Hy jest symetryczna i dodatnio okre$lona, takze
nastepne H; majg te wiasnosci.

Dodatkowo, jesli f jest formg kwadratowg (13), H;> y+4+1 = Hpyjn W aryt-
metyce doktadnej. W ogélnosci ciag H;. nie musi by¢ zbiezny do “praw-
dziwego” hessjanu, nawet jesli metoda daje zadowalajgce numerycznie
przyblizenie minimum.

W pewnym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze metoda zmiennej metryki
ma sie do metody gradientdw sprzezonych tak, jak metoda Broydena ma
sie do wielowymiarowej metody Newtona (litera “B” w akronimie BFGS
oznacza witasnie Broydena).
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Metoda Powella

Wszystkie omowione wyzej metody wymagaty obliczania pochodnych (gra-
dientu) funkcji f(x). Co jednak zrobi¢, jesli obliczenie pochodnych jest
kosztowne, niemozliwe lub funkcja jest nierézniczkowalna? Zasadnicza
strategia postepowania — minimalizacja kierunkowa, wybér nowego kie-
runku etc — pozostaje w mocy, zmienia sie tylko sposdb wyboru kolejnych
kierunkow. Metoda Powella polega na konstrukcji kierunkdéw, kidre z cza-
sem, po wielu iteracjach, stajg sie sprzezone.
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Inicjalizujemy biorac {p;}i¥Y_; = {e;}iL;, gdzie {e;}}Y_; sa kolejnymi wer-
sorami (innymi stowy, zaczynamy od minimalizacji po wspotrzednych). Na-
stepnie

1.
2.

s

Znajdujemy sie w pewnym punkcie Xg.

Minimalizujemy wzdtuz kolejnych kierunkow p;, osiggajac kolejno punkty
Xz'-

Dla:=1,...,N—1:p; =p;41-

Py = Xy — Xop.

Minimalizujemy wzdtuz (nowego) p,y, 0znaczajac znaleziony punkt
przez Xo.

GOTO 1

Jesli badana funkcja jest rozwijalna w szereg Taylora wokdt minimum, po
N iteracjach powyzszej procedury kierunki {pi}f\él stajg sie sprzezone.
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Przyklad — metoda Powella

Mniej krokdw niz w minimalizacji po wspétrzednych. W wiekszej liczbie wymiardw bytoby jeszcze lepiey.
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Kryteria stopu

W podanych tu metodach iteracyjnych kryterium stopu moze by¢ albo

e Przesuniecie w ostatnim kroku jest mniejsze od zadanej tolerancji,
ka+1 — XkH < €.

e Alternatywnie, dla metod gradientowych (najszybszego spadku, gra-
dientéw sprzezonych), a takze dla zmiennej metryki, dtugo$¢ gradientu
wyliczana w nowym punkcie jest mniejsza od zadanej toleranciji,
HVf|Xk+1H < €. Jest to “naturalne” kryterium dla metody gradientow
sprzezonych, przez analogie z metodg algebraiczna.
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Minima wyzszych rzedow

W powyzszych rozwazaniach zaktadalismy, ze w poblizu minimum funkcja
zachowuje sie w przyblizeniu jak forma kwadratowa. Co jednak, gdy mini-
mum jest wyzszego rzedu, to znaczy gdy najnizszy nieznikajgcy rzad roz-
winigecia Taylora jest rzedu czwartego (széstego, 6smego, ...), jak w przy-
ktadzie funkcji f(z,vy) = z* 4 y*? Takie sytuacje zdarzajg sie w praktyce,
na tyle jednak rzadko, ze nie warto dla nich opracowywac osobnych metod.
Korzystamy woéwczas z metod juz poznanych, witasciwych dla minimoéw
rzedu drugiego. Nalezy jednak mieC swiadomo$¢, ze zbieznos¢ w proce-
durze precyzyjnej lokalizacji minimum bedzie wolniejsza, samo za$ mini-
mum bedziemy mogli wyznaczy¢ mniej doktadnie. Wynika to z faktu, ze
w okolicach minimum wyzszego rzedu funkcja jest bardziej “ptaska”.
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