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Minimalizacja funkcji wielu — niekiedy bardzo wielu — zmiennych jest jed-
nym z podstawowych zastosowan metod numerycznych. Zarazem moze
to by¢ problem o wielkim koszcie numerycznym. Dlatego, w zaleznosci od
okolicznosci, stosuje sie dwie rézne strategie:

o Jesli jestesSmy , szybko podazamy
w jego kierunku, nie starajac sie jednak znalez¢ doktadnego potoze-
nia minimum. Jest to strategia szczegodlnie czesto stosowana w pro-
blemach o duzej wymiarowosci.

e Jesli jestedmy blisko poszukiwanego minimum i zalezy nam na jego
doktadnym zlokalizowaniu, staramy sie o takg doktadng lokalizacje,
wiedzgc, ze moze ona by¢ kosztowna nawet w problemach kilkuwy-
miarowych.

W catym wyktadzie rozwazamy funkcje f : RY — R, odpowiednio wiele
razy r0zniczkowalne.
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Podstawowg zasadg algorytmdéw minimalizacyjnych jest, ze idziemy
zawsze “w dot’, w strone malejgcych wartosci funkciji. To sprawia, ze
minimalizacja jest numerycznie prostsza od ogolnego problemu
rozwigzywania uktaddéw réwnan algebraicznych (formalnie,
matematycznie, znalezienie minimum oznacza rozwigzanie roéwnania
V f = 0), ale oznacza tez, ze przedstawione tu algorytmy znajdujg
jedynie minimum lokalne.
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Daleko od minimum: metoda najszybszego spadku

Daleko od minimum staramy sie wytacznie o to, aby w kolejnych krokach
naszej procedury wartosci funkcji malaty. Poniewaz gradient funkcji wielu
zmiennych pokazuje kierunek jej najszybszego wzrostu, kierunek prze-
ciwny pokazuje kierunek jej najszybszego spadku. A poniewaz zalezy nam,
aby funkcja malata tak szybko, jak to mozliwe, podgzamy w tym wtasnie
kierunku. Otrzymujemy w ten sposob (ang.
steepest descent lub gradient descent):
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Niech aktualne potozenie wynosi x;., fr. = f(x%).

1.

Py = —V f(xg)
2. Y = 7Ystart
3.
X = Xp + TPk
f=fX)

4. Jezeli f < fi
¢ X411 =% frp1=1
e k=k+1
e goto 1
5. Jezeli f > fi
e opcjonalnie: zmniejsz ~, potem goto 3
e STOP
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Ta metoda jest nieprecyzyjna, nie dostarcza kryterium czy jesteémy bli-
sko minimum i w zamys$le stuzy do szybkiego przemieszczenia sie w oko-
lice minimum. Czesto — zwtaszcza gdy cigg kolejnych wartosci f;, maleje
coraz wolniej, co interpretujemy w ten sposob, ze krajobraz sie “wyptasz-
cza” — jest to jedyna metoda, jakiej sie w praktyce uzywa. Nalezy jednak
pamietac, ze jej wyniki na og6t sg nieprecyzyjne i jezeli zalezy nam na
lepszym, bardziej doktadnym zlokalizowaniu minimum, powinnismy uzy¢
jakich$s innych metod, przynajmniej w koncowej fazie minimalizacji, pod
warunkiem, ze nie bedzie to zbyt kosztowne ze wzgledu na wymiarowosc¢
problemu.

Wspotczynnik v na ogdt musi by¢ dos¢ maty, gdyz przy duzych wartosciach
gradientu ryzykujemy, ze “przeskoczymy” poszukiwane minimum.
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Z punktu widzenia Big Data...

W ciggu ostatnich kilkunastu lat rozmiary dostepnych zbioréw danych ro-
sng szybciej niz roénie predkos¢ procesordéw (nawet po uwzglednieniu pa-
ralelizacji i obliczen na GPU). Z tego punktu widzenia mozliwosci uczenia
maszynowego sg ograniczone raczej przez mozliwosci obliczeniowe niz
przez dostepne zbiory danych. Te klase probleméw zwyczajowo okresla
sie jako Big Data.
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Uczenie maszynowe bardzo czesto oznacza konieczno$¢ minimalizowania
funkciji

QR(X) = Qi(X; z;, ;) (2)

|IM2

1
N
gdzie

e X jest wielowymiarowg zmienng, po ktérej minimalizujemy — wekto-
rem estymatorow, ktérych wartosci chcemy znalezé. Tego typu pro-
blemy pojawiajg sie w zagadnieniu najmniejszych kwadratow.

o Vi: Q; >0,

e (); majg takg samg postac funkcyjng, réznig sie tylko elementami x;, y;
(elementami zbioru uczgcego),

e N > 1 (N jest zazwyczaj BARDZO duze, rzedu kilkudziesieciu, nie-
kiedy kilkuset tysiecy).
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Problem mozna rozwigza¢ za pomocg metody najszybszego spadku,
ktorej$ z bardziej precyzyjnych metod minimalizacji lub, jezeli mowa o i-
niowym zagadnieniu najmniejszych kwadratéw, za pomocg przyblizonego
rozwigzywania nadokre$lonych uktadéw réwnan przy pomocy SVD. Jed-
nak dla bardzo duzych N, czyli dla bardzo duzych zbiorow uczgcych, inne
podejscie moze by¢ bardziej efektywne.

Punktem wyjscia jest metoda najszybszego spadku: W kazdym kroku po-
dazamy w kierunku minus gradientu funkcji Q(X), teoretycznie az do osig-
gnigcia minimum kierunkowega®, czyli minimum w kierunku aktualnego
gradientu.

Jak jednak pamietamy, daleko od minimum nie minimalizujemy, tylko po-
dgzamy z arbitralnie dobranym krokiem w kierunku ujemnego gradientu.

*Patrz nastepny wyktad
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Dlatego zamiast minimalizowac, w n-tym kroku iteracji przyjmujemy
Xpr1 = Xn—7v-VxQ(X)|x,

1 N

— Y Vx Qi(X; z,ui)x,, - (3)

N =

~ = const i jest nazywane predkoscig uczenia (ang. learning rate).

= X, —~-
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Uwaga: Przyjecie statego kroku nie jest az tak naiwne, jak by sie to mogto
wydawac. Jesli rozpatrzymy ukfad rownan rdézniczkowych typu

dx

— =" 4

— =1 (@)
to najprostszg (zdecydowanie nie najlepsza, ale najprostszg | najszybsza)

metodg jego numerycznego rozwigzywania jest metoda Eulera

Xp41 = Xn + h - f(xn), (5)

gdzie h jest statym krokiem narastania zmiennej niezaleznej x. Metoda
najszybszego spadku ze statym krokiem ~+ ma takg samg postac, co
metoda Eulera, po utozsamieniu f = —V Q.
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Kryterium stopu

Jakie kryterium stopu przyja¢ dla algorytmu najszybszego spadku (3)?
Sensowne wydajg sie dwie opcje:

(). Przesuniecie jest dostatecznie mate:

HXn—I—l_Xn < €1
7 |VxQX)Ix,| < e
[vxeX)lx,| < = (6)
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(il). Zmiana wartosci funkcji jest dostatecznie mata:
QXpt1) — Q(Xn)| < e
T
QXn) + (Xot1 ~ Xn)' VXQX[x, ~ Q(Xn)| < 2 (7)

gdzie skorzystaliSmy z rozwiniecia Taylora do pierwszego rzedu. Po-
niewaz

‘(Xm—l — Xn)T VxQ(X)IXn‘ < HXn—I—l — XnH : HVXCQ(X)IXnH
(8)

to jezeli wielkoS¢ po prawej stronie (8) jest mniejsza od e5, to takze
zmiana wartosci funkcji jest mniejsza. Z kolei

X1 —Xa| - [VxQ)Ix, | <e2 (9)
jesli przesunigcie jest dostatecznie mate lub gdy gradient jest dosta-

tecznie maty. StwierdziliSmy jednak, ze gdy dostatecznie maty jest gra-
dient, mate jest tez przesuniecie.
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Zatem jako kryterium stopu przyjmujemy

|Vx@X)x, | <= (10)

Metode najszybszego spadku zatrzymujemy, gdy gradient funkcji jest do-
statecznie maty — funkcja “wyptaszcza sie”. Przyjecie takiego kryterium
dodatkowo uwalnia nas od koniecznosci obliczania wartosci funkcji w kaz-
dym kroku.

Copyright © 2009-24,2026 P. F. Gora 12—-14



Stochastic Gradient Descent

Jedliw (3) N > 1, czas obliczania sumy gradientow czgstkowych Zf;V VQ;
moze by¢ bardzo znaczny. Zarazem wyrazenie % E;N V@Q; ma postac Sred-
niego gradientu czgstkowego. Jesli zatozymy, ze poszczegdlne elementy
tej sumy nie odbiegajg zbytnio od Sredniej, mozemy Sredni, kosztowny
w wyliczaniu gradient, zastgpi¢ losowo wybranym gradientem czgstkowym.
Otrzymujemy zatem algorytm Stochastic Gradient Descent:

e wybierz losowo k£ € {1,2,..., N}
e przyjmij

Xpg1 = Xn — 7 VxQr(X; z, yi)Ix,, (11)

Ten wariant nazwiemy Stochastic Gradient Descent z ograni-

czeniem.
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lteracje konczymy albo po wykonaniu z gory okreslonej liczby krokdw, albo
— czesciej — gdy spetnione zostanie kryterium (10), gdzie zamiast pet-
nego gradientu bierzemy wylosowany gradient czgstkowy. Rodzi to jednak
niebezpieczenstwo, ze wylosowany gradient czgstkowy przypadkowo be-
dzie maty, podczas gdy caty gradient — niekoniecznie. Bezpieczne bytoby
Kryterium, ze zmiana funkcji jest dostatecznie mata:

QXn) - Q(Xpg1)| <, (12)

gdzie ¢ jest ustalong tolerancjg. Powoduje to jednak koniecznosc¢ oblicza-
nia wartosci Q@ w kazdym kroku, co z kolei moze by¢é duzym obcigzeniem,
gdy liczba sktadnikéw w (3) jest bardzo duza.

Przy zastosowaniu wariantu “z ograniczeniem” i tak musimy korzystac z kry-
terium (12).

Copyright © 2009-24,2026 P. F. Géra 12-16



WartoS¢ predkosci uczenia ~ oraz tolerancje € dobieramy “eksperymental-
nie”, to znaczy Kierujac sie znajomoscig natury problemu i doswiadczeniem
uzyskanym przy rozwigzywaniu podobnych problemow.

Okazuje sie, ze metoda Stochastic Gradient Descent dziata zdumiewa-
jaco dobrze dla bardzo duzych zbiorow uczacych. Co ciekawe, przyjecie
warunku, iz na ogot
pogarsza wyniki: Od czasu do czasu mozna/trzeba wykona¢ krok “w ztg
strong”.
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Przykiad

T T T T T T T
03 L gradient descent
= stochastic gradient with limitations descent
\ stochastic gradient descent
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Wygenerowano N = 1024 punktéw y; = ax? 4 bx; + ¢ + &;, gdzie {£}Y_; sa liczbami
0 rozktadzie normalnym, natomiast x; € [0, 2]. Rysunek przedstawia kolejne wartosci
funkcji Q(a, b, c) uzyskane w metodzie najszybszego spadku (czerwony), w metodzie
Stochastic Gradient Descent (niebieski) oraz Stochastic Gradient Descent z ogranicze-
niami .y = 1/128. W przypadku Stochastic Gradient Descent warto$¢ minimali-
zowanej funkcji niekiedy rosnie, ale po dostatecznie duzej liczbie iteracji wyniki tej metody
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sg nieco lepsze, niz dla metody z ograniczeniem. Co wazniejsze, wyniki sg porownywalne
z wynikami uzyskanymi w obliczeniowo drozszej metodzie najszybszego spadku.

data
gradient descent
: stochastic gradient descent
stochastlc gradient with I|m|tat|ons descent
"true' parameters

0 0.5 1 1.5 2

Dopasowane krzywe sg niemalze nieodroznialne w obszarze odpowiadajgcym danym
wejsciowym (zawartoSci zbioru uczacego).
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Przykiad

Wygenerowano N = 1024 punktéw vy, = (ae_xi + be“/‘i) /(a+b) + c&;,
gdzie, jak wyzej, {f}f;\f:l sg liczbami o rozktadzie normalnym, natomiast
xr; € [—2,2]. 0 = 0.125. Zagadnienie dopasowania krzywej o zadane;
postaci funkcyjnej do punktéw danych jest przyktadem nie/ioweg zagad-
nienia najmniejszych kwadratow.

Przyjmujac v = 1/32, przeprowadzono minimalizacje (a tak naprawde
procedre podagzania w strone minimum) metodg najszybszego spadku.

TJest to staba nieliniowo$¢, model y = ae™ + Be?, liniowy w parametrach, datby prak-
tycznie te same wyniki. 4
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Stochastic Gradient Descent with Resetting

Aby unikng¢ probleméw wynikajgcych, z jednej strony, z przypadkowego
przedwczesnego zatrzymaniem procedury Stochastic Gradient Descent
(SDG), z drugiej, z faktu, ze trajektoria stochastyczna moze zacza¢ odda-
lac sie od minimum, powtarzamy SGD wielokronie, zatrzymujac przebieg
albo gdy (czagstkowy) gradient spadnie ponizej progu, albo gdy wykonamy
ustalong z gory, lecz losowg liczbe krokdw; okazuje sie, ze liczbe krokow
nalezy losowac z rozktadu Poissona. Po zatrzymaniu, proces restarujemy
z tymi samymi warunkami poczatkowymi. Zapamietujemy parametry kon-
cowe osiggniete w kazdej trajektorii. Na koniec wybieramy parametry od-
powiadajgce najmniejszej wartosci Q.
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Dla opisanego wyzej problemu przyktadowe trajektorie wygladajg tak:

Note the logarithmic scale!

0.01

250

Wida¢, ze poczatkowo na kazdej trajektorii wartosci funkcji Q opadaja, po
czym mniej-wiecej osiggajq plateau, od ktdérego fluktuacyjnie sie odchylajg.
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Podkreslam, ze wartosci Q sg oblicznae wzdtuz trajektorii tylko dla celéw
ilustracyjnych. Majac N punktow danych, zastosowanie petnej metody naj-
szybszego spadku wymaga w kazdym kroku oblicznie N przyczynkow do
gradientu, N przyczynkdéw do Q oraz wysumowania ich: jeden krok ma za-
tem ztozonos¢ O(IN), co moze by¢ kosztowne dla N > 1, a taka stuacja
zachodzi w przypadku Big Data. Przy zastosowaniu Stochastic Gradient
Descent w kazdym kroku obliczamy tylko jeden przyczynek, a wartos¢
funkcji Q oblicza sie tylko raz, po zakonczeniu kazdej trajektorii.

Co ciekawe, w omawianym przyktadzie dopasowane krzywe niezbyt roznig
sie od siebie w obszarze, w ktérym dostepne sg dane (ekstrapolacja poza
ten obszar moze spowodowaé znaczne rdznice).
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Przyktad ten pokazuje, ze metoda najszybszego spadku dobrze dziata da-
leko od minimum, natomiast jesli zalezy nam na precyzyjnej lokalizacji mi-
nimum, metoda ta staje sie nieefektywna.
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Metody najszybszego spadku warto uzywac¢ do pewnego zgrubnego zlo-
kalizowania minimum. BARDZO czesto to wystarcza! Jesli jednak zalezy
nam na precyzyjnej lokalizacji minimum, nalezy uzy¢ innych, bardziej za-
awansowanych metod.

Copyright © 2009-24,2026 P. F. Géra 12-26



