Metody numeryczne
11. Minimalizacja: funkcje jednej zmiennej

P. F. Géra
https://zfs.fais.uj.edu.pl/pawel gora

13 stycznia 2026


https://zfs.fais.uj.edu.pl/pawel_gora

Lokalna minimalizacja ciagta

Minimalizacja funkcji jest jedng z najwazniejszych operacji wykonywanych
numerycznie. W niniejszym wyktadzie zajmiemy sie wytgcznie poszukiwa-
niem minimow lokalnych (nie globalnych) funkcji ciggtych, ktérych argu-
ment takze zmienia sie w sposob ciggty. Tak poszukiwanie minimow glo-
balnych, jak i minimalizacja dyskretna (zmienna (lub zmienne w przypadku
wielowymiarowym) moze przyjmowac tylko pewne wartosci punktowe) sg
znacznie trudniejszymi zagadnieniami, wykraczajgcymi poza ramy niniej-
szego wyktadu.

Niekiedy zdarza sig, ze bardziej interesuje nas znalezienie maksimum, nie
minimum. Jednak jesli funkcja g(x) ma jakims$ punkcie maksimum, kt6re
chcemy znalezé, to funkcja f(z) = —g(x) ma w tym samym punkcie
minimum.
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W przeciwienstwie do omawianego poprzednio rozwigzywania rownan al-
gebraicznych, do stwierdzenia, ze funkcja osigga gdzie$s minimum, nie wy-
starczy pojedyncze obliczenie funkcji. Warto$¢ funkcji musimy poréwny-
wac z uprzednio policzonymi wartosciami w innych punktach. Procedure
poszukiwania minimum musimy skonczy¢ najpozniej wtedy, gdy zmiana
wartosci funkcji staje sie porownywalana z zadang tolerancjg, w szczegél-
nosci, z doktadnoscia, z jakg prowadzimy obliczenia.
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Jak dokladnie mozemy zlokalizowa¢ minimum?

Niech f(x) ma minimum w punkcie xg. Rozwijajgc w szereg Taylora otrzy-
mujemy

1
f(zo + 0) = f(xo) + f’(_f%o) 6+~ f"(20)8° (1)
Jezeli |f(xzg + 0) — f(xg)| < ¢, gdzie e jest zadang doktadnoscig, mu-
simy przerwac obliczenia. Z rozwiniecia (1) wida¢ natychmiast, ze w takim
wypadku

0] ~ V. (2)
W szegblnosci widaé zatem, ze minimum jestesmy w stanie zlokalizowac
z doktadnoscig co najwyzej rébwng pierwiastkowi z numerycznej precyzji
obliczen.

Copyright © 2010-15,2021-23,2026 P. F. Gora 11-4



Wstepna lokalizacja minimum

Mowimy, ze trzy punkty (a,b,c) ograniczajg (lokalizujg) minimum funkgciji
f(x), jezeli

a<b<c: f(a) > f(b), f(c) > f(b) (3)

Istnieje nieskonczenie wiele funkcji ciggtych przechodzgcych przez punkty
(a, f(a)), (b, f(b)), (¢, f(c)), ale kazda z nich ma minimum w przedziale [a, ], o ile
tylko spetniona jest zaleznos¢ (3).
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Jak znalez¢ takie punkty? Obliczamy wartos¢ funkcji w dwu punktach; je-
zeli nie zachodzg bardzo szczegdlne okolicznosci, wyznaczajg one lokalny
kierunek spadku funkcji. Wyznaczamy trzeci punkt idgc w kierunku spadku,
o takg sama odlegtos¢, jaka dzielita punkty poczgtkowe. Jesli warunek (3)
nie jest spetniony, podwajamy krok, zawsze biorgc pod uwage dwa ostat-
nio obliczone punkty. Uwaga: Trzeba zatozyc maksymalng dopuszczalng
liczbe krokdéw (lub maksymalng dopuszczalng wielko$¢ kroku), aby zabez-
pieczyC sie przed nieskonczong iteracjg, gdybySmy znalezli sie na mono-
tonicznie malejgcej gatezi funkgji.
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Trojka punktéw (a, b, ¢) wyznaczajgca przyblizone potozenie minimum
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a b [

Strategia z poczatkowa trojka (a, b, ¢) znajdzie jedno z dwdch miniméw tej funkgiji,
lezgce w przedziale [a, c].
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“Przestrzelenie” minimum

Przypusémy, ze obliczyliSmy wartos¢ funkcji w dwu -
punktach, x1, x> (dla ustalenia uwagi, niech z1 < xz5),
| okazato sie, ze f(xp) > f(x1). Zgodnie z tym, co
powiedziano wyzej, kierunek od x> do x1 wyznacza
kierunek spadku funkciji, wiec nastepnym badanym
punktem bedzie 3 = 1 — (xo—x1). Jezeli okaze
sie, ze takze f(x3) > f(x1), 0znacza to, ze
“orzestrzeliliSmy” nad minimum. Zwr6¢my uwage, ze
tréjka punktdw (a=x3 < b=x1 < c=xz5) jest
poszukiwang tréjkg otaczajgcg minimum.

Sytuacja, jak opisana wyzej, w praktyce zdarza sie znacznie czesciej, niz
mozna by sie spodziewac.

Copyright © 2010-15,2021-23,2026 P. F. Géra 11-9



Strategia zawezania przedziatu

Gdy mamy tréjke (a, b, ¢) spetniajacg warunki (3), wybieramy pewien punkt
d, a < d < ¢, d # b jako nowy punkt wewnetrzny. Obliczamy f(d). Dalsze
postepowanie zalezy od tego, jak wartos¢ f(d) ma sie do wartosci f(b).

f(d) < f(b) f(d) > f(b)
Jezeli d < b,to || Jezeli d < b, to

c=5»b a=d

b=d (4)
Jezeli d > b,to || Jezeli d > b, to

a=1> c=d

b=d

“Przesuwajac” punkty, analogicznie “przesuwany” tez obliczone wartosci
funkcji (na przyktad ¢ = b = f. = f, = f(b)), zeby nie trzeba byto ich
ponownie obliczac.
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W kazdym przypadku otrzymujemy nowg tréjke (a, b, c) spetniajgcg wa-
runki (3), a zatem mozemy iterowac catg procedure. Diugos¢ przedziatu
zawierajgcego minimum jest za kazdym razem mniejsza niz w poprzednim
kroku iteracji. Iteracje konczymy, gdy |c — a| < 7(|b| + |d|), gdzie T jest
tolearncjag i nalezy wzig¢ “stare” b.

Jezeli tylko funkcja jest ciggta w przedziale [a, ¢] i ma w nim minimum, ta
strategia zbiegnie sie do tego minimum (jezeli jest tam wigcej niz jedno mi-
nimum, zbiegnie sie do jednego z nich). Pozostaje tylko ustali¢ jak wybrac
punkt wewnetrzny d?
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Metoda ztotego podziatu

W metodzie ztotego podziatu punkiu d szukamy w wiekszym z dwéch pod-
przedziatow [a, b] i [b, c]. Okazuje sig, ze aby zminimalizowac¢ ktopoty wyni-
kajace z “pecha’, iz szukane minimum bedzie w wielu krokach iteracji leze¢
w krétszym z podprzedziatdw, poszczegolne przedziaty powinny spetniac

: dtugos¢ wiekszego podprzedziatu ma sie do dtugosci ca-
tego przedziatu tak, jak dtugos¢ mniejszego do dtugosci wiekszego. Zakta-
dajgc, ze podprzedziat [a, b] jest dtuzszy, powinniSmy mieé

b—al  |c—1D

c—al  |b—al
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ChoC poczatkowa tréjka (a,b,c) zapewne nie spetnia “ztotej proporcji”,
szybko do niej dochodzimy, postepujac jak nastepuje:

o Jezeli|b—a|l >|c—bl,d=a+ w-|b—al,

o Jezelilb—a| <|c—bl,d=b+w-|c—Dbl,

gdzie w = %g ~ 0.381966, po czym zawezamy przedziat stosujac (4).

Metoda ztotego podziatu tak naprawde nie korzysta z wartosci funkciji,
a tylko z porobwnania co jest wieksze od czego. Metoda ta jest zbiezna
liniowo.
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Przykiad
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Cztery kroki metody ztotego podziatu
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Interpolacja paraboliczna i metoda Brenta

Metodg lepszg od ztotego podziatu, gdyz efektywnie wykorzystujgcg warto-
sci funkcji, jest interpolacja paraboliczna: Przez trzy punkty (a, fo=f(a)),
(b, fy), (c, fc) przeprowadzamy parabole, a jako punkt d bierzemy jej mi-
nimum:

_ 1 . a?(fe — fo) + b2 (fo — fe) + Cz(fb — fa)
2 a(fe— fp) +0(fa — fe) + c(f — fa)
dalej zas postepujemy zgodnie z (4).

d (6)

Uzasadnieniem dla stosowania tej metody jest fakt, iz w poblizu minimum
funkcja powinna z dobrym przyblizeniem zgadzac¢ sie ze swoim rozwinie-
ciem w szereg Taylora do drugiego rzedu. Dzieki temu metoda ta moze
by¢ zbiezna szybciej, niz liniowo, ale moga sie zdarzy¢ ktopoty, zwtaszcza,
jesli poczatkowo funkcja nie przypomina paraboli.
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W zwigzku z tym stosujemy metode Brenta:

e Majgc trojke (a, b, c), spetniajacyg (3), obliczamy d zgodnie ze wzorem
(6).

o Akceptujemy tak obliczone d, jezeli
1. d lezy wewnatrz przedziatu, a < d < ¢, oraz
2. Rozmiar nowego przedziatu, wyznaczonego zgodnie z (4), jest mnigj-

szy niz potowa przedziatu w przedostatniej iteracji.

e Jezeli nie akceptujemy nowego d, dokonujemy bisekcji przedziatu [a, c]

i jako d bierzemy jego Srodek, a dalej postepujemy zgodnie z (4).

Powyzsza metoda Brenta jest obecnie uwazana za podstawowg metode
poszukiwania minimow funkcji jednowymiarowych.
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Uwaga: Dlaczego bisekcja?

Mozna sie zastanawiaC, dlaczego w przypadku stagnaciji interpolacji pa-
rabolicznej zaleca sie stosowanie jednego kroku bisekciji, nie za$ jednego
kroku omawianej wczesniej metody ztotego podziatu. Odpowiedz jest na-
stepujgca: Stagnacja interpolacji parabolicznej wystepuje, gdy nowy punkt
d (minimum paraboli) wypada bardzo blisko ktéregos$ kranca przedziatu.
Z drugiej strony, metoda ztotego podziatu zawsze wybiera punkt w wigk-
szym z dwu podprzedziatow. Gdy za$ jeden z podprzedziatdw jest bar-
dzo krétki, drugi pokrywa sie niemalze z catym przedziatem, wyznaczany
w metodzie biskecji punkt srodkowy na pewno znajdzie sie w wigkszym
podprzedziale, a metoda biskecji jest odrobine prostsza od ztotego po-
dziatu.
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Przykiad
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Cztery kroki metody Brenta. W kroku trzecim dokonano bisekcji. Na ostatnim panelu linia przerywana
pokazuje nastepng parabole. Zbieznosc¢ jest na tym etapie powolna, gdyz poczatkowe przyblizenie

paraboliczne jest bardzo dalekie od prawdziwego ksztattu funkciji.
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Uwaga!

funkcja

punkty startowe
pierwsze przyblizenie
drugie przyblizenie
trzecie przyblizenie

funkcja

drugie przyblizenie
trzecie przyblizenie
czwarte przyblizenie

Metoda Brenta znacznie przyspiesza zbieznos¢, gdy funkcje da sie dobrze przyblizyé za pomoca paraboli.
Wstawka na rysunku pokazuje powigkszenie okolic minimum.
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Wykorzystanie pochodnych

Wbrew naiwnej intuicji, wykorzystanie pochodnych w numerycznej mini-
malizacji funkcji jednej zmiennej na ogét nie przyspiesza obliczen. Jest to
szerzej omowione w Uzupertnieniu,
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