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Wiasnosci wektora estymatorow

Wektor p obliczamy rozwigzujgc réwnanie
ATG tAp=ATG 1y (1)

dla takich wartosci pomiaréw, jakie faktycznie mamy. Tak obliczony wek-
tor p jest wektorem estymatorow. Pamietajmy, ze pomiary sg obarczone
btedami losowymi, a wiec takze obliczone estymatory sg, formalnie, gaus-
sowskimi liczbami losowymi. Co mozna powiedzie¢ o tych liczbach? y =
Ap* 4+ &, gdzie p* jest zbudowany z “prawdziwych”, nieznanych wartoSci

[a1,...,as]? wystepujacych w réwnaniu
g = a1 - f1(z;) +az- fo(z;) + -+ as - fs(z;) (2)
Widag, ze
ATGlA(p-p) =ATG ¢ (3)
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wobec czego

(P) =p", (4)

gdyz (&) = 0. Obliczone estymatory sg przyblizeniem “prawdziwych” war-
tosci parametréw w sensie réwnania (4).

Macierz kowariancji estymatorow wynosi
Cp=((p—pP)(P-p)")
= (ATG1A) T ATG 1 (egT) G 1A (ATGTIA) T, (5)

gdzie skorzystaliSmy z symetrii macierzy G—1 i macierzy AL G~1A. Ko-
rzystajgc z rownania

(¢€") =G (6)
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otrzymujemy
1
Cp=(ATG1A) 'ATc 1 G G Ta
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Pseudolinearyzacja

Rozwazamy nieliniowe zagadnienie najmniejszych kwadratow dla pomia-
row niezaleznych (nieskorelowanych) i obarczonych statystycznie takimi
samymi btedami

N

1 J 1
Q =const- = 3 (y; —§i)° =oconst- = 3~ (y; — f(ziiP))*,  (8)

gdzie y; oznaczajg wartosci “idealne”, teoretyczne.

Czasami do znalezienia minimum (@ stosuje sie metode pseudolinearyza-
cji. Przypuscmy, ze pn jest aktualnym przyblizeniem poszukiwanej warto-
Sci parametrédw p. Stawiamy hipoteze, iz “prawdziwe” wartosci parame-
trow sg matg poprawkg w stosunku do pn: p ~ pn + Op i rozwijamy
y; = f(xz;; p) w szereg Taylora do pierwszego rzedu:
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Yi = f(zi; pn + 0p) = f(zi;pn) + [folpn}Tfﬁ)- (9)

Podstawiamy to rozwiniecie do (8). Funkcja

1N

Q=752 (yz — f(@iipn) — [folpn}Tép)Q (10)

231

jest formg kwadratowg w poprawkach op. Po znalezieniu znanymi meto-
dami wartosci dppmin, 0dpowiadajgcych (jedynemu) minimum (10), podsta-
wiamy p,4+1 = Pn + Opmin | powtarzamy catg procedure.

Taka procedura dos$¢ dobrze dziata w wypadku nieliniowej metody naj-
mniejszych kwadratéw, cho¢ nie nalezy jej polecaé¢ jako ogdlnej metody
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minimalizacji. Pseudolinearyzacja ma tylko jedno niewatpliwe zastosowa-
nie: Po znalezieniu ostatecznych warto$ci minimalizujgcych funkcije (8), za
pomocg pseudolinearyzacji wokoét tego punktu znajdujemy macierz kowa-
riancji estymatoréw, bedaca charaktestystyka /iniowa.

Przykiad

Przypuscmy, ze do danych dopasowujemy funkcje Gaussa

1 (z — %)2 »
y(x‘) - WGXD _ 20_2 ’ ( )
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za$ aktualnymi przyblizeniami parametréw sg z,, o2. Obliczamy

_ 1 (z — %)2
: 2
x, T, = exp | — : 12a
f@ae?d) = e (-2 (122
0 1 — Zn)? —
of — exp (T =Tn)T) =T (12b)
O |Zp,07 2mos 204 of
of B 1 (z — ZTn)? (r —Zp)? 1
0(c2)|- - 2 . 2072 | N2 202
Tn,08 2moy n 4 (o'n) n
(12¢)
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Wyrazenie

N 7 )2
Q:EZ v — 1 2exp<—(% :I:n)>

2 i=1 2moy 207%
- . 2
. = \2 1
R (2 "3”2) — 5| 602 (13)
log 4 (a%) 20%

jest forma kwadratowa w zmiennych 6z, §o2.
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