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Rezolwenta

Niech A € CV*¥ j niech pewna liczba ¢ € C nie nalezy do widma A.
Wynika stad, ze det(A — €I) # 0. Macierz Z = (A — ¢I)~1 nazywam
rezolwentg macierzy A. (Rezolwenta jest funkcjg argumentu &.) Niech A
| u bedg wartoscig witasng i odpowiadajgcym jej wektorem wtasnym A

Au = )\u. (1a)
Z (1a) wynika (£ & )
Au—&u = Au-—<£&u (1b)
(A—&Du = (A=¢&)u (1c)
)\igu = (A —¢0) " tu=Zu. (1d)

Ostatnie robwnanie oznacza, ze u jest wektorem wtasnym rezolwenty do
warto$ci wiasnej (A — ¢) 1.
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Transformacja Mobiusa

Algorytmy znajdywania wartosci wtasnych duzych macierzy sg na ogot
szybko zbiezne do wartosci skrajnych, izolowanych. Czesto znajomosc ta-
kich wartosci wlasnych wystarcza nam ze wzgleddw praktycznych. Jezeli
jednak chcemy doktadnie obliczy¢ dwie zblizone wartosci wtasne, lezgce
gdzie$ “w srodku” widma, zbiezno$¢ moze by¢ bardzo wolnha. Mozna jg
przyspiezy¢ za pomocg transformacji Mobiusa.

Niech uq,u> bedg dwoma wektorami wiltasnymi pewne] macierzy A,
zas A1, A\> bedag odpowiadajgcymi im wartoSciami wiasnymi, przy czym
dri A = 741, = 7+ g2, [e1 2| K 1 oraz T nie jest wartoscig
wiasng A. Rozwazmy rezolwente (A — 71)~1. Wektory u 2 sa je] wekto-
rami wtasnymi do warto$ci wtasnych (r —|— €10 — 7') L =¢7 2 Roznica

gdyz €1 2 s3
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tych wartosci wtasnych wynosi ‘i}l;?




mate. Widzimy, ze zblizone warto$ci wlasne macierzy odpowiadajg dobrze
rozseparowanym wartosciom wtasnym rezolwenty, wektory wtasne za$ sg
takie same.

Dobre rozseparowanie wartoéci wtasnych rezolwenty powinno sprawic,
ze procedura poszukiwania tych wartosci wlasnych powinna by¢ szybko
zbiezna, co zrekompensuje koszt obliczania samej rezolwenty. Dodatko-
wym utatwieniem jest fakt, ze przy obliczaniu rezolwenty (Scislej: wynikdéw
dziatania rezolwenty na jakies wektory), mozemy caty czas korzystac z te;
samej faktoryzacii.
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Uogolnione zagadnienie witasne

Zagadnienie wlasne oznacza analize macierzy postaci A — AI. Jesli ma-
cierz jednostkowg zastgpimy jakas inng macierzg, otrzymamy A — AB, co
prowadzi do uogolnionego zagadnienia wtasnego:

Ax = \Bx, (2)

gdzie A, B € RV*V | Liczby A nazywamy uogélnionymi wartoéciami wia-
snymi, a wektory x uogolnionymi wektorami wtasnymi. Zagadnienia tego
typu pojawiajg sie przy rozwigzywaniu pewnych problemoéw fizycznych.
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Zatézmy dodatkowo, ze B jest symetryczna i dodatnio okre$lona. Wéw-
czas istnieje faktoryzacja Cholesky’ego B = CC?.

Problem (2) moge zapisac jako

clA(cT) T c™x = ACTx (3a)
Ay = Ay, (3b)

gdzie & = C~1A (CT) ",y = CTx. Jak widac, uogdlniony problem
wiasny jest rownowazny “zwyktemu” problemowi wtasnemu (3b)). Po-
nadto, jezeli A jest symetryczna (i dodatnio okreslona), takze A jest sy-
metryczna (i dodatnio okreslona). Aby numerycznie rozwigzaé problem
wiasny (3b), nalezy znalezé C—1 — jest to jedna z niewielu sytuacii, w kt6-
rych odwrotnos¢ jakiejs macierzy trzeba znalez¢ explicite. Skadingd od-
wrotno$¢ macierzy trojkatnej znajduje sie stosunkowo szybko.
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Niech A bedzie symetryczna i dodatnio okre$lona i niech A1 %= Ao. WOW-
czas odpowiednie wektory wtasne sg prostopadte, y{yg = 0. Mamy

T
0=yiy2=(CTx1)" CTxz =x{CCTx; =x{Bx. (4)

Jak widzimy, w przypadku macierzy symetrycznych uogolnione wek-
tory wtasne odpowiadajgce réznym uogdlnionym wartosciom witasnym
sg sprzezone wzgledem macierzy B, przy dodatkowym zatozeniu, ze B
jest dodatnio okreslona. Mozna réwniez powiedzieé, ze uogdlnione wek-
tory witasne sg

. Uogodlnione wektory
wiasne takze stanowig baze w przestrzeni RV, nieortogonalng wzgledem
“naturalnego” iloczynu skalarnego.
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