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“Prewarunkowana” (preconditioned) metoda gradientow sprzezonych

Zatbzmy, ze rozwigzujemy réwnanie
Ax=b, (1)

przy czym macierz A jest symetryczna, dodatnio okreslona i rzadka. Suge-
ruje to uzycie (algebraicznej) metody gradientdow sprzezonych. Jesli jednak
macierz A jest zle uwarunkowana, zbieznos¢ moze by¢ bardzo wolna.

Sprébujmy przyspieszy¢ zbieznos¢ odpowiednio modyfikujgc rownanie (1)
| algorytm gradientow sprzezonych, jednak tak, aby

e nie zmieni¢ rozwigzania,

e macierz zmodyfikowanego ukfadu pozostata symetryczna i dodatnio
okreslona, aby mozna byto zastosowa¢ metode gradientdw sprzezo-
nych,
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e macierz zmodyfikowanego uktadu pozostata rzadka, aby jeden krok
iteracji byt numerycznie tani,

e macierz zmodyfikowanego uktadu miata niski wspotczynnik uwarunko-
wania.

Czy to sie w ogole da zrobi¢? Okazuje sie, ze tak!
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Postepujemy nastepujaco: Niech C € RY X pedzie odwracalng macierza
symetryczna, rzeczywista, dodatnio okre$long. Wéwczas A = C~1AC—1
tez jest symetryczna, rzeczywista, dodatnio okreslona.

clAclcx
I

Ax =

gdzie x = Cx, b = C~1b. Do réwnania
gradientdw sprzezonych.

C b, (2a)

~

b,

2b

(2b)

stosujemy teraz metode
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W kazdym kroku iteracji musimy obliczy¢ (tyldy, bo odnosi sie to do “tyldo-

wanego” uktadu (20b))

ap = = (33.)
T4l = Nk — APy =T, — 0,C TACT (3b)
I' r
B = LA (3c)
Pr4+1 = Ti41 + BiPk (3d)
Xp+1 — Xp+ aPg- (3e)
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Réwnania zawieraja jawne odniesienia do macierzy C—1, co nie jest
zbyt wygodne. Latwo sie przekonac, iz za pomoca prostych przeksztatcen
macierz te mozna ,usungc¢”, tak, iz pozostaje tylko jedno jej nietrywialne
wystgpienie. Zdefiniujmy mianowicie

¥, =C !r,, pp=Cps, X%X,=Cxy. (4)

W tej sytuaciji rkrk—(C lryp)fC=1lr, =l (C~HTCL
rZC_lC_lr =r; I'cc—1H)2r, ete.
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Woéwczas réwnania (3) przechodzg w

ap = , (5a)
pi Apy
rp41 = T — apApyg, (5b)
2
T 1
_ T (C71) e
Bk - T 1 2 ’ (5C)
Iy (C > Iy
_1\2
Prt1 = (C1) rpg1+ Bepr, (5d)
Xkp4+1 = Xg 1+ apPy- (5e)
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W powyzszych réwnaniach rola macierzy C sprowadza sie do obliczenia
— jeden raz w kazdym kroku iteracji — wyrazenia <C_1) r;., CO, jak wia-
domo, robi sie rozwigzujac odpowiedni uktad rownan. Zdefiniujmy

M = C?. (6)

Macierz M nalezy rzecz jasna dobrac¢ tak, aby rownanie Mz = r mozna
byto szybko rozwigzac.
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Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy algorytm:

ri — b — AXl
rozwigz Mz = rq
P1 =21
while |[r || > ¢
_ otz
o = TA
P APk
rp,+1 = Tp— apApg
rozwiqz MZk+1 = rk+1
_ Thg1%k4l
ﬁk — T
Pr+1 = Zp41 -+ BiPk
Xp+1 = Xp+ appg

end
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Incomplete Cholesky preconditioner

Niech rozktad Q R macierzy C ma postaé C = QH', gdzie Q jest macie-
rzg ortogonalng, H jest macierza trojkatng gérna. Zauwazmy, ze

M=c?=c’C=(QH") QH” =HQ'QH" =HH, (8)

a wiec macierz H jest czynnikiem Cholesky’ego macierzy M. Niech roz-
ktad Cholesky’ego macierzy A ma postaé A = GG?. Przypusémy, iz
H ~ G.
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Wowczas

A=ctAact = ECT>_1AC_1 = ((QHT>T>_1A (Qu") " =

(HQT) TA(H") Q" =qH'GG" (HT) 'QT~QQ" =1.

7

~

~] ~I

(9)

Poniewaz A ~ T, wspotczynnik uwarunkowania tej macierzy powinien byé
bliski jednosci.
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W tym momencie mamy spetnione nastepujgce warunki zadane na stronie
2/:
e Macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona;
e Rozwigzania sie nie zmienity, gdyz algorytm (/) jest formalnie réwno-
wazny algorytmowi gradientow sprzezonych;
e Mamy nadzieje (®), ze macierz A jest dobrze uwarunkowana, gdyz

—

A ~1.

Pozostaje tylko zagwarantowanie, ze jezeli A jest rzadka, to takze czynnik
Cholesky’ego macierzy M = HHY jest rzadki.
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Niepetiny rozklad Cholesky’ego — algorytm w wersji GAXPY

for

end

end
Hy, = v Hyy,
for | =k4+1:N
Hy, = A,
if Ay £ O
for j=1k-1
Hy, = Hy, — HijHy;
end
Hy, = Hyi./ Hyg,
endif
end
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Uwagi

e Poniewaz A jest rzadka, powyzszy algorytm na obliczanie przyblizo-
nego czynnika Cholesky’ego wykonuje sie szybko. Wykonuje sie go
tylko raz.

e Rownanie Mz = r rozwigzuje sie szybko, gdyz znamy czynnik
Cholesky’ego M = HH" .

e Obliczone H jest rzadkie, a zatem réwnanie Mz = r rozwigzuje sie
szczegOlnie szybko.

e Mamy nadzieje, ze macierz A ma wspotczynnik uwarunkowania bliski
jedno&ci, a zatem nie potrzeba wielu iteracji (7).
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Przyktad — macierz pasmowa z pustymi diagonalami

Rozwazmy macierz o nastepujacej strukturze:

agz O 63 0 ¢ O O O O O
O a» O b4 O ¢ O O O 0
b3 O a3 O b5 O Cy O 0 0
A = 0 b4 0 a4 0 b6 0 Cs 0] 0 (1 O)
Cs O b5 O as 0 b7 O C9Q 0
O ¢ 0O bg 0O ag O bg O c1p

Macierz ta jest symetryczna, zaktadamy tez, ze jest dodatnio okreslona.
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Niepefny czynnik Cholesky’ego macierzy (10) ma postac

P1
0 po
g3 0O p3
H=| 0 g O ps (11)

rs 0 g5 O ps
O ¢ 0 g O psg

(W petnym czynniku Cholesky’ego macierzy (10) zera lezagce w (11) po-
miedzy diagonalg “p” a diagonalng “r” zniklyby — w ogdlnosci mogtyby
tam znajdowac sig jakie$ niezerowe liczby.)
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Zgodnie z podanym algorytmem, elementy ciagow {py}, {qr}, {rr} wyli-
czamy z nastepujacych wzorow:

P1

g3
Trs

P3

gs
r7

Ps5

q7
T9

p7
q9
r11

vV ai,
b3 /p1,
cs/P1,

V a3 — q21
(bs — r593) /D3,
C7/p3,

Vas — g2 — e,
(b7 — r7q5)/ps,
co/ps,

\/a7 —q2 — 2,
(bg — roq7)/p7,
c11/p7,

D2

g4
Te

a6
r8

Pe
gs
T10

Ps
q10
T12

\ A2,
ba/po2,
ce/ D2,

\/ aq — q21
(be — r6qa)/pa,
c7/pa,

Vas — g8 — g,
(bs — r8g6) /6,
c10/Pe,

\/a8 - q8 7°8=
(b1o — 71098) /D8,
c12/ps,

Copyright © 2010-25 P. F. Géra

4a—-17



Macierze niesymetryczne

Jezeli w rdwnaniu
Ax=Db (12)

macierz A nie jest symetryczna i dodatnio okre$lona, sytuacja sie kompli-
kuje. Zaktadajac, ze det A %= 0, réwnanie (12) mozemy “zsymetryzowac”
na dwa sposoby.

CGNR:
ATAx = A'b, (13)
lub CGNE:
AAly = b, (14a)
x = Aly. (14b)
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Do dwu powyzszych rownan formalnie rzecz biorgc mozna uzywa¢ metody
gradientdow sprzezonych. Trzeba jednak pamietaé, ze nawet jesli macierz
A jest rzadka, macierze AT A, AA” nie musza byé rzadkie, a co gorsza,
ich wspotczynnik uwarunkowania jest kwadratem wspotczynnika uwarun-
kowania macierzy wyjsciowe;.

Alternatywnie, zamiast “symetryzowac” macierz, mozna zmodyfikowac¢ al-
gorytm, tak aby zamiast dwu, generowat on cztery ciggi wektorow. Nalezy
jednak pamigtac, ze dla wielu typow macierzy taki algorytm bywa bardzo
wolno zbiezny, a niekiedy nawet dochodzi do kompletnej stagnacji przed
uzyskaniem rozwigzania:
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Metoda gradientow bi-sprzezonych (Bi-Conjugate Gradients, Bi-CG)

r1 = b — Axjy, p;1 =r1,T1 7 0dowolny, p; =T
while ||| > ¢

Lpt1 =Tg — O‘kAgk
)41 _=T1‘k — o A' Py
Tk+1Tk+1

Bkz — —T

Pk+1 = Tk+1 + BLPk
Pr+1 = Tg4+1 + BrPk
Xgp+1 = X + agPg

(195)

end
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Wektory wygenerowane w algorytmie (195) spetniajg nastepujace relacje:

r,r;=1;7;,=0,1>7, (16a)
r,p,=1;p;=0,i>j, (16b)
p; Ap; =p/A'p;=0,i>j. (16¢)

Jezeli w algorytmie (15) wezmiemy r1 = Ar;, we wszystkich krokach
zachodzi€¢ bedzie r;, = Ar, oraz pp, = Ap;. Jest to wersja przydatna
dla rozwigzywania uktaddéw rownan z macierzami symetrycznymi, ale nie-
okreslonymi dodatnio. Jest to przy okazji szczegdlny wariant algorytmu
GMRES (generalised minimum residual), formalnie odpowiadajgcego mi-
nimalizacj funkcjonatu

(x) = _||Ax ~ b|]*. (17)
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