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Metody iteracyjne

Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych, uzyskane za pomoca ktérej$ z do-
tad poznanych metod, bytoby doktadne (Sciste), gdyby nie btedy zaokragle-
nia (ktére, dodajmy, dla uktadow Zle uwarunkowanych moga by¢ znaczne).
Dlatego metody te nazywa sie metodami doktadnymi.

W metodach iteracyjnych rozwigzanie doktadne otrzymuje sie, teoretycz-
nie, w granicy nieskonczenie wielu krokdw — w praktyce liczymy na to, ze
po skonczonej (i niewielkigj) liczbie krokdw zblizymy sie do wyniku Scistego
w granicach btedu zaokraglenia.

Metod iteracyjnych uzywa sie najczesciej, cho¢ nie wytgcznie, gdy zasto-
sowanie faktoryzacji prowadzitoby do wypetnienia macierzy rzadkie;.
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Rozpatrzmy uktad réwnan:

a11x1 + a12x2 +a13r3 = b1 (1a)
ar1x1 + aspxp + aszrzy = bo (1b)
a31r1 + azpx2 + az3zrz = b3 (1c)
Przepiszmy ten uktad w postaci
r1 = (b1 —a1272 —a1373)/a11 (2a)
ro = (bp —an171 — ap3r3)/an (2b)
r3 = (b3 —a3z171 — azpx2)/as3 (2¢c)

Gdyby po prawej stronie byty “stare” elementy z;, a po lewej “nowe”,
dostalibysmy metode iteracyjng
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acz( +1) — (bi — Z azjx( ) _ Z awx( >>/ aj; (3)
=1 j=1+1

Gorny indeks z(k) oznacza, ze jest to przyblizenie w k-tym kroku. Jest to

tak zwana metoda Jacobiego.

W metodzie (3)) nie wykorzystuje sie najnowszych przyblizen, dzieki czemu
metode te tatwo mozna zrownoleglic. W metodzie Jacobiego obliczajac
(k_"l) korzystamy z x<k> mimo iz znane jest juz wowczas a;gk+1). Su-

gerUJe to nastepujace ulepszenie:

1—1
(k—l_l) (bz - Z Ajgd ; (k_l_l) Z Qg ; )/aii (4)

=1 j=1+1

Jest to tak zwana metoda Gaussa-Seidela.
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Jezeli macierz A = {a;;} jest rzadka, obie te metody iteracyjne beda
efektywne tylko i wytgcznie wéwczas, gdy we wzorach (3), uwzgledni
sie ich strukture, to jest uniknie redundantnych mnozen przez zera.

Powtorzmy: Dla numerycznej efektywnos$ci metod iteracyjnych jest hie-
stychanie wazne, aby metode zaprogramowac w ten sposob, aby uwzgled-
niac strukture macierzy rzadkie;.
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Przyktad: Niech macierz A € RV >N ma strukture

(9)

Taka macierz jest rzadka, ma tylko ~ 3N niezerowych elementéw, domy-
Slamy sie wiec, ze uktad réwnan z takg macierzg mozna rozwigza¢ w cza-
sie liniowym. Zaktadajgc, ze macierz ta jest symetryczna i dodatnio okre-
Slona, mozna by prébowac zastosowac do niej faktoryzacje Cholesky’ego.
Prowadzitoby to jednak do wypetnienia i okazatoby sie, ze caty algorytm
“zyskatby” ztozonosé O (N3).
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Metoda Gaussa-Seidela dla macierzy o strukturze (5) ma postac

(k+1) k)
Lq — (bl — Z a15T; ) /a11 (6)
j=2
a:gk_l_l) = (bQ — a21x§k+1)) /aQQ
213:(3]{:4_1) — (b3 — a31:13(1k+1)) /a33
%CH) = (bN —aNli’?g T )> /anNN

Widac, ze jedek krok (sweep) algorytmu (6) odbywa sie w czasie propor-
cjonalnym do V.

Copyright © 2010-25 P. F. Géra 4-7



Troche teorii

Metody Jacobiego i Gaussa-Seidela nalezg do ogdlnej kategorii
Mx(F+1) = Nx(F) 4 b (7)

gdzie A = M — N jest podziatem (splitting) macierzy. Dla metody Jaco-
biego M = D (czes¢ diagonalna), N = —(L + U) (czeSci pod- i ponad-
diagonalne, bez przekatnej). Dla metody Gaussa-Seidela M = D + L,
N = —U. Rozwigzanie rownania Ax = b jest punkiem statym iterac;ji (/).
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Twierdzenie 1. lteracja (7) jest zbiezna jeslidet M # 0 oraz p(M~1N) <
1, gdzie p(e) oznacza promien spektralny macierzy..

Dowod. Przy tych zatozeniach iteracja jest odwzorowaniem zwezajg-
cym. []
Twierdzenie 2. Metoda Jacobiego jest zbiezna, jesli macierz A jest silnie
diagonalnie dominujgca, to znaczy jesli wartosci bezwzgledne elementow
na gtownej przekatnej sg wieksze od sumy wartosci bezwzglednych pozo-
statych elementow w danym wierszu.

Twierdzenie 3. Metoda Gaussa-Seidela jest zbiezna, jesli macierz A jest
symetryczna i dodatnio okreslona.
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Przykiad

Rozwigzujemy uktad réwnan:

3x + y + =z
xr + 3y —+ z
r + y + 3z
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Na maszynie jednoprocesorowej metoda Gaussa-Seidela jest szybsza, niz metoda Ja-
cobiego. Gdybysmy mogli zréwnolegli¢ obliczenia, sytuacja mogtaby sie odwrocic¢ (gdyby

obie metody byty zbiezne).
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Inny przykiad

Dla macierzy o wymiarach 128 x 128

128 1 1 1
1 2
1 2
1 2
1

(niezaznaczone elementy sg zerami)

zbiezno$¢ z doktadnosécia do 10~ 12 w metodzie Gaussa-Seidela, wedtug
algorytmu (6), uzyskuje sie w ~ 42 iteracjach.
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Metoda gradientow sprzezonych — motywacja

Rozwazmy funcje f : RY — R

f(x) = %XTAX —blx+ec, (9)

gdzie x,b € RN, ¢ ¢ R, A = AT € RVXN jest symetryczna i dodatnio
okreslona. Przy tych zatozeniach, funkcja (9) ma doktadnie jedno mini-
mum, bedgce zarazem minimum globalnym. Szukanie minimow dodatnio
okreslonych form kwadratowych jest (wzglednie) tatwe i z praktycznego
punktu widzenia wazne. Minimum to lezy w punkcie spetniajgcym

Vf=0. (10)
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Obliczmy

of 10 dc
ox; 28:10@ ZAjkx Tk ox; zj:b]xj +%
0]
1 Oz 0T} 0z ;
= — A _ J
2 ]zk;: Jk + Lj (917 Zb]%
K 5@] Ok ) 52]
1
5 % kTl + = Z A]’Lx] b; Z Ajpxr + = Z A’L]w] b;
_(Ax—b)z-. (11)
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Widzimy zatem, ze funkcja (9) osigga minimum w punkcie, w ktérym za-
chodzi

Ax—b =0 Ax =b. (12)

Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych (12) z macierzg symetryczng, do-
datnio okreslong jest rbwnowazne poszukiwaniu minimum dodatnio okres-
lonej formy kwadratowe,;.

Przypusémy, ze macierz A jest przy tym rzadka i duza (lub co najmniegj
Srednio-duza). Woéwczas metoda gradientow sprzezonych jest godng uwagi
metodg rozwigzywania (12
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Metoda gradientow sprzezonych, Conjugate Gradients, CG

A € RVXN symetryczna, dodatnio okreslona, x; — poczatkowe przybili-

zenie rozwigzania rownania (12

,0<ex 1.

ri =b—-Ax;,p; =r;
while |r|| > ¢

Qy
e+1
B
Pr+1

Xk+1
end

= 1, — apApg

T
e1Tk+1

I‘%I‘k

rp+1 + BkPk
XL + 0LPE

(13)
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Wdéwczas zachodzg twierdzenia:
Twierdzenie 4. Ciggi wektorow {r..}, {pi} spetniajg nastepujgce zalezno-
Sci:

r;-rrj = 0, 1>7, (14a)
rip;, = 0, i>j, (14b)
p,L-TApj = 0, 1>7. (14c)

Twierdzenie 5. JezZelir,; = O, to x,, jest scistym rozwigzaniem rownania
12).

Dowod. Oba (sic!) dowody przebiegajg indukcyjnie. ]
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Ciag {x;} jest w gruncie rzeczy “pomocniczy”, nie bierze udziatu w itera-
cjach, stuzy tylko do konstruowania kolejnych przyblizen rozwigzania.

Istotg algorytmu jest konstruowanie dwu ciggdw wektoréw spetniajgcych
zaleznosci (14). Wektory {r;} sa wzajemnie prostopadte, a zatem w aryi-
metyce doktadnej r 41 = 0O, wobec czego x4 jest poszukiwanym
scistym rozwigzaniem.

Zauwazmy, ze poniewaz A jest symetryczna, dodatnio okreslona, waru-
nek (14c) oznacza, ze wektory {p;.} sa wzajemnie prostopadte w metryce
zadanej przez A. Ten wtadnie warunek nazywa sie warunkiem sprzezenia
wzgledem A, co daje nazwe catej metodzie.
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Ten wariant metody gradientow sprzezonych nazywamy
“algebraicznym”, gdyz przy zatozeniu, ze znamy macierz A
oraz wektor x1, mozemy skonstruowac ciagi {ry, px, X }

metodami algebraicznymi.

W przysztoSci poznamy wariant metody gradientéw
sprzezonych, w kiorym wszystkich krokOw nie uda sie w ten

sposéb wykonac.
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Koszt metody

W arytmetyce doktadnej metoda zbiega sie po N krokach, zatem jej koszt
wynosi O(N - koszt_jednego_kroku). Koszt jednego kroku zdominowany
jest przez obliczanie iloczynu Ap;. Jesli macierz A jest petna, jest to
O(N?), a zatem catkowity koszt wynosi O(N3), czyli tyle, ile dla me-
tod doktadnych. Jezeli jednak A jest rzadka, koszt obliczania iloczynu jest
mniejszy, o ile obliczenie to jest odpowiednio zaprogramowane. Je-
Sli A jest pasmowa o szerokosci pasma M < N, catkowity koszt wynosi
O(M - N?).
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Przykiad

Dla macierzy o wymiarach 128 x 128

7128 1 1 1 ... 17

1 2

1 2

1 > (15)
- 1 2_

(niezaznaczone elementy sg zerami)

zbieznoé¢ z doktadnoscia do 10~12 w algebraicznej metodzie gradien-
tow sprzezonych uzyskuje sie po 4 (sic!) iteracjach (w metodzie Gaussa-
Seidela byty to 42 iteracje; w obu wypadkach znacznie ponizej rozmiaru
macierzy).
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Problem!

W arytmetyce o skonczonej doktadnoséci kolejne generowane wektory nie
sg Scisle ortogonalne do swoich poprzednikow — na skutek akumuluja-
cego sie btedu zaokraglenia rzut na poprzednie wektory moze stac sie
z czasem znaczny. Powoduje to istotne spowolnienie metody.

Twierdzenie 6. Jezeli x jest scistym rozwigzaniem rownania (12), x;. sg
generowane w metodzie gradientow sprzezonych, zachodzi

N
%) | (16)

gdzie k jest wspofczynnikiem uwarunkowania macierzy A.

Ix — ]l < 2JIx — x| (

Jezeli k > 1, zbieznos¢ moze byc bardzo wolna.
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Przykiad

Rozwigzujemy uktady réwnan z matymi (32 x 32) macierzami symetrycznymi, rzeczywi-
stymi, dodatnio okre$lonymi, o réznych wspétczynnikach uwarunkowania. Ponizszy rysu-
nek pokazuje normy kolejnych wektoréw r,. lteracje zatrzymywano, gdy ||r,|| < 1078.
W arytmetyce doktadnej ||r,,~32|| = O.
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