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Transformacja Householdera stuzy do zerowania wielu sktadowych jakie-
gos wektora. Jezeli chcemy selektywnie wyzerowacé jakie$ sktadowe — lub
jesli interesujgcy nas wektor ma jakgs szczegolng posta¢ — bardziej efek-
tywne od transformacji Householdera bedg obroty Givensa.
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Macierz Givensa ma postac (niezaznaczone elementy sg zerami)
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G f) = 1 (1)
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gdzie wyrdznione elementy znajdujg sig na pozycjach, odpowiednio, (i, 7),
(4,7), (4,7), (4,7). Przyjmujemy, ze ¢ = cosf, s = sinf. Macierz
jest macierzg obrotu w ptaszczyznie (z;, ;) o kat & przeciwnie do ruchu

wskazdéwek zegara. Jest to macierz ortogonalna.
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Niech x bedzie pewnym wektorem i niech y = G(i, j)x. Sktadowe wek-
tora y wynoszg

( cr; + ST k=1
Yp = —sz;j+cx; k=j (2)
| Tk poza tym

Zazgdajmy, aby y; = 0. Widac, ze musi zachodzi¢
. T; _ Lj

JE T R
Obrét Givensa (1)) wraz z warunkami zeruje j-tg sktadowg wybranego
wektora. Sktadowa i-ta przybiera wartosé \/ :1:22 + x?
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Faktoryzacja QR macierzy tréjdiagonalnej symetrycznej

Rozpatrzmy macierz A € RV >V tréjdiagonalng symetryczna
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Zadziatajmy na nig macierzg Givensa takag, aby zerowata drugi element
pierwsze|] kolumny
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G, = 1 (5)
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Wiersze macierzy A1 poczawszy od trzeciego w dot zgadzajg sie z wier-
szami macierzy A. Obliczenie macierzy A1 wymaga wykonania statej, nie-
zaleznej od rozmiaru macierzy, liczby operacji. W wyniku otrzymalismy
macierz, w kiorej poddiagonalne elementy pierwszej kolumny sg zerami.
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Macierz A1 mnozymy przez macierz Givensa

1

co So
Go = —82 €2 (7)
1

dobrang tak, aby zerowata trzeci element drugiej kolumny macierzy A;.
Pierwszy wiersz i pierwsza kolumna nie zmieniajg sie, podobnie jak wier-
sze poczgwszy od czwartego. W rezultacie macierz A, = GoAq{ =
G->G1A ma zera w poddiagonalnych miejscach dwu pierwszych kolumn.
Ten krok takze wymaga statej, niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby
operacji.

W kolejnym kroku macierz A> mnozymy przez takg macierz Givensa, ktéra

wyzeruje czwarty element trzeciej kolumny. | tak dale;j.
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W ten sposob, po N —1 krokach, ponoszac koszt numeryczny O(N) (staty
koszt na krok, ~ N krokéw), otrzymujemy

_0 e O ]
c o o
Gy_1--G2G1A =R = * . . N (8a)
S
czyli
A= Q{Gg . GJTV_lj R (8b)

Q

Macierz Q) jest ortogonlna. Macierz R jest tréjkgtna gorna (tak naprawde
ma ona tylko dwie niezerowe diagonale nad diagonalg gtéwng). Widzimy,
ze (8b) jest faktoryzacjg QR macierzy trojdiagonalnej symetryczne.
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Zastosowanie do rozwigzywania uktadu rownan liniowych

Jezeli chcemy uzy¢ obrotéw Givensa do rozwigzania uktadu réwnan linio-
wych

Ax =bh, (9)

gdzie A jest trojdiagonalng macierzg symetryczng, postepujac jak poprzed-
nio otrzymujemy kolejno

GiAx = Gib (10a)

G-oG1Ax = G»-G1b (10b)

GN_l---GQGlAXERX = GN_l---GQGlb. (100)
Oczywiécie istotne jest tylko rownanie (10c) — lewych stron poprzednich

rownan nie musimy wylicza¢. Kazde kolejne mnozenie po stronie prawej
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wykonujemy w statym czasie, a wiec do postaci Rx = b dochodzimy
w czasie O(NN). To réwnanie rozwigzujemy metoda backsubstitution, co,
z uwagi na szczegolng posta¢ macierzy R, takze da sie wykona¢ w czasie
liniowym.

Przyktad ten pokazuje, ze mozemy odnies¢ duzy zysk na
ztozonoSci obliczeniowej, jesli tylko dobierzemy odpowiedni
algorytm odpowiadajgcy strukturze — w tym wypadku
rzadkosSci i symetrycznosci — macierzy.

Uwaga: Skumulowanej macierzy Givensa Q nie musimy wylicza¢ w spo-
s6b jawny — gdybysmy to chcieli zrobié, wymagatoby to O(N?) operagii.
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