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Czesciowe rozwiazania

Niech ||x|| bedzie norma euklidesowa wektora x € R™, a A € R"™*" bedzie macierza kwadra-
towa. Norma indukowana macierzy nazywam wielko$¢

[A] = max [Ax]|
Ixll=1

Znajdz normy indukowane nastgpujacych macierzy (wskazéwka: Zastosuj metode czynnikow
nieoznaczonych Lagrange’a):

1.

(1a)

Il
O =N
el
N = O

Poniewaz norma euklidesowa jest funkcja wypukta, zamiast normy mozemy maksymalizowad
kwadrat normy. Pozbedziemy si¢ w ten sposéb pierwiastkow, co uprosci obliczenia i zapis, ale
nie zmieni wynikéw.

Niech x = [z, 22, 23]T. Mamy

2 1 0 1 2z1 + 2
Ax=|[1 2 1 To | = | x1+ 229+ 23 (1b)
01 2 T3 T2 + 273

N? = |Ax|]” = (2x1 + 2 + 2)% + (21 + 229 + x3)% + (22 + 223)°
= 53:% + 63:3 + 5m§ + 8x1T9 + 22123 + 8x213 (1c)

Musimy zminimalizowaé wyrazenie (1c) przy warunku ||x|| 2= 22+ 2% +23 = 1. Wtymcelu
tworze funkcjonat

L = 5z7 + 623 + 523 + 87129 + 27123 + 8073 — A (aﬁ +z3+125— 1) (1d)

A jest czynnikiem nieoznaczonym. Teraz musze policzy¢
pochodne czastkowe OL/0x1 ,0L/0xs,0L/0xs 1 przyréwnaé je do zera. Po uproszczeniu
otrzymuje

(57)\)171%*41‘24’173 :0,
4(E1 + (6 — )\)(EQ =+ 4(E3 = O, (le)
T +4$2+(5—)\)CE3 =0
To nie jest krok “obowiazkowy”, ale dla uproszenia zapisu oznaczmy 5 — A\ = z. Wéwczas
powyzszy uktad réwnan przybierze postaé (w zapisie macierzowym)

4 z+1 4 zs | =0. (1)

Oczywistym rozwigzaniem rownania (1f) jest x1 = 9 = x3 = 0, ale nie jest to rozwiazanie
interesujace, gdyz nie spetnia warunku normalizacji. Czy réwnanie (1f) moZe mie¢ niezerowe
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rozwiazanie? Tak, pod warunkiem, ze wyznacznik gtéwny tego uktadu réwnan jest réwny
zero. Obliczamy

z 4 1
det | 4 z41 4 | =2%(241)+32—(2+1)—-32z=(2—1)[(¢+1)* —32] =0.
1 4 z

(Tg)

A zatem wyznacznik uktadu réwnar (1f) jest réwny zero gdy z = 1 lub z = —1 + 41/2.
Teraz nalezy rozpatrzy¢ te wszystkie trzy przypadki. Zauwazmy, ze w zwiazku z zerowaniem
si¢ wyznacznika gtéwnego, w kazdym wypadku dostaniemy tylko dwa niezaleznie réwnania.

(a) z=1.
Ty +4xrs + 23 =0
4x1 + 229 + 423 =0 (1h)
1 +4rs + 23 =0
Pierwsze i trzecie z réwnan (1h) sa identyczne. Bierzemy zatem pierwsze i drugie z tych
réwnan i rozwiazujemy je, traktujac xs jako parametr. Jako rozwiazanie otrzymujemy

—x3
X = 0 (11)
zs3

Biorac pod uwage, ze ||x||° = 1, dostajemy z3 = 41/v/2. Podstawiamy do (lc) i,
niezaleznie od wyboru znaku, dostajemy NV2(z = 1) = 4.

(b) z = —1+ 4+/2. Biorac pierwsze i drugie rownanie, dostaje

(—1—1—4\@)331 +4x9 + 23 =0 i)
Ay + Av/2ag + A = 0 !
Rozwiazaniem jest
T3
x=| —V2x3 (1K)

T3

a po unormowaniu x3 = +1/2. Po podstawieniu do (1c) dostaje N?(z = —1 + 4/2) =
6 — 4v/2 ~ 0.34.

(c) z = —1 — 4+/2. Postgpujac analogicznie, jak w poprzednim przypadku, otrzymuje

1)

(—1 — 4\/5),@1 +4xo+23=0
4z — 4V 2x9 + 4x53 =0

co po rozwiazaniu i uwzglednieniu normalizacji daje z; = 1/2, 20 = 1/v/2, 25 = 1/2
oraz N?(z = —1 — 4y/2) = 6 + 4y/2 ~ 11.66.

Zatem

N2oo = 64+4V2=4+4V242=(2+V2)? (1m)
Al = 2+V2 (In)
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Uwaga: poniewaz macierz A jest symetryczna, istnieje alternatywny sposob rozwigzania —
norma macierzy jest rowna najwickszemu modulowi wartos$ci wilasnej. Konstruuje wigc réw-
nanie charakterystyczne

2-¢ 1 0
det 1 2-¢ 1 = 462106 +4=—(£-2)(? -4 +2) =0, (lo)
0 1 2-¢

ktérego pierwiastkami (warto$ciami wiasnymi macierzy) sa & = 2,£ = 2 £ /2. Wybierajac
najwigksza z tych wartosci wtasnych, dostaje ||A|| = 2 + v/2, jak poprzednio ®

11
B= { 01 } (2a)
Postepujac jak w poprzednim zadaniu, otrzymuje

N? = (z1 + x2)% + 22 = 22 4 22120 + 223, (2b)
L =23 4 2x129 + 225 — N2F + 23 — 1) (2¢)

Obliczam pochodne czastkowe OL/dxq , 0L /x4, przyréwnuje je do zera i dostaje

1-A =
To + (2 - )\)IL‘Q =0
Dla uproszczenia notacji oznaczam 1 — A = z. W tej notacji
=0
2x1 + X2 (2e)
2o+ (1+2)z2 =0

Warunkiem koniecznym na to, aby uktad (2e) mial niezerowe rozwiazanie, jest, aby wyznacz-
nik gléwny tego uktadu byt réwny zero. Zatem

2(z4+1)—1=224+2-1=0, (2f)

skad z = (=1 £+ v/5)/2.

Z pierwszego z réwnafi (2e) otrzymuje¢ ¥ = —2zx1, a po uwzglednieniu normalizacji, 3 =

1/(1 + 2?). Zatem

1—22+222
14 22

Po podstawieniu obliczonych warto$ci z odpowiadajacych zerowaniu si¢ wyznacznika, dostaje

I?li]’l = (3 - \/5)/2"/\/1%1&)( = (3 + \/5)/2

Ostatecznie
3+vV5  1+45
Bl = /25 = (2h)

Ostatnig réwno$¢ mozna sprawdzié przez podniesienie wyrazenia (1 + \/5) /2 do kwadratu.

N? =22 — 2202 + 22227 = (2g)
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Ciekawe jest stwierdzi¢, jak okrag jednostkowy jest przeksztalcany przez macierz (2a).

-1.5 | | | | N
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Okrag jednostkowy (niebieski) i jego obraz (czerwony) po przeksztalceniu przez macierz (2a). Pokazano
tez wektory najbardziej rozciagane i najbardziej skracane przez t¢ macierz. Analogicznie
rozciagane/skracane sa tez wektory przeciwne do nich, lezace w trzeciej i drugiej ¢wiartce.
Zauwazmy, ze te “ekstremalne” wektory nie sa wektorami wtasnymi macierzy (2a).

Poniewaz macierz B nie jest symetryczna, préba znalezienia jej normy poprzez wartosci wla-

sne nie dziata. Mozna jednak skorzysta¢ z wiasnosci, ze || BTB|| = |B||*. Dla macierzy (2a)
11

T _ .

B'B = { L o } . (2i)

Jest to macierz symetryczna. Jej warto$ci wtasne znajdujemy rozwigzujac réwnanie

det{llg 2i£}=§2—3§+1:0, 2i)

skad & 2 = (34 1/5)/2. Wigksza z tych liczb jest norma macierzy B” B. Wyciagajac pierwia-
stek, znajdujemy, ze | B|| = (1 + /5)/2, jak poprzednio.
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3. Definicj¢ normy indukowanej macierzy mozna uogdlni¢ takze na macierze niekwadratowe.
Znajdz norm¢ macierzy
1 01
C-= (3a)

010
Jedyna trudno$¢ (?) w tym zadaniu stanowi fakt, ze argumentem jest wektor tréjwymiarowy,
a wynikiem dwuwymiarowy.

Postgpujac jak poprzednio, otrzymujemy

N? = (z1 +x3)* + 22 = 23 + 22 + 22 + 20123 (3b)
L=x?+x2+a2+20xs— Ao+ +22-1) (3c)

Po przyréwnaniu pochodnych czastkowych do zera dostaje

(]. — )\)xl +x3 = 0
(1 —A)xg =0 3d)
1+ (1=XNzz =0

Jesli A = 1, rozwiazaniem jest x;y = x3 = 0, xo dowolne, a po uwzglednieniu warunku
unormowania, s = 1. Wéwczas N2 = 1. Jesli A # 1, x5 = 0 oraz musi zachodzié

(3e)

(1—)\)1‘1+$3 =0
Z‘1+(1—)\)J)3 =0

Aby ten uktad réwnain moégt mie¢ niezerowe rozwiazanie, jego wyznacznik gléwny musi zni-
kaé, czyli zachodzi¢ z = +1, gdzie z = 1 — A. W takim wypadku 3 = Fx1, a po uwzgled-
nieniu normalizacji rozwigzaniami s3 wektory

1
T
0 (31)
1
V2
Woéwcezas
=il (32)
To Tty T AT &
Wybierajac najwieksza z obliczonych wartosci A2, widzimy, ze
IC|l = V2. (3h)

W tym wypadku préba szukania normy macierzy poprzez warto$ci wtasne wrecz nie ma sensu,
jako ze macierz C nie jest kwadratowa.

PFG



