Metoda gradientow sprz¢zonych — dowod
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Niech macierz A € RV*¥ bedzie symetryczna i dodatnio okreslona. Niech r; € RY bedzie
dowolnym wektorem takim, ze ||r1]| # 0 i niech p; = ry. Definiujemy nastgpujaca iteracje:

T
r,Tg

o = , (1a)
pgAPk

rp+1 = T — apApy, (1b)
rl Thi1

By = LI (Ic)
rkrk

Pk+1 = Tiy1+ BrPk- (1d)

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdych i, j, ¢ > j, zachodzi

rir; = 0, (2a)
r/p;, = 0, (2b)
p/Ap, = 0. (2¢)

Zwré¢my uwage, ze wszystkie wielkosci stojace po lewej stronie (2) sa liczbami (skalarami).

1 Pierwszy krok

W pierwszym kroku dowodu indukcyjnego wygenerujemy wektory rs, po i pokazemy, ze spetniaja
one relacje (2) z wektorami ry, p;.

A. Obliczmy

rir; = (r1 — axAp;) ' r1 = (¢] —app? AT)r; = (¢f — aprT A)ry (3a)
W ostatniej rownosci skorzystaliSmy z faktu, ze p; = r; oraz ze macierz A jest symetryczna; na
dalszych etapach dowodu bedziemy ten ostatni krok wykonywaé bez komentarza. Wykonajmy teraz
mnozenie przez wyrazenie w nawiasie i skorzystajmy z postaci a;;. Otrzymujemy

I'TI'1 I‘TI‘1
rlry =rTr — 2 r’Ary =17r — =2 rTAr (3b)
P1 APy r; Ar

gdzie znéw skorzystaliSmy z tego, ze p1 = ri. W tej sytuacji mianownik utamka upraszcza sig¢
z wielkoscia stojaca za utamkiem i ostatecznie

rir; =0. (3e)
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B. Ten sam rachunek pokazuje, ze r1 p; = 0, gdyz p; = r1.

C. Teraz obliczmy
T _ T _ T
P> Ap; = (r2 + f1p1)” Ap; = (r2 + Bir1)” Apy, (4a)

gdzie ponownie skorzystaliSmy z faktu, ze p; = r;. Wyrazenie Ap; wyliczamy z (1b):

1
Ap;=——(r2—11). (4b)
(63}
Wobec tego
1
p; Ap, = —071(1“2 + Biry)(r2 —r1) " (ra —11) = —OTI(I‘QTQ —rj11 + fir] ry — firi 1)
(4¢)

W (3c) juz pokazali$my, ze rlr; = 0, a wigc drugi i trzeci wyraz znikaja. Skorzystajmy z jawnej

postaci [y.

T 1 T ryr2 7
P2 Ap; = —— |r2 r2 — z—rir; | =0, (4d)
aq riry

gdyz wyrazenie w nawiasie redukuje sig.

W ten sposéb wykonaliSmy pierwszy krok dowodu indukcyjnego: wykazaliSmy, ze nowowyge-
nerowane wektory ry, po spetniaja zaleznosci (2) z wektorami ry, p;.

2 Zalozenie indukcyjne

Zaktadamy, ze zgodnie z (1) wygenerowaliSmy wektory ry, pr i mlodsze i ze spelniaja one relacje
(2) az do pokolenia k wtacznie.

Wygenerujemy teraz wektory ry41, Px+1 1 sprawdzimy, ze przy tym zalozeniu spetniaja one re-
lacje (2) ze swoimi poprzednikami z mtodszych pokolen.

3 Krok indukcyjny

D. Obliczmy

T T YiTk
)Y'rg =r,TK — pj, Ary . (5a)

T
r. rp = (rp — a A
k+1tk (k kAP pprk

Gdyby mianownik dato si¢ uprosci¢ z wyrazeniem stojacym za utamkiem, prawa strona zreduko-
walaby si¢ do zera. Ale czy wskazane wyrazenia sg rowne? Z (1d) ze wskaZnikiem obnizonym o 1
wyliczamy
Iy = Pk — Be—1Pk—1, (5b)
a zatem
P/ Ar. = p} A(px — Bk-1Pk—1) = P Apy — Bk 1P} APy - (5¢)

Ostatnie wyrazenie znika na mocy zalozenia indukcyjnego (2¢), czyli

pi Ar; = p{ Ap,, (5d)
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a wiec
T
I‘k Tz T
P.Ap. =0. (S5e)
PfAPk ¥ ¥

Uwaga! Wyrazenie (5d) nie oznacza, ze wektory px, rx sa réwne! Wektory te moga si¢ r6znic o sktad-
niki ortogonalne do wektora Ap,.

T _ T
rk+1rk — I‘k rey —

E. W poprzednim punkcie pokazaliSmy, ze wektor ry; jest ortogonalny do swojego bezposred-
niego poprzednika. A co z mlodszymi wektorami? WeZmy ! < k i obliczmy

T T T T
rp .t = (rp — apApy) 1y =11 — Q)P Ary . (6a)

Pierwszy wyraz po prawej znika na mocy zalozenia indukcyjnego (2a). Pozostaty wyraz przeksztat-
camy korzystajac z (1d) z odpowiednio obnizonymi wskaZnikiami:

ri, 1 = —aypi Ar; = —api A(p; — Bi—1Pi—1) = —Pi Ap; + axBi—1pi Api—1 =0,

(6b)
gdyz oba wyrazenia znikaja na mocy zatozenia indukcyjnego (2c).
F. Obliczamy
T T T T rpty 7 T
e 1Pk = (ry, —oxpy A)Pr =T}, Pk — T Py Ap, =) (Pr — Tk) - (7a)
P, Apy,
Wyrazenie w nawiasie obliczamy na podstawie (1d) ze wskaZnikiem obnizonym o 1.
riy1Pe = Be-1t Peo1 =0, (7b)
co wynika z zatozenia indukcyjnego (2b).
G. Niech [ < k. Obliczamy
ri P =T} P — apj Ap, = 0. ®)

Pierwszy wyraz po prawej stronie znika na mocy zatozenia indukcyjnego (2b), drugi na mocy zato-
zenia indukcyjnego (2c).

H. Wreszcie trzeba sprawdzié¢ warunek sprzgzenia.
P{+1Apk = (rngl + kaf)Apk~ (%a)

Wyrazenie Ap,, wyliczamy z (1b).

-1
Pii1Ap, = ?k(r£+1 + Bkpr ) (ki1 — k)
-1
= ?k(r£+1rk+1 — i Tk + BiPhThi1 — BePy k) - (9b)
Pokazalismy juz, ze I{Hrk = 0, zobacz (5e), a takze, ze I{Hpk = 0, zobacz (7b), a zatem drugi

i trzeci wyraz znikaja. Pozostaje

T AL — —1( 7 r;‘cr+1rk+1 T
Prr1APr = — | Ter1Tk+1 — — 7. PrTk |, (9¢)
A r,rg

gdzie skorzystalismy z jawnej postaci S Jesli chodzi o ostatni czton, to

piry = (cF 4 Br_1pi_)rr =it (9d)
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gdyz r{ pr—1 = 0 na mocy zatozenia indukcyjnego (2b). Zatem

T A —1( 7 r£+1rk+1 T
Pit1AP; = — | Fppalht1 — — 7 Ttk | = 0. (%e)
(677 I‘k I

I. Na koniec bierzemy [ < k i obliczamy

P{HAPI = (rfﬂ + kag)Apl = I'ZHAPI + 5kP£APz . (10a)
Ostatnie wyrazenie znika na mocy zatozenia indukcyjnego (2¢). Ap; wyliczamy z (1b) z odpowied-
nio obnizonymi wskaZnikami.
T -1 r
Pi11ApP, = Erk+1(rl+1 -1)=0, (10b)

edyzl < k, 1+ 1 < k, a juz pokazaliSmy, ze rj1 jest ortogonalny do wszystkich poprzedzajacych
go wektoréw r;.

Ten punkt koficzy dowdd ©.

4 Zakonczenie iteracji

Iteracje (1) prowadzimy tak dtugo, az ||rg|| # 0. Udowodniona juz wtasno$é (2a) stanowi, kolejne
wektory r; sa wzajemnie ortogonalne. Tymczasem w przestrzeni [NV-wymiarowej nie da si¢ zdefinio-
wac wigcej, niz N wzajemnie prostopadlych kierunkéw. Wektor r 1 nie moze by¢ niezalezny od
swoich poprzednikéw, a zarazem musi by¢ do nich ortogonalny. Jedynym wektorem, ktdry to spelnia,
jest wektor zerowy: wlasnos$¢ (2a) zapewnia, ze ry41 = 0.

5 Symetria i dodatnia okreslonos¢?

Z symetrii macierzy A, AT = A, korzystalismy wielokrotnie w trakcie dowodu, po raz pierwszy
w kroku (3a). A gdzie wykorzystywana jest dodatnia okre§lono$¢ macierzy? Ot6z do samego zdefi-
niowania iteracji (1). Dodatnia okre§lonos¢ macierzy A gwarantuje, ze w wyrazeniu (1a) nie dzielimy
przez zero. Bez tego wymagania cala iteracja mogtaby si¢ zatamac.

6 Zastosowanie do rozwiazywania rownan liniowych

Przypu$émy, ze chcemy rozwiaza¢ uktad réwnan
Ax=b, (11a)
przy czym macierz A jest symetryczna i dodatnio okre$lona. WeZmy dowolny wektor x; i zdefi-
niujmy r; = b — Ax;. Jezeli r; = 0 nic wigcej nie musimy robi¢: x; jest rozwigzaniem réwnania
(11a). Jesli r1 # 0, mozemy go uzy¢ do zainicjowania iteracji (1). Definiujemy
Xkt1 = Xp + QPk - (11b)

Twierdzimy, ze X 41 jest rozwigzaniem réwnania (11a).

W tym celu wystarczy pokazaé, ze

rpy=b— Ax;. (11¢)
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Jezeli (11c) zachodzi, to poniewaz r 1 = 0, X y+1 jest poszukiwanym rozwiazaniem.
Dowdd (11c) takze prowadzimy indukcyjnie.

Pierwszy krok:

X2 = X1+ o1Pp1,
b — Ax, b — A(x; + a1p1)
b—-Ax; —a1Ap, =11 —a1Ap; =19

Krok indukcyjny: Zatézmy, ze (11c) zachodzi az do pokolenia k wtacznie. Wowczas

b—AXk+1 = b—A(Xk +akpk)
= b—-Ax; —opAp, =1, — arAp, =Tpy1.

(11d)

(11e)

(11£)



