Metody numeryczne — 7,16.11.2023 1

1. Dana jest macierz o strukturze
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Niewypelione elementy sg zerami. Przyjmijmy, ze macierz ta jest dodatnio okre§lona. Zapro-
ponuj i zapisz (w kodzie lub pseudokodzie) efektywny algorytm obliczania Ax, gdzie A jest
macierza (1), a x jakim§ wektorem.

2. Dla macierzy (1) zaproponuj i zapisz (w kodzie lub pseudokodzie) efektywny algorytm reali-
zujacy metodg Gaussa-Seidela.

3. Metoda gradientéw sprzezonych. Niech macierz A € RY*¥ bedzie symetryczna i dodatnio
okreslona. Niech r; € RY bedzie dowolnym wektorem takim, ze ||r1|| # 0 i niech p; = ry.
Definiujemy nastgpujaca iteracje:
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Tpr1 = T — apApyg, (2b)
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Pry1 = Tiy1+ BePk- (2d)

Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdych i, 7, ¢ > j, zachodzi

rlr; = 0, (3a)
r/p; = 0, (3b)
p; Ap, = 0. (3c)

Gdzie w dowodzie wykorzystuje si¢ symetrig, gdzie zas§ dodatnig okreslono$¢ macierzy A?

Wskazowka: Dowdd nalezy przeprowadzi¢ indukcyjnie. Krok indukcyjny polega na tym, iz
zaktadamy, ze pierwsze k < N wektoréw r;, p; spetnia (3). Nastepnie generujemy wektory
I'ix+1, Pk+1. Trzeba pokazac, ze one takze spetniaja (3) korzystajac z tego, ze poprzednie wek-
tory je spetniaja. Dowdd ten jest prosty, ale na ¢wiczeniach stracimy na niego mndstwo czasu,
jesli nie sprobujecie go Paristwo przeprowadzi¢ samodzielnie.

4. Dane jest réwnanie liniowe

Ax=b, 4)

przy czym macierz A spetnia zatozenia poprzedniego zadania. Niech x; bedzie pierwszym
(by¢ moze ztym) przyblizeniem rozwiazania réwnania (4) i niech r;y = Ax; — b. W kazdym
kroku iteracji (2) definiujemy
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Xk+1 = X — OPk - &)

Znale7¢ zwiazek pomigdzy Xj a ry. Pokazaé, ze xy41 jest Scistym rozwigzaniem réwnania
(4) (w arytmetyce doktadne;j).
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