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Kiedy eliminacja Gaussa nie wystarcza

Eliminacji Gaussa warto uzywac¢ do rozwigzywania pojedynczego réwna-
nia

Ax=Db, detA#0 (1)

lub do kilku takich réwnan, o ile ich wszystkie prawe strony sg z gory znane.
(Przyktadem takiej sytuacji jest rozwigzywanie liniowych rownan macie-
rzowych, w tym niezwykle egzotyczna sytuacja, w ktérej nalezy znalezé
jawng odwrotnos¢ danej macierzy.) Widzimy wszkaze, ze kolejne kroki
eliminacji Gaussa zalezg wytgcznie od elementow macierzy A — prawe
strony, choC trzeba je przeksztatcaC, sg niejako “biernymi” uczestnikami
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procesu. Nalezy pomysle¢ o algorytmach, ktére zajmujg sie samg macie-
rzg, odktadajgc przeksztatcanie prawych stron (kolmun wyrazow wolnych)
do czasu, gdy bedzie to naprawde potrzebne.

Takimi algorytmami sg faktoryzacje, czyli przedstawienie macierzy A jako
iloczynu dwu macierzy w jakim$ sensie prostszych:
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Faktoryzacja LU

Przypuscmy, ze udato nam sig znalez¢ faktoryzacje
A=L.U, (3)

gdzie macierz U jest trojkgtna gorna (wszystkie elementy ponizej gtownej
przekatnej sg zerami), natomiast L jest trojkatna dolna; dodatkowo przyj-
mujemy, ze jej wszystkie elementy diagonalne sg réwne 1, [;; = 1. Takag
faktoryzacje nazywamy faktoryzacja LU.
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Jezeli faktoryzacja LU jest znana, rOwnanie

Ax=LUx=b (4)
~—
y
rozwigzujemy jako
Ly = b (5a)
Ux = vy (Sb)

Pierwsze z tych rownan rozwigzujemy metodg forward substitution, drugie
— metodg back substitution. Poniewaz sg to rownania z macierzami troj-
katnymi, koszt obliczeniowy rozwigzania kazdego z nich wynosi O(N?2),
a zatem koszt rozwigzania (@) wynosi O(2N?2).

Pozostaje jezcze “tylko” dokona¢ samej faktoryzaciji.
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Algorytm Doolittle’a

Aby dokonaé faktoryzacji LU, nalezy obliczyé N2 nieznanych elementéw
macierzy L, U. Rozpiszmy (3):

aii
az1
asi

aN1

ai2
a2
as2

an2

ais
a23
as3

an3

ai1nN
as>N
aszN

aANN

u11

u12
u22

uis
u23
u33

UIN
UsN
U3N

UNN

—4

4

(6)

Okazuje sig, ze rozwigzywanie rownan na poszczegolne elementy [;;, upq
jest proste, jezeli przeprowadza sie je we wiasciwej kolejnosci, odpowiada-
jacej kolejnym kolumnom macierzy A.
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Pierwsza kolumna: Aby znalez¢ pierwszg kolumne macierzy A, mnozymy
kolejne wiersze L przez pierwszg kolumne macierzy U. Ale ta kolumna ma
tylko jeden element. Otrzymujemy

u11] = a1l
lo1u11 = ani
l31u11 = a3z1 (7)
IN1u11 = ani

Z pierwszego z réwnan obliczamy w11, a nastepnie z kolejnych
021,131, .., IN1-
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Druga kolumna: Wyrazenia na elementy drugiej kolumny macierzy A po-
wstajg z przemnozenia kolejnych wierszy L przez drugg kolumne U:

U2 = a2
lo1u1p  + up> = ano
l31u12  + l3punnp = azo (8)
INtuip + Inouno = apno

Z pierwszego z tych rownan obliczamy u1>. W tym momencie uq- jest juz
znane, podobnie jak obliczone wczednigj l41, a zatem z drugiego z réwnan
([8) obliczamy uo5, a z kolejnych i35, 145, ..., IN>.

| tak dale.
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Widac, ze sredni koszt obliczenia ktérego$ z nieznanych elementéw ;;, upq
jest rzedu O(N). Poniewaz elementéw tych jest N2, zlozono$é nume-
ryczna algorytmu Doolittle’a wynosi O(N3). Catkowity koszt rozwiazania
uktadu réwnan liniowych, a wiec faktoryzacji LU i rozwigzania uktadow
rownan z macierzami tréjkgtnymi (5), jest taki sam, jak eliminacji Gaussa.

Przewaga faktoryzacji LU nad eliminacjg Gaussa polega na tym, iz przy
pomocy faktoryacji LU mozna rozwigzywac¢ dowolnie wiele rdwnan z ta-
Kimi samymi lewymi stronami (macierzami), przy czym “kosztowng” czesc¢,
a wiec sama faktoryzacje, oblicza sie tylko raz.

Z uwagi na symetrie problemu i na kolejnos¢ wykonywanych obliczen, fak-
toryzacja LU nie wymaga dodatkowej pamieci do zapamietania obliczo-
nych elementow faktoryzacji: elementy macierzy L (bez diagonali) zapa-
mietujemy w poddiagonalnym trojkacie macierzy A, elementy macierzy U
— na diagonali i w ponaddiagonalnym trojkacie A.
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Przykiad

W celu dokonania faktoryzacji LU macierzy

musimy rozwi"aza"c r'ownania

(1 2 2]
2 1 2

2 21

(1 2 2]

2 1 2

2 2 1|
1 U1l U122 U13
= |l 1 up U3
| I31 I3 1| | u33

(10)

ze wzgl"edu na l;;, uy;. W tym celu zapiszmy indywidualne r"ownania, na
, W kolejno"sci odpowiadaj"ace przegl"adaniu ma-

jakie rozpada si"e (10
cierzy (9) kolumnami.
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Pierwsza kolumna macierzy (9) odpowiada

U1 = 1 (1 13.)
l31u11 = 2 (1 1C)

sk"ad natychmiast otrzymujemy
uip =1, o1 =2, l31 =2. (12)

Zwr"o"cmy uwag"e, i"r pierwsze z r'owna"n

11

s"lu"ry do wyliczenia ele-

mentu macierzy U, drugie i trzecie — do wyliczenia element"ow macierzy

L.

Druga kolumna odpowiada

U1
lo1u12 + uoo
[31u12 + l30u02

2 (13a)
1 (13b)
2 (13c)
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Zauwa'"rmy, "re je"sli r"ownania (13) rozwi"azywa"c w kolejno"sci ,natural-
nej”, od g"ory do do"lu, ka"rde z nich okazuje si"e by"c r"ownaniem z jedn"a
niewiadom"a. Pierwsze dwa s"lu"r"a do wyliczenia element"ow macierzy
U, trzecie do wyliczenia elementu macierzy L. Otrzymujemy

2

uip =2, ugy = —3, l32=§- (14)
Trzecia kolumna (9) daje
u1z3 = 2 (15a)
loqu1z +uoz = 2 (15Db)
l31u13 + I3pup3 +u3zz = 1 (15¢)

W tym wypadku wszystkie trzy r"ownania (19) slu"r"a do obliczenia ele-
ment"ow macierzy U. Podobnie jak poprzednio, je"sli r"ownania te rozwi"azywa"c
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od g"ory do do"lu, ka"rde z nich jest r"ownaniem z jedn"a niewiadom"a.
Jako rozwi"azanie otrzymujemy

5
u13 =2, uz3=-—2, u33 = 7. (16)
Ostatecznie
(1 171 2 27 [1 2 2°
2 1 -3 2|=|212 (17)
2 5
_231__ -3 | 2 2 1
R"owno"s"c w (1/) mo"rna sprawdzi"c bezpo"srednim rachunkiem.
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Algorytm Crouta

Przedstawiony algorytm nie zawiera wyboru elementu podstawowego (pi-
votingu), ten zas jest niezbedny dla stabilnosci catego procesu. Z uwagi na
symetrie faktoryzaciji, tylko czesciowy wybor elementu podstawowego jest
mozliwy. Omowimy to na przyktadzie. Rozwigzujgc rownania (8) poczgw-
szy od drugiego z nich, obliczamy

loougo = aoo — lojuio (loo=1)
[3pupp = azp — l31u12 (18)

INou22 = an2 — IN1u12
Poréwnujemy teraz wyliczone lewe strony rownan (18) i wybieramy naj-
wiekszg (na modut) z nich; te uznajemy za “wtasciwe” u>> — odpowiada to
permutacji wierszy macierzy A. Nalezy takze spermutowac juz obliczone
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wiersze macierzy L. W rezultacie otrzymujemy faktoryzacje LU nie same]
macierzy A, ale macierzy réznigcej sie od niej pewng permutacjg wierszy.

Przykiad

Rozpatrzmy problem znalezienia nastepujgcej faktoryzaciji:

2 4 1 1 1 0 00 U111 U12 U113 U1l4
1 2 3 1| |lpy 1 0O O uoo u23 ung
oO12 —-1]| [31 I3 1 0 0 O w33 wu34g
i —1 1 0 1 i i l41 l42 l43 1 0 0 0 Ugq4
(19)
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Faktoryzacje znajdujemy przechodzgc macierz A kolumnami, poczynajgc
od lewego gornego rogu. Pierwsza kolumna daje zatem

ail - U] = 2 (203.)
ani - lQlull =1 (20b)
azy @ l3jui1 =0 (20c)
agl i laiuinp = -1 (20d)
Po przejrzeniu pierwszej kolumny faktoryzacja ma postac
[ 2 4 1 1 ] 1 0 OO_—Q U1 U113 U4 |
123 1| _| 2 1 00/||0 ux unz uog
O 1 2 -1 - 0 l32 1 0 0 O uU33 U334
| -1 10 1] | -3 lap layz 1|0 0O O ugs_
(21)
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Przystepujemy do przegladania drugiej kolumny:

a1 . uip =4 (22a)
ans> - %-4—|—u22=2::>u2220 (22b)
azo> . 0-44lI3oupp =1 == lIlzounpr =1 (22¢)
agp —% 4+ lgoupp =1 == lgoupp =3 (22d)

Widagé, iz réwnan (22) nie da sie rozwigzaé ze wzgledu na l3», l45. Dzieje
sie tak dlatego, ze aktualny element diagonalny (,element podstawowy”)
jest zerem. Aby unikng¢ tej sytuacji, nalezy przestawic¢ drugi wiersz fakto-
ryzowanej macierzy z pewnym innym wierszem lezgcym ponizej drugiego;
oczywiscie nalezy takze przestawic juz obliczone elementy macierzy L od-
powiadajgce przestawianym wierszom A. Jako wiersz, ktory zajmie miej-
sce wiersza drugiego, wybieramy ten, kitéry prowadzi do najwiekszej (na
modut) wartosci po prawej stronie rownan (22), jako ze ta wartos¢ stanie
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sie nowym elementem diagonalnym, przez ktéry bedziemy dzieli¢c. W na-

szym przyktadzie jest to wiersz czwarty. Zatem

2
—1
O
1

4

1
1
2

WwnNn o+

1
1
—1
1

1

2
O

N|—

O O
1 0
[32 1
lg2 143

0

0
0
1_

©COON

N

O OoN

u1is
u23
u33

U4
U24
U34
Uq4

(23)

Kolory wskazujg co z czym byto przestawiane. Podkre$lam, iz w macierzy
L przestawieniu podlegaja tylko juz obliczone elementy, a wiec elementy
lezgce na lewo od aktualnie analizowane] kolumny. Poniewaz wiersze le-
zace powyzej aktualnie obliczanego elementu diagonalnego nie ulegajg
zmianie, obliczong wartos¢ w1, mozna juz byto wpisa¢ do macierzy. Teraz
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z tatwoscig obliczamy

1
anso . —5-4—|—u22=1 —> U9y =3 (24a)
1
as3o . O- 4—|—l32’LL22—1 = l32—§ (24b)
1
a4 5-4+l42uzz=2 = l42 =0 (24c)
a zatem
T 241 17 | 10 00|72 4 uiz uig]
110 1| _|-31 00/||0 3 uyxz ups (25)
012 -1 | 0% 10|00 ugz ugs |’
_123 1_ %01431 _OO OU44_
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Przystepujemy do przeglgdania trzeciej kolumny.

a3 - u1z3 =1 (26a)
1 1
an3s . —5 *U13 -+ up3 = 0 — up3 = 5 (26b)
1 11
as3s . O - u13 —+ § - U23 —+ u33 = 2 — u33 = F (260)
1 5
as3: 5 u1z+0-uoz +laguzz =3 == laguzgz = (26d)
W tym wypadku nie musimy permutowac wierszy (réwnania (26) nie zawie-

rajg dzielenia przez zero), tym niemniej powinnismy to zrobic, aby elemen-
tem diagonalnym byt element o mozliwie najwiekszym module. Poniewaz
5/2 > 11/6, permutujemy trzeci i czwarty wiersz macierzy A, przestawia-
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jac jednoczesnie odpowiednie juz obliczone elementy macierzy L. A zatem

2 41
—1 1 0
1 2 3

-
1
1
012 -1

O NN =

O
1
O
1
3

0 O]

O O
1 0

laz 1 |

2 4 1

1
0O 3 5
O O wu3z3
O O 0

U4
U24
U34
U44

(27)

Jak poprzednio, kolory pokazujg elementy, ktére zostaty przestawione. Te-
raz z tatwoscig obliczamy najpierw brakujgce elementy ussz, la3, pOzniej
zas elementy ostatniej kolumny macierzy U — w tym przypadku nie trzeba
(a nawet nie da sie) wykonywac juz zadnych ,pivotéw”. Ostatecznie otrzy-

mujemy

o 4 1 1 [ } O 0O 2 4 } %

_ —= 1 0O O 3 5 =
P20 ; 2 3| (@8
123 1 50 101003 2

| 01 2 -1 0 i 1][000 -2
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Wida¢ zatem, ze

1. Faktoryzacja LU nie wymaga de facto rozwigzywania skomplikowa-
nego ukfadu réwnan, jako ze kazde z rozwigzywanych réwnan jest
rownaniem z jedng niewiadoma, jesli tylko macierz A jest przegladana
we wiasciwej kolejnosci. Obliczenie jednego elementu wymaga ~ N
operacji, wszystkich elementéw jest N2 zatem koszt obliczeniowy fak-
toryzacji LU jest rzedu O(N3).

2. Macierz A mozna przeglada¢ kolumnami poczynajgc od lewego gor-
nego rogu, lecz jeszcze bardziej naturalna jest nastepujgca kolejnos$c:

(a) Zaczynamy od lewego gérnego rogu.
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(b) Przegladajac k—tg kolumne od pozycji diagonalnej w dét obliczamy
wszystkie iloczyny lpiupz, lk—l—l,kukks oy Inyrup, bez wykonywa-
nia dzielenia przez uy;. Jako element podstawowy wybieramy ten z
nich, ktéry ma najwiekszg (na modut) warto§¢ — w tym celu prze-
stawiamy odpowiednie wiersze A oraz odpowiednie elementy L
stojgce w juz obliczonych kolumnach (1,...,k—1). Teraz wykonu-
jemy dzielenie przez nowe wu; (I, = 1). Widac, ze iloczyndéw
l.urk, s > k, nie trzeba ponownie oblicza¢, poniewaz zostaty po-
liczone przed wybraniem elementu podstawowego.

(c) Po przejrzeniu k—tej kolumny przeglgdamy k—ty wiersz poczynajac
od pozycji k41 (poprzednie elementy tego wiersza zostaty juz ob-
liczone przy okazji przegladania poprzednich kolumn), jako ze nie
biorg one udziatu w wyborze elementu podstawowego, wszystkie
zas elementy potrzebne do ich obliczenia sg juz w tym momencie
znane.
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3. Na skutek zastosowania wyboru elementu podstawowego dostajemy
nie faktoryzacje wyjsciowej macierzy A, lecz faktoryzacje macierzy
roznigcej sie od macierzy wyjsciowej kolejnoscig wierszy (poréwnaj
lewe strony (19) i (28)). Trzeba zapamietac te permutacje wierszy, jako
ze przy rozwigzywaniu rownania Ax = b trzeba zastosowac te samg
permutacje elementéw wektora b.
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Algorytm Thomasa

Mozna tatwo zauwazy¢, ze faktoryzacji LU macierzy trojdiagonalnej mozna
dokonac w czasie liniowym. Istotnie, gdy obliczamy elementy I;;,7 > j, Wi-
dzimy, ze dla takiej macierzy tylko [,, ,, 4 1 7 O — pozostatych elementow
nie trzeba wiec oblicza¢, skoro z géry wiadomo, ze znikajg. Czynnik L jest
dwudiagonalny, podobnie dwudiagonalny jest czynnik U, a zatem takze
forward substitution i backsubstitution mozna wykona¢ w czasie liniowym.
Uwaga: Ze zwzgledu na koniecznoSC zachowania ksztattu macierzy troj-
diagonalnej, niemozliwy jest przy tym wybér elementu podstawowego.

Ztozonos¢ obliczeniowa rozwigzywania uktadu robwnan z macierzg tréjdia-
gonalng wynosi O(N).

Algorytm faktoryzacji LU macierzy trojdiagonalnej, wraz z forward substi-
tution i backsubstitution, nosi nazwe algorytmu Thomasa.
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Faktoryzacja Cholesky’ego

Niech A € RVXN pedzie symetryczna, AL = A, i dodatnio okre$lona:
vxeRY x£0:x'Ax > 0. (29)
Wdowczas istnieje alternatywa dla faktoryzacji LU: faktoryzacja postaci
A =ccl, (30)

gdzie C jest macierzg tréjkatng dolng o elementach diagonalnych wigk-
szych od zera. Znalezienie faktoryzacji Cholesky’ego jest mniej wiecej o po-
towe szybsze, niz znalezienie faktoryzacji LU tej samej macierzy.
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Najprostszy algorytm jest bardzo podobny do algorytmu Doolittle’a:

C11 Ci1 €21 €31 C41 ... ailx a21 4azi1 a41
Cc21 C22 C22 C32 C42 o a21 a2 asz2 a42
C31 C32 C33 C33 C43 < = a3l as2 ass a43
Cal C42 C43 Ca4 caq ... a41 Q42 Q43 Q44
. — — . —
N~ N~ N~
C CT A

Pierwsza kolumna macierzy A daje
2

c11 — 0aii1
cp1C€11 = a21
c31€11 = a3z1 (32)
c41€11 = @41

Z pierwszego z tych réwnan obliczamy c1 1, z kolejnych ¢»1, c37 itd.
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Druga kolumna daje

Pierwsze z réwnan (33

, 011051 = ani
c51 Tt ¢5p = a2
c31C21 + €32C00 = aszo
C41C21 + C42C20 = a4

jest identyczne z drugim z rownan

32

(33)

. Drugie

z rownan (33) pozwala na wyliczenie co5. Dalsze rownania pozwalajg wy-

|iCZYé C32,C4D itd.

| tak dale].

Z uwagi na symetrie problemu, przy obliczaniu faktoryzacji Cholesky’ego
nie jest mozliwy wybér elementdéw podstawowych. Z uwagi na kolejnosc
obliczen, obliczone czynniki Cholesky’ego mozna przechowywac w tym sa-
mym miejscu, co elementy pierwotnej macierzy A.
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Faktoryzacja LDL

Jedli macierz A € RVXN jest symetryczna, AT = A, mozna dla niej
skonstruowac faktoryzacje LDL:

1 dq 1 I 37
A=LDLT = |2 © 2 b
: o o o (éﬁé)
ll . 1 [ d1 d1dlzl 21531 |
B li l32 1 : 31;2 (34b)

Niewypetnione elementy sg zerami. Drugie z réwnan (34) wynika z pierw-
szego, po wymnozeniu dwu skrajnych prawych macierzy.
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Na postawie drugiego z réwnan (34) widzimy, ze faktoryzacja LDL jest
szczegolng postacig faktoryzacji LU, kit6ra jest mozliwa dzieki temu, ze
macierz jest symetryczna. Dla duzych rozmiarow macierzy jest ona dwa
razy szybsza, niz ogdlna faktoryzacja LU, ale nie mozna szuka¢ elemen-
tow podstawowych, gdyz permutacje zniszczytyby symetrie macierzy.

Przykiad
(1 2 1] 1 0 O0] [1 oo0]|] [1 2 1]
2 24| =12 10 O -2 0 01 -1 (35)
1 40 1 -11] [0 01 00 1
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Zwigzek z faktoryzacja Cholesky’ego

Jesli macierz jest symetryczna i dodatnio okreslona, Vi : d; > 0. Wéwczas
tatwo znalez¢ zwigzek pomiedzy faktoryzacjg LDL a faktoryzacjg Chole-
sky’ego A = CC" tej macierzy:

C=L- VD, (36)
gdzie
[ Vd1
VD = diag {\/CZ} — vd2 Vi (37)

Przewaga faktoryzacji LDL nad Choleskym polega na tym, ze do obliczania
LDL nie trzeba wylicza¢ pierwiastkdéw, co dla macierzy o duzym rozmiarze
mogto by stanowi¢ zauwazalne obcigzenie.
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Macierze rzadkie

W wielu praktycznych zastosowaniach wystepujg macierze rzadkie, to zna-
czy takie, w ktorych liczba elementdw niezerowych ro$nie wolniej niz N2,
gdzie N jest wymiarem macierzy. Na przyktad w macierzy tréjdiagonalnej
liczba niezerowych elementéw skaluje sie jak O(3N), a w macierzy pa-
smowej o P dodatkowych diagonalach jak O((2P + 1)N). Mozliwe sg
takze inne struktury macierzy rzadkich.
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Macierze rzadkie i efektywnos¢ numeryczna

Dla efektywnosci numerycznej jest niestychanie wazne, aby zastoso-
wany algorytm uwzgledniat strukture macierzy, tak, aby nie trzeba byto
wykonywac redundantnych mnozen przez zero i dodawan zera, a nawet
zeby nie przechodzi¢ przez zerowe elementy.

e Dla macierzy trojdiagonalnej faktoryzacji LU dokonujemy w czasie li-
niowym, O(N), ale za to niemozliwy jest wybér elementu podstawo-
wego.

e Jezeli mozliwa jest faktoryzacja Cholesky’ego macierzy M-diagonalnej,
takze jej czynnik Cholesky’ego bedzie M-diagonalny. Moze jednak po-
jawic sie niekorzystne zjawisko, zwane wypefnieniem: Jezeli sama ma-
cierz ma zera “wewnatrz” pasma, jej czynnik Cholesky’ego nie musi
ich mie¢, co moze bardzo niekorzystnie wptyng¢ na wydajnos¢ nume-
ryczna.
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Przykiad

Czynnik Cholesky’ego nastepujgcej macierzy rzadkiej

(niewypetnione elementy sg zerami) bedzie macierzg pefna.

(38)
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Faktoryzacja QR

Innym rodzajem faktoryzacji jest faktoryzacja QR: dana macierz A € RV*N
przedstawiam w postaci iloczynu

A=QR, (39)

gdzie Q) jest macierzg ortogonalng, a R jest macierzg trojkatng gérng. Zto-
z0no$¢ obliczeniowa faktoryzacji QR wynosi dla macierzy petnych O(N3),
czyli tyle samo, co faktoryzacji LU, jednak wspotczynnik przy wyrazie wio-
dacym jest gorszy niz dla LU. QR nie jest wiec metodg “z wyboru” rozwig-
zywania uktadéw réwnan liniowych. Jesli jednak z jakichs wzgledow fakto-
ryzacje QR mozemy fatwo (lub musimy) obliczy¢, uktad réwnan liniowych
rozwigzujemy jak nastepuje:
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Ax = Db (40a)
QRx = b (40b)
Rx = Q'b (40c)

Koszt obliczeniowy przejécia od (40b) do (40c) wynosi O(N?2). Réwna-
nie (40c) rozwiazujemy metoda backubstitution, co takze kosztuje O(N2).
Jest to wiec koszt maty w poréwnaniu z dokonaniem samej faktoryzacii.

Pozostaje pytanie: Jak dokonac tej faktoryzacji?
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Transformacja Householdera

Niech u € RY, u #% 0. Tworzymy macierz

T

W sposéb oczywisty PZ" = P. Obliczmy

T T
P2 — (]1-2%) (]1-2%)
|ul| |ul]

2
[a]l

T
- uu’ uu’l _|_4uu uul
T a2 a2 4
[all [al] [[all
. uu’ _|_4uuT
lal® "~ ul?
= 1 (42)
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Skoro PY = P oraz P2 = I, P! = P—1: macierz (41) jest macierza
symetryczng, rzeczywistg oraz ortogonalng. Macierz takg nazywamy orto-
gonalng macierzg rzutowa.

Niech teraz w (41

u=x7 x| e, (43)

gdzie e jest pierwszym wektorem jednostkowym. Macierz (41) wraz z (43
nazywam macierzg Householdera. Obliczam

ouulx

2
[u]

Zauwazmy, ze ulx = xI'x F ||x|| e{xX = I1x||° F ||x|| #1, gdzie =1 jest
pierwszg sktadowg wektora x.

(44a)

Px =x —

T
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Analogicznie |[ull® = (x ¥ [x]| &))" (x F [Ix][é1) = xTx F ||x||=1 F
Ix|| 21 + [Ix]|* = 2 ([Ix]|* F [|x]| 1 ). Wobec tego

2u ([[x)|% F fIx]| 1)
2 (1x)1? F lIx]| 1)
Efektem dziatania macierzy Householdera na wskazany wektor jest wy-
zerowanie wszystkich jego sktadowych, poza pierwszg, i “przelanie” catej

jego diugosci na pierwszg sktadowg. Ztozonos$¢ obliczeniowa tej procedury
wynosi O(N).

Px =x—

=x—u==|x]||€e]. (44Db)
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Faktoryzacja QR

Niech A € RV*N Niech P oznacza transformacje Householdera zbu-
dowang na pierwszej kolumnie macierzy A. Otrzymuje

Pi1A = A4 (45)
(6 o o o | (6 o o o |
o o o o e o o
Pi| o o o o = o o o
e o o o e o o

Transformacja Householdera P, wyzerowata pierwszg kolumne macierzy
A, za wyjgtkiem elementu diagonalnego. Ztozonos¢ obliczeniowa tego kroku
wynosi O(N?) (transformacja Householdera dziata na N kolumn).
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Niech teraz

1
0

P,= |0
0 (N_I)PQ
0

(46)

gdzie V-1p, ¢ RIN-1)x(N~-1) jest transformacjgq Householdera, zbu-
dowang na drugiej kolumnie macierzy A1, poczynajgc od elementu diago-

nalnego w dét. Otrzymujemy

P>P{A =PrA| = Ar =

(47)
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Nastepnie definiuje

o O

o O

o o

OO OO0 o —
O OO — 0O

0

(N-2)p,

(48)

gdzie (N=2)p5 ¢ RIV=2)x(N~-2) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na trzeciej kolumnie macierzy A, poczynajgc od elementu diago-
nalnego w dot. Stojgca w lewym gornym rogu macierz jednostkowa stuzy
do tego, zeby nie zepsuc struktury, ktérg osiggnelimy w poprzednich kro-
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kach. Otrzymujemy

e o o o
e O ©o
P3P>P{A = P3As, = A3z = o o (49)
o
Widac, ze po N —1 krokach osiggne
[ e O ©o o |
o O [
R = ® o :\PN_lPN_Q---P];A (50)
f Q7
o

R jest macierzg tréjkatng gorng. Poniewaz macierze P; sg ortogonalne,
ich iloczyn, oznaczony przez Q' takze jest macierza ortogonalng. Nie
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musimy zapamietywac¢ poszczegolnych macierzy P;, wystarczy zapamie-
tac ich iloczyn.

OtrzymaliSmy zatem dla dowolnej macierzy kwadratowej faktoryzacje na
macierz ortogonalng i trojkgtng gorna:

A =QR, (51)
czyli poszukiwang faktoryzacje QR.

Nie jest to jedyny algorytm pozwalajgcy uzyskac faktoryzacje QR, poka-
zuje jednak, ze jest ona w ogdlnym (czyli dowolnym) wypadku mozliwa.
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Obroty Givensa

Transformacja Householdera stuzy do zerowania wielu sktadowych jakie-
gos wektora. Jezeli chcemy selektywnie wyzerowac jakie$ sktadowe — lub
jesli interesujgcy nas wektor ma jakgs szczegdblng posta¢ — bardziej efek-
tywne od transformacji Householdera bedg obroty Givensa.
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Macierz Givensa ma postac (niezaznaczone elementy sg zerami)

1 _

G(@i,5) = ; 1 (52)

1

gdzie wyrdznione elementy znajdujg sig na pozycjach, odpowiednio, (i, 7),
(i,7), (4,1), (4,7). Przyjmujemy, ze ¢ = cos6, s = sin 6. Macierz (52
jest macierzg obrotu w ptaszczyznie (z;, ;) o kat & przeciwnie do ruchu

wskazdéwek zegara. Jest to macierz ortogonalna.
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Niech x bedzie pewnym wektorem i niech y = G(i, j)x. Sktadowe wek-
tora y wynoszg

( cr; + ST k=1
Yp = § —sz;+cx; k=] (53)
| Tk poza tym

Zazgdajmy, aby y; = 0. Widac, ze musi zachodzi¢
. T; _ Lj

JE T R
Obrét Givensa (52) wraz z warunkami (54) zeruje j-tg sktadowg wybranego
wektora. Sktadowa i-ta przybiera wartosé \/ a:ZQ + x?

C S (54)
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Faktoryzacja QR macierzy tréjdiagonalnej symetrycznej

Rozpatrzmy macierz A € RV >V tréjdiagonalng symetryczna

a
b

o L o

(59)

Q ~ ®
L9

Zadziatajmy na nig macierzg Givensa takag, aby zerowata drugi element
pierwsze|] kolumny

c1 51
—51 ¢1

G, = 1 (56)
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a2—|—b2 ab-+bd
V Vg VAT

ad—b?
A =G{A = Va 2+b2 Va 2+b2 (57)
g

g h [

Wiersze macierzy A1 poczawszy od trzeciego w dot zgadzajg sie z wier-
szami macierzy A. Obliczenie macierzy A1 wymaga wykonania statej, nie-
zaleznej od rozmiaru macierzy, liczby operacji. W wyniku otrzymalismy
macierz, w kiorej poddiagonalne elementy pierwszej kolumny sg zerami.
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Macierz A1 mnozymy przez macierz Givensa

1

co S5
Go = —S5 € (58)
1

dobrang tak, aby zerowata trzeci element drugiej kolumny macierzy A;.
Pierwszy wiersz i pierwsza kolumna nie zmieniajg sie, podobnie jak wier-
sze poczgwszy od czwartego. W rezultacie macierz A, = GoA{ =
G->G1A ma zera w poddiagonalnych miejscach dwu pierwszych kolumn.
Ten krok takze wymaga statej, niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby
operacji.

W kolejnym kroku macierz A> mnozymy przez takg macierz Givensa, ktéra

wyzeruje czwarty element trzeciej kolumny. | tak dale;j.
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W ten sposob, po N —1 krokach, ponoszac koszt numeryczny O(N) (staty

koszt na krok, ~ N krokéw), otrzymujemy

Gy_1

czyli

.-G,G1A =R =

A:\(;{Gg...

T
Gh_,

Q

: (59a)

(59b)

Macierz Q) jest ortogonlna. Macierz R jest tréjkgtna gorna (tak naprawde
ma ona tylko dwie niezerowe diagonale nad diagonalg gtéwng). Widzimy,
ze (99b) jest faktoryzacjg QR macierzy trojdiagonalnej symetryczne,.
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Zastosowanie do rozwigzywania uktadu rownan liniowych

Jezeli chcemy uzy¢ obrotéw Givensa do rozwigzania uktadu réwnan linio-
wych

Ax=b, (60)

gdzie A jest trojdiagonalng macierzg symetryczng, postepujac jak poprzed-
nio otrzymujemy kolejno

GiAx = Gib (61a)

GQGlAX — GQGlb (61b)

GN_l---GQGlAXERX = GN_l---GQGlb. (61c)
Oczywiécie istotne jest tylko rownanie (61c) — lewych stron poprzednich

rownan nie musimy wylicza¢. Kazde kolejne mnozenie po stronie prawej
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wykonujemy w statym czasie, a wiec do postaci Rx = b dochodzimy
w czasie O(NN). To réwnanie rozwigzujemy metoda backsubstitution, co,
z uwagi na szczegolng posta¢ macierzy R, takze da sie wykona¢ w czasie
liniowym.

Przyktad ten pokazuje, ze mozemy odnies¢ duzy zysk na
ztozonoSci obliczeniowej, jesli tylko dobierzemy odpowiedni
algorytm odpowiadajgcy strukturze — w tym wypadku
rzadkosSci i symetrycznosci — macierzy.

Uwaga: Skumulowanej macierzy Givensa Q nie musimy wylicza¢ w spo-
s6b jawny — gdybysmy to chcieli zrobié, wymagatoby to O(N?) operagii.
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Rownania macierzowe

Przypusémy, ze mamy rozwigzacé kilka uktadéw réwnan z tg samg lewa
strong, a réznymi wyrazami wolnymi:

AxD =pD) =12 .. . M (62)

gdzie A € RVXN (@) p() ¢ RN, Zauwazmy, ze korzystajac z wtasnosci
mnozenia macierzy, rownania (62) mozna zapisa¢ w postaci

AX =B (63)
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gdzie A € RVNXN X B € RV*XM przy czym

i analogicznie dla B. Innymi stowy, macierzowy uktad réwnan

LD ()
NORNOIN

2

(M) T

g

o

63

jest row-

nowazny uktadowi réwnan liniowych (62) z M niezaleznymi prawymi stro-
nami. Oczywiscie do rozwigzywania uktaddéw réwnan macierzowych po-

j—

staci (63

eliminacji Gaussa, gdyz znamy z géry wszystkie prawe strony.

mozna uzywac wszystkich poznanych dotad faktoryzacji, a takze
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Uwaga — jawna konstrukcja macierzy odwrotnej

Z powyzszych uwag widac, ze problem jawnej konstrukcji macierzy od-
wrotnej

A-A1=1 (64)

jest problemem postaci (63), a wiec kolejne kolumny macierzy odwrot-
nej uzyskujemy rozwigzujgc kolejne uktady (62) dlai = 1,2,..., N, przy
czymb(l) =1[1,0,0,...17,b(2 =0, 1,0,...]7 itd. Rozwigzanie uktadu
rownan Ax = b poprzez jawna konstrukcje macierzy odwrotnej, x = A~ 1b,
wymaga rozwigzania N uktadéw réwnan liniowych, co oznacza koszt O (2N3),
podczas gdy koszt bezpos$redniego rozwigzania rownania Ax b to
O(N3).
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Pojawiajacy sie czesto we wzorach napis A~ 1b zawsze

rozumiemy jako wezwanie do znalezienie wektora z takiego,

ze Az = b, nigdy nie jako polecenie jawnego
skonstruowania macierzy A 1.

Przykiad

Wyrazenie

interpretujemy jako

gdzie

Xn+1

Jz

Xn — Z

(65)

(66a)

(66b)

Copyright © 2010-23 P. F. Géra

3-57



Wzor Shermana-Morrisona

Twierdzenie: Niech A € RV*N  det A # 0 oraz u,v € R¥Y. Niech
A1 = A + uvl. Wéwczas

A luviA-1

ATt=A"1- .
1 1+ viA—1lu

(67)

Zauwazmy, ze poniewaz det A % 0, macierz A1 istnieje. Ponadto wyra-
zenie vI' A~ 1lu jest liczbg (skalarem).

Wz6r ten jest przydatny w przypadku, gdy chcemy wyliczyé A7, gdzie
A1 jest pewna szczegbling modyfikacja macierzy A, a odwrotno$c A1
znamy.
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Przykiad

Niechu =v =[1,0,0,0, 1] Wéwczas

'1][1 0001 [1 000 1]
0 0 00O0O
uv! =0 =|00000O0 (68)
0 0 00O0O
1 10001
Niech teraz
(31 0 0 O] 4 1001
1 4100 1 4100
A=|01410]|, Ai=A4ul=|01410
00141 00141
0001 3] 1001 4]
(69)
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Dowdd.

A~ luvlA—1
T —1
(A + uv ) (A B VTA—1u>

1
— —1 —1 T A —1 T A —1
= AA" " — 1—|—VTA—1uAA uv' A" 4+uv' A
1
. —— u yTér_lu VTA—l
1+viA™ u to jest liczba!
_ 1 T A —1 T A —1 viA~lu T A -1
=1 - . —|—VTA—1uuv A " 4+uv A7~ — 1—|—VTA—1uuv A
1 VTA_]'u T 1
— I 1 — — A " =1. /70
T ( 14+vIiA-1lu 1+ VTA—111> i (70)

[]
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Algorytm Shermana-Morrisona

Wzdr Shermana-Morrisona (67) pozwala skonstruowa¢ odwrotno$¢ ma-
cierzy Aq jesSli znamy odwrotnos¢ A. Jednak w praktyce prawie nigdy
nie konstruujemy jawnej odwrotnosci macierzy! Jak wiec zastosowac ten
wzor?

Zauwazmy, ze zapewne chcemy obliczyC jakie$ Aflb, gdzie b jest zna-
nym wektorem, przy zatozeniu, ze fatwo potrafimy obliczyé A~1b. Intere-
suje nas znalezienie

(71)

A~ luvTA—?
—A7lb=(A1_
d 1 < 1+ VTA_1U>
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Algortym wyglada nastepujaco:
(a) Rozwiagz réwnanie

Az =Db (72a)
(b) Rozwigz réwnanie
Aq=nu (72b)
(c) Oblicz
VTZ
=z — : 72¢C
W=z (720)

Problem sprowadza sie wiec do rozwigzania dwu réwnan (72a),(72b) z ta-
kg samg macierzg, ktére umiemy szybko rozwigzac, gdyz — na przyktad
— znamy faktoryzacje macierzy A. Zauwazmy, ze vI A~ 1b = v1z jest
liczba.
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Przyktad (c.d.)

Pierwsza z macierzy (69) jest macierzg symetryczng, dodatnio okreslong
| trojdiagonalng, a wiec jej czynnik Cholesky’ego ma tylko dwie niezerowe
diagonale, a koszt jego wyliczenia jest rzedu O (V). Czynnik Cholesky’ego
drugiej z tych macierzy jest petng macierzg trojkgtng (nastgpi wypetnienie)
i koszt jego wyliczenia jest rzedu O(N3) (wyobrazmy sobie, ze zamiast
0 macierzach 5 x 5, mowimy o macierzach 1000 x 1000). Zastosowanie
algorytmu (72) redukuje problem do znalezienia i dwukrotnego zastosowa-
nia rzadkiego czynnika Cholesky’ego pierwszej z macierzy (69). Da sie to
zrobi¢ w czasie liniowym.

N
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Osobliwe uktady réownan

Dany jest uktad rownan

7 _1 _571r..7 17
6 73 "6 || ™1 1
1 2 1
3 3 T3 ||%T2|=[1] (73)
5 1 14
5 73 6 |Ll%] |1

Jak tatwo sprawdzi¢, wyznacznik gtéwny tego uktadu réwnan wynosi zero,
a wiec uktad réwnan (73) nie ma jednoznacznego rozwigzania. Ale moze
ma on rozwigzanie niejednoznaczne? Aby tak byto, wszystkie jego wy-
znaczniki poboczne powinny znikaé. Sprawdzamy:
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1 5

1 —3 —§
det|1 2% -3 |=2=+#0, (74)

1 4

_1 _§ 6_

a wiec uktad réwnan (73) jest sprzeczny (nie ma rozwigzan). Z drugie;j
strony uktad réwnan

V4 1 5

6 3 6 T1 —1

1 2 1

-3 5 —3||22|=| 0 (75)
5 1 Vé

-3 3 ||| | 1

ma rozwigzanie, ale jest ono niejednoznaczne (wszystkie wyznaczniki po-
boczne rownajg sie zero).
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Uktady réwnan (73) i (75) r6znig sie tylko prawymi stronami: ich macierz
jest taka sama (i jest osobliwa). Widzimy, ze w przypadku osobliwej macie-
rzy uktadu réwnan to prawa strona decyduje, czy uktad ma rozwigzania,
czy tez ich nie ma; domyslamy sie, ze to, jakie prawe strony oznaczajg
istnienie rozwigzan, jakie za$ ich brak, musi jakos by¢ zwigzane z witas-
nosciami (osobliwej) macierzy uktadu réwnan. Wygodnie bytoby mie¢ me-
tode pozwalajgcag na zidentyfikowanie wektoréw, dla ktérych osobliwy
uktad réwnan ma rozwigzania (wzory Cramera pozwalajg jedynie spraw-
azi¢, czy dana prawa strona prowadzi do istnienia rozwigzan). Metodg takg
jest SVD.
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Singular Value Decomposition

Twierdzenie 1. Dla kazdej macierzy A € RM*N A > N, istnieje fakto-
ryzacja

A = U [diag(w;)] VI, (76)

gdzie U € RMXN jest macierza kolumnowo ortogonalna, V. € RV*N jgst
macierzg ortogonalng oraz w; € R, v = 1,..., N. Rozktfad ten nazywamy
rozktadem wzgledem wartosci osobliwych (Singular Value Decomposition,
SVD). Jezeli M = N, macierz U jest macierzg ortogonalnag.
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Nie przedstawiamy tu algorytmu tej faktoryzacji — w razie potrzeby mozna
skorzystac z ktérejs ze sprawdzonych procedur bibliotecznych.

Ztozono$¢ obliczeniowa faktoryzacji SVD wynosi O(N3), ale wspétczyn-
nik przy wyrazie wiodgcym jest wysoki, wiec nie jest to metoda “z wyboru”
do rozwigzywania uktaddéw réwnan. Znajduje ona jednak wazne zastoso-
wania w przypadku osobliwych lub Zle uwarunkowanych uktadéw réwnan.
Aby to zrozumieg, trzeba najpierw omowic algebraiczne wtasnosci tej fak-
toryzacii.

Copyright © 2010-23 P. F. Géra 3-68



Jadro i zasieg operatora

Niech A € RM*N Jadrem operatora A nazywam

KerA = {x e R : Ax =0}. (77)

Zasiegiem operatora A nazywam

Range A = {y e RM : 3x e RV : Ax =y} . (78)

Jadro i zasieg operatora sg przestrzeniami liniowymi. Jesli M = N < oo,
dim (Ker A) 4+ dim (Range A) = N.
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Sens SVD

Sens SVD najlepiej wida¢ w przypadku, w ktérym co najmniej jedna z war-
tosci w; = 0. Aby to zrozumieé, zobaczmy jak macierz A € RM*N po-

siadajgca faktoryzacje

/6

, dziata na pewien wektor x € RYV:

Ax = U [diag(w;)] V! x (79)

Dla ustalenia uwagi, niech wqy = 0, w;~1 # O.
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Przypomnienie z algebry ®

Macierz V € RY*H jest macierza ortogonalna, co oznacza, ze jej kolejne
kolumny stanowig ortonormalng baze w R%V. Wektor

z=Vix (80)

stanowi rozktad wektora x w bazie kolumn macierzy V. Wyrazenie (/79
mozemy przepisac jako

Ax = U [diag(w;)] z, (81)

gdzie z spetnia (80).

Copyright © 2010-23 P. F. Géra 3-71



Sens SVD — przypadek 1

Przypusémy, ze wektor x jest rowny pierwszej kolumnie macierzy V. Wéw-
czas z = [1,0,0,...,0]L, gdyz x jest prostopadty do wszystkich kolumn
V poczynajgc od drugiej. W takim wypadku

o) 1
W9 0
O

Ax=U w3 (82)

w N O

Zero z lewego gornego rogu macierzy diagonalnej zabije jedynke w wek-
torze po prawej stronie tej rownosci, a z kolei zera z tego wektora zabijg
niezerowe w,. Ostatecznie Ax = 0. Stafo sie tak dlatego, ze wektor x
byt rowny kolumnie macierzy V, odpowiadajgcej zerowemu wspotczynni-
kowi w;. Kolumny macierzy V, odpowiadajgce zerowym wspotfczynnikom
w;, Stanowig baze w jgdrze operatora A..
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Sens SVD — przypadek 2

Niech teraz wektor x bedzie “dowolny”, to znaczy nie pozostaje w jakiejs
specjalnej relacji do macierzy V. Wéwczas z = VIx = [z1, 20, 23, ..., 2n] L,
a zatem z (81) mamy

0] z21 0
wo 25 wp2zo
Ax=1U w3 z3 | =U/| w3z3z |. (83)
WN ZN WNZN

Wynikiem ostatniego mnozenia bedzie pewien wektor z przestrzeni R .
Poniewaz pierwszym elementem wektora [0, wozo, . .., wyzn]? jest zero,
wynik ten nie zalezy od pierwsze] kolumny macierzy U. Kolumny macierzy
U s3g wzajemnie ortogonalne, a wektor Ax nie zawiera przyczynku wzdtuz
wektora bedacego pierwszg kolumng U, a jedynie przyczynki od wektoréw
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prostopadtych do tej kolumny. Widzimy zatem, ze kolumny macierzy U,
odpowiadajgce niezerowym wspotczynnikom w;, stanowig baze w zasiegu
operatora A.

Dla macierzy osobliwych sens SVD sprowadza sie do konstrukcji baz w jg-
drze i w zasiegu takiej macierzy. Jak za chwile zobaczymy, mozna to uogol-
ni¢ na przypadek macierzy nieosobliwych, ale bardzo Zle uwarunkowa-
nych.
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Przykiad

Macierz uktadéw réwnan i ma nastepujacy rozktad wzgledem wartosci osobli-

wych:

ol Wik o

Wi WIN W

OIN Wik oo,

ol Sl Gl

Sl Sl Sl

SiE o NI

Sl Sl Gl

o SN G-

Sl Sl Gl

(84)

Widzimy, ze wektor [1, 1, 1] rozpina jadro tej macierzy, natomiast kombinacje liniowe

wektorow [—1,2, —1]7, [-1, 0, 1]” stanowig jej zasieg.

Poniewaz rozwazana macierz jest symetryczna i rzeczywista (i nieujemnie okreélona), jej
rozktad SVD jest zarazem jej rozktadem diagonalnym (w przypadku ogdlnym taka zgod-
nosé nie zachodzi).
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SVD i odwrotnos$¢ macierzy

N
Niech A € RY*N, Zauwazmy, ze |det A| = [] w;, a zatem det A = 0 wtedy i tylko
=1
wtedy, gdy co najmniej jeden w; = 0. Niech det A # 0. Wéwczas réwnanie Ax = b ma
rozwigzanie postaci

x = A"'b =V [diag(w; )| U'b. (85)

Niech teraz det A = 0. Rownanie Ax = b fakze ma rozwigzanie, o ile tylko b €
Range A. Rozwigzanie to ma posta¢ x = A~'b, gdzie

A~ =V [diag(w; 1)] U . (86a)
gdzie
-1 '
0 gdy w; = 0.
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SVD i macierze osobliwe

Wroemy jeszcze raz do problemu osobliwych (z zerowym wyznacznikiem
gtdbwnym) uktadow rownan, wspomnianego juz na stronie [76. Jezeli
det A = 0, ukfad réwnan z catg pewnoscig nie ma jednoznacznego roz-
wigzania. Moze jednak mie¢ rozwigzanie (a nawet nieskonczenie wiele
rozwigzan), jezeli prawa strona nalezy do zasiegu A. Jest to rbwnowazne
warunkowi, ze wszystkie wyznaczniki poboczne we wzorach Cramera ze-
rujg sie. Wowczas rozwiazaniem uktadu rownan jest kazdy wektor postaci

X = A_lb—l—xo, (87)

gdzie A1 jest pseudoodwrotnosécia dang przez (86), za$ xg € KerA jest
dowolnym wektorem nalezgcym do jgdra. Rozwigzanie z xo = 0 ma spo-
srod nich najmniejszg norme. Zauwazmy, ze na wektory nalezgce do za-
siegu, pseudoodwrotno$¢ dziata jak zwykta odwrotnos¢ macierzy.
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Jezeli b nie nalezy do zasiegu, wyrazenie

87

z xg = 0 daje rozwigzanie

przyblizone i najlepsze w sensie najmniejszych kwadratow, co niekiedy jest

bardzo uzyteczne.
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Przyktad

Zastosowanie pseudoodwrotnosci

L1
L2
L3

86

1
2

do uktadu

R
O
1

/5

daje

(88)

W tym wypadku pseudoodwrotnos$¢ zachowuje sie jak odwrotnosé (prawa

strona rownania

Do rozwigzania

/5

88

nalezgcy do jadra.

nalezy do zasiegu) i rozwigzanie

88

jest Sciste.

mozna doda¢ dowolny wektor postaci [a, a, o], a wiec
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SVD i wspétczynnik uwarunkowania

Twierdzenie 2. Jezeli macierz A € RN*N posiada rozktad (76) oraz detA # 0, jej
wspotczynnik uwarunkowania spetnia

miax |w;| 9)

K= —
min |w;|
1

Jesli macierz jest zle uwarunkowana, ale formalnie odwracalna, numeryczne rozwigzanie
rownania Ax = b moze by¢ zdominowane przez wzmocniony btad zaokraglenia. Aby
tego unikngg¢, czesto zamiast (bezuzytecznego!) rozwigzania doktadnego (85), uzywa sie
przyblizonego (i uzytecznego!) rozwigzania w postaci z nastepujgcg modyfikacjg

! 0 gdy |w;| < T,

gdzie 7 jest pewng zadang tolerancja.
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Przykiad

Mamy rozwigzac¢ nastepujgce dwa uktady rownan:

[ 0.666666667 —0.166666666
—0.166666666 0.166666667
—0.333333333 —0.166666666

- 0.666666667 —0.166666666
—0.166666666 0.166666667
| _0.333333333 —0.166666666

0.333333333 | [ =1
0.166666666 2
0.666666667 3

0.333333333 | [ =1
0.166666666 T2
0.666666667 x3

1.284457048
—0.577350273
—0.129756514

1.284457052
—0.577350265

| —0.129756510 |

91a)

91b)

Rownania te réznig sie tylko prawymi stronami, przy czym norma roznicy
prawych stron jest rzedu 10~8. Btad takich rozmiaréw tatwo moze poja-
wicC sie w wyniku jakich$ poprzednich obliczen lub na skutek niepewnosci
danych “zewnetrznych”, z ktérymi pracujemy.

Macierz w uktadach réwnan

91

a jej czynnik Cholesky’ego wynosi

jest symetryczna i dodatnio okreslona,
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0.816496581
—0.204124145  0.353553392 (92)
| —0.408248290 —0.707106777 0.000077460 |

Rozwigzania réwnan (91) za pomoca faktoryzacji Cholesky’ego majag po-
stac

[ —0.179434106 | [ 3.003048668 |
X, = | —5.237183389 |, X, = | 2.927782158 | . (93)
| —1.593647668 | | 2.488835105

Roznica rozwiazan jest, co do normy, rzedu 10, czyli jest rzedu 10° razy
wieksza, niz réznica prawych stron.
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Faktoryzacja SVD macierzy z uktadéw

91

1

pokazuje, ze wartosci szcze-

gélne tej macierzy sg w przyblizeniu rowne 1, 5, 102, Jesli do rozwiaza-

nia uktadow réwnan (91)) zastosowac pseudoodwrotnosc

w obu wypadkach otrzymamy

1.861807320 |
x= | —1.154700538 | .
0.447593757 |

94)) jest jedynie przyblizonym rozwigzaniem rownan (91

90) (r = 1079),

(94)

. Jest ono jed-

nak bardziej uzyteczne, niz “Sciste” rozwigzania (93). Te dwa ostatnie naj-
wyrazniej sg zdominowane przez btad, jaki wystgpit wzdtuz kierunku od-
powiadajgcego najmniejszej wartosci szczegblnej macierzy. Nie wiemy —
| nie mamy sposobu, aby to stwierdzi¢ — ktére z dwu rozwigzan (93) jest

“poprawne”. Przyblizone rozwigzanie (94

PO prostu ignoruje wptyw tego
Kierunku, a wiec i zaburzen wzdtuz niego wystepujacych.
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Zauwazmy, ze jesli podstawimy rozwigzanie (94) do lewych stron réwnan
91), w obu wypadkach otrzymamy

1.2844571 |

—0.5773503 (95)
| —0.12975654

Norma réznicy tego wektora i obu prawych stron rownan (91) wynosi w przy-
blizeniu 6.664 - 1078,

Copyright © 2010-23 P. F. Géra 3-84



Nadokreslone uktady réwnan

Niech A ¢ RM*XN A > N, b e RM, x € RY. Wéwczas uktad rownan

Ax=b (96)

ma wiecej réwnan, niz niewiadomych. Ukfad taki, zwany nadokreslonym,
w 0golnosci nie ma rozwigzan. Za pomocg SVD mozna jednak znalez¢
jego rozwigzanie przyblizone. Mianowicie

HA (A1) — b”2 = minimum, (97)

gdzie A—1 jest pseudoodwrotnoscia (86). Widzimy, ze A—1b jest przy-
blizonym, najlepszym w sensie najmniejszych kwadratow rozwigzaniem
uktadu (96). Metoda ta jest powszechnie uzywana w liniowym zagadnie-
niu najmniejszych kwadratow.
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Przykiad

Ceny domoéw w Portland’.

W pliku znajdujg sie dane dotyczgce cen doméw. Cena zalezy od powierzchni uzytkowej
domu i od liczby sypialni. Mamy do dyspozycji 47 danych. Chcemy sie dowiedzie¢, ile
powinna wynosi¢ cena domu o powierzchni 1650 sq. ft, z trzema sypialniami. Rysunek
przedstawia dostepne dane:

7x10°
6x10° |
5x10° |
cena4 x 10°
3x10° |
2x10° |
1x10° |-

*Przyktad pochodzi z kursu Machine Learning na Uniwersytecie Stanforda. Dane sg au-
tentyczne.
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http://openclassroom.stanford.edu/MainFolder/courses/MachineLearning/exercises/ex3materials/ex3Data.zip
http://openclassroom.stanford.edu/MainFolder/DocumentPage.php?course=MachineLearning&doc=exercises/ex3/ex3.html

Widzimy, ze dane w przyblizeniu uktadajg sie na pewnej ptaszczyznie. Pro-
ponujemy wobec tego model:

cena = 0 + powierzchnia - 61 + sypialnie - 65 (98)

Réwnania tego typu powinny by¢ spetnione dla wszystkich dostepnych da-
nych:

0o + p101 +S1602 = ¢ (99a)
90 -+ p291 -+ 8292 = OCo (99b)
0o + Pa701 + Sa702 = Ca7 (99¢)

Jest to uktad 47 rbwnan na trzy niewiadome (6g, 61, 60>) i jest niezwykle
mato prawdopodobne, ze uda sie go rozwigzac Scisle, to znaczy tak, aby
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kazde z réwnan (99a) byto scisle spetnione. Musimy zadowoli¢ sie rozwig-
zaniem przyblizonym.

W postaci stabelaryzowanej dane majg postaé

Nr | powierznia | sypialnie cena
1 2100 3 || 399900
1600 3 || 329900

3 2400 3 || 369000
45 852 2 | 179900
46 1852 4 | 299900
47 1203 3 || 239500

Uwaga: Wsréd danych wejSciowych, jedna (powierzchnia) przybiera wartosci rzedu ty-
siecy, druga (sypialnie) rzedu jednos$ci. Moze to, potencjalnie, by¢ zrétem btedéw nume-
rycznych. Dlatego dane warto znormalizowaé, to znaczy odjgé od nich wartosci $rednie
poszczegblnych wielkosci i podzieli¢ przez odchylenia standardowe.
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Rownania (99a) zapisujemy w postaci macierzowe;:

X.-0=c, (100)
gdzie
1 p1 s1 ]
1 px s
1 p3 s3
X = ce
1 pas s4s
1 pas ss46
| 1 pa7 sa7
0 = [907 917 92]T= C = [Cla C2,C3,...,C45,C46, C47]T= a p;, S;, C; S4 (Znor-

malizowang) powierzchnig, liczbg sypialni i ceng i-tego domu. X jest ma-
cierzg o 47 wierszach i 3 kolumnach; pierwsza kolumna macierzy X za-

wiera same jedynki.
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Korzystajgc z naszego ulubionego pakietu obliczajgcego faktoryzacje SVD
macierzy X, do rownania (100) stosujemy pseudoodwrotno$c¢ (86) i znaj-
dujemy optymalne rozwigzanie przyblizone

~

Nastepnie podstawiamy (znormalizowane) dane wejsciowe (p = 1650, s =
3) i (po denormalizaciji) uzyskujemy odpowiedz, iz taki dom powinien kosz-
towac Oopt - [1,p, s]! = $293081.46.
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