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Uwarunkowanie zadania numerycznego

Niech ¢ : R®" — R™ bedzie pewng funkcjg odpowiednio wiele razy roz-
niczkowalng i niech x € R™.

Definicja: Moéwimy, ze zagadnienie obliczenia ¢(x) jest numerycznie do-
brze uwarunkowane, jezeli niewielkie wzgledne zmiany danych dajg nie-
wielkie wzgledne zmiany rozwigzania. Zagadnienia, ktore nie sg nume-
rycznie dobrze uwarunkowane, nazywamy zle uwarunkowanymi.
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Przykiad 1

Rozwazmy problem znalezienia rozwigzan rownania

22 4+br+c=0, (1)

przy czym zaktadamy, ze b2 — 4c > 0. Wiadomo, ze rozwigzania majg
w tym wypadku postac

r12 =% (—b +1/b% — 4(;) . (2)

Jak dobrze uwarunkowane jest zagadnienie obliczania (2)? Danymi sa tu
wspotczynniki tréjmianu, b, c. Zaburzmy te wspotczynniki: b — b+ e5, ¢ —
c + £3.
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Rozwigzaniami sg teraz

1o = %(—b—|—52i\/(b—|—52)2—4(c—|—53))

Dbeor — 4
bt 02— et e, st 227453 (3)
24/ b2 — 4c
gdzie dokonalismy rozwinigcia Taylora do pierwszego rzedu w 1 ». Wi-
dzimy, ze btad wzgledny

2

N

T12—T12
12

(4)

ro$nie nieograniczenie, gdy b2 — 4¢ — 07T1. Problem wyznaczania pier-
wiastkow tréjmianu (1) jest wowczas numerycznie zle uwarunkowany. Pro-
blem ten jest dobrze uwarunkowany, gdy 42 — 4¢ > O.
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Potrzebujemy jakiej$ miary uwarunkowania problemu

numerycznego.
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Norma wektora

Niech V bedzie pewna przestrzenig wektorowg nad ciatem C (lub R). Normg

wektora nazywam funkcje ||-|| : V — R, spetniajgca nastepujgce warunki
(x,y € V):

1. [|x]| >0 A |x[|=0&x=0.

2. lax|| =|af - ||x|| «€C.

3. [[x+yll < I/l +llyll-

Mowigc niezbyt prezycyjnie, norma jest uogodlnieniem pojecia wartosci bez-
wzglednej na przypadek wektoréw. Norma jest miarg dtugosci wektora —
ale mozna jg zdefiniowa¢ na wiele sposobdw.
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Przyktady norm wektorow

W naszych rozwazaniach przestrzen liniowa V najczesciej bedzie prze-
strzenig R™. Mozna w niej definiowa¢ wiele (r6znych) norm. Najczescie;
uzywa sie jednej z trzech:

e Norma taksowkowa:

1xlly = |z1] + |z2 4+ - - + |zn] (5a)
e Norma Euklidesowa:
xllo = VxTx = \/22 4+ 23 + - - - + 2 (5b)
e Norma maximum (worst offender):
Ixlloo =, Max_ |zl (5¢)
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Jezeli nie zaznaczymy inaczej, przez norme wektorowg bedziemy rozu-
mie¢ norme Euklidesowa.

Norma Euklidesowa jest zadana przez iloczyn skalarny: Dla x € R"

Ix[l, = Vx'x. (6)

Dla przypadku zespolonego x & C" odpowiednik normy Euklidesowej
takze jest zadany przez iloczyn skalarny:

Ixllo = Vxix = ]z1 2 + a2 + - + |zn]2. (7)
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Metryka i kula otwarta

Wezmy przestrzen wektorowg, w ktdérej zdefiniowano norme i wezmy dwa
wektory, x,y, z tej przestrzeni. Ich odlegtoscig (metryka) jest

d(x,y) =[x -yl (8)

Niech V bedzie przestrzenig metryczng z metryka d. Kulg otwartg o srodku
w punkcie P i promieniu r nazywam zbior punktow

{X eV :d(P,X)<r} (9)
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Przykiad 2

W przestrzeni R? kulg otwarta o $rodku w punkcie P(zq, yg) i promieniu r
jest wnetrze okregu

(x —z0)°+ (y—yo)° =7 (10)

W te] samej przestrzeni z metrykg Manhattan kulg otwartg sg punkty spet-
niajgce

|z — 0| + |y —yol <7 (11)
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1 T T 4, a1/4

X_+

Exz +¥2§1/2
[X[+lyl

05

-0.5

Kule jednostkowe na ptaszczyznie w réznych metrykach: Manhattan,
euklidesowe;j, {4/ 4 + y*. Cafy kwadrat jednostkowy jest kulg w normie
maksimum.
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Wspotczynnik uwarunkowania

Niech ¢ : R™ — R™ bedzie pewng funkcjg, x € R™ doktadng wartosciag
argumentu, a X € R™ znanym numerycznym przyblizeniem x.

Definicja: Jezeli istnieje k € R taka, ze

o) = e(®llgn _ I = Xlza
[ G Igom Il

nazywamy jg wspofczynnikiem uwarunkowania zagadnienia

VX, X (12)

wyliczenia wartosci o(-) (wzgledem zadanych norm).
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Wspbtczynnik uwarunkowania méwi jak bardzo btad wzgledny wyniku ob-
liczen “przekracza” btad wzgledny samej réznicy przyblizenia i wartosci
doktadnej. Spodziewamy sig, ze jezeli przyblizenie znacznie rézni sie od
wartosci doktadnej, takze wyniki obliczeh beda sie znacznie rézni¢c. W za-
gadnieniach numerycznie zle uwarunkowanych moze sie zdarzy¢, ze na-
wet niewielkie odchylenie przyblizenia od wartosci doktadnej doprowadzi
do znacznej roznicy wynikéw.

Copyright © 2012-23 P. F. Géra 1-13



Uklady rownan liniowych

Niech A € R™"*™ bedzie macierzg, x, b € R". Rozpatrujemy réwnanie

Ax =D,

(13)

Zaktadamy, ze macierz A oraz wektor wyrazéw wolnych b sg znane. Po-
szukujemy wektora x. Rownanie (13)) jest rownowazne nastepujgcemu ukta-
dowi rownan liniowych:

i

a11xy
an1x]
{ a31T1

| Anld1l

_|_
_I_
_|_

_I_

a12Tr2 + ai13r3 +
a>2r> —+ a23r3 —+
a32T> -+ a3z3r3 +

ap2T2 + ap3r3 +

+++

_I_

aAnnIn

b1
b

gdzie a;; sg elementami macierzy A, natomiast z;, b; sa elementami wek-
torow, odpowiednio, x, b.

Copyright © 2012-23 P. F. Géra

1-14



Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych rzadko stanowi
“samoistny” problem numeryczny. Zagadnienie to wystepuje
jednak bardzo czesto jako posredni etap wielu problemow

obliczeniowych. Dlatego tez dogtebna znajomos¢ algorytmow
numerycznego rozwigzywania uktadow rownan liniowych jest

niezwykle wazna.
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Rozwigzywalnosc uktadéw rownan liniowych

Uktad rownan (13) ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

detA #0. (15)

Z elementarnej algebry wiadomo, ze rozwigzania mozna wowczas skon-
struowac postugujgc sie wzorami Cramera. Uwaga: Numeryczne korzys-
tanie ze wzorow Cramera jest koszmarnie drogie i dlatego w praktyce
korzystamy z innych algorytmow.

Jak dobrze uwarunkowane jest zagadnienie rozwigzania rownania (13)?
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Przykiad 3

Rozwazmy nastepujgce uktady réwnan:

2x + 6y = 3 2x + 6y =3
2x 4+ 6.00001y = 8.00001 2x + 5.99999y = 8.00002

Wspotczynniki tych uktadow réwnan réznig sie co najwyzej o 0.00002 =
2 . 1072. Rozwigzaniem pierwszego sa liczby (1, 1), drugiego — liczby
(10, —2). Widzimy, ze mata zmiana wspétczynnikdw powoduje, ze réz-
nica rozwigzan jest ~10° razy wieksza, niz zaburzenie wspotczynnikdw.
Powyzsze uktady réwnan sg Zle uwarunkowane.

Copyright © 2012-23 P. F. Géra 1-17



Norma macierzy

Niech A € RV*N  Normg macierzy (indukowang) nazywam

|A| = max {M: x € RN x £ o} = max {||Ax|]} (16)

1] Ix[|=1

Promieniem spektralnym macierzy A € RN XN nazywam

= [anT] m

W przestrzeniach skonczeniewymiarowych promien spektralny macierzy
jest robwny jej normie.
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Wspébtczynnik uwarunkowania ukitadu rownan liniowych

Rozwigzujemy uktad rownan (det A # 0)

Ay =b (18a)

Przypusémy, ze wyraz wolny b jest obarczony jakims btedem Ab, czyli
rozwigzujemy

Ay =b+ Ab (18b)

Zauwazmy, zey —y = A1 (b4 Ab) — A~ lb = A1 Ab.
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Jak btad wyrazu wolnego wptywa na rozwigzanie? Obliczamy

I5 -yl _[A"ab] At jab|

< (19a)
M4l [y Il
Z drugiej strony
[bll = Ayl < [[A]l- ]Iyl
skad wynika, ze
1 A
1Al (19b)
[yl bl
Ostatecznie
y—y _1) IIAb
I ||< ||H 1| [[Ab]] (19¢)
Iyl —au—w— |Ib]
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Wspotczynnik uwarunkowania macierzy symetrycznej, rzeczywistej

Niech A ¢ RV*N pedzie odwracalng macierza symetryczna, rzeczywi-
stg. W takim wypadku jej wartosci wtasne sg rzeczywiste a jej unormowane
wektory wlasne {ez} _; stanowig baze ortogonalng w RYV. Oznaczmy war-
toSci wtasne tej macierzy przez {\; } — 1. Wezmy dowolny x & RN taki, ze
|x|| = 1. Wowczas

N N
X=Zaiei, ZO(,L'Q:].. (20)
1=1 1=1

N

> aihe;
;

=1

N
|Ax| = A_Z a;€;

N
< Z % max(Az) = max N - Y @f = max (A (21)
J — J

Viz
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Uwzgledniajac (16)), widzimy, ze ||A|| = max |)A;|: norma odwracalnej ma-
J

cierzy symetrycznej, rzeczywistej jest rowna najwiekszemu modutowi spo-
srod jej wartosci wiasnych.

Rozwazmy teraz macierz A~—1. Ma ona te same wektory wtasne, co A,
natomiast jej wartoSci witasne sg odwrotnosciami wartoSci wtasnej macie-
rzy nieodwroconej, A~ le; = )%-e’i' Postepujac jak powyzej, tatwo mozemy
pokazac, ze

1 1

HA 1H = max _ :
|>\j‘ mjln ‘)\j|

(22)
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Widzimy zatem, ze

Wspodiczynnik uwarunkowania macierzy A € R™*"™ wynosi
k= |IAll- AT (23)
Dla macierzy symetrycznych, rzeczywistych sprowadza sie to do

max |\,
: (24)

KR = . )
min ||
2

gdzie \; oznaczajg wartos$ci wtasne macierzy.
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Co mozna zrobi¢ z uktadem réwnan
... tak, aby jego rozwigzania sie nie zmienity?

Rozwazam uktad réwnan (przyktad 3 x 3 dla oszczednosci miejsca):

a11r1 + aipxo> + ai13r3 = b
ap1x1 + apoxp + apgzrz = by (25)
a31r1 + a3z2x2 + az3rz = b3

1. Réwnania mozna zapisac¢ w innej kolejnosci:
a>1x1 + ap2xr> + an3r3z = bo
a11x1 + aipxo> + a13r3 = b (26)
a31r1 + azpr2 + az3rz = b3

Odpowiada to permutacji wierszy macierzy uktadu réwnan, z jedno-
czesng permutacja kolumny wyrazow wolnych.
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2. Rédwnania mozna doda¢ stronami, po pomnozeniu przez dowolng statg
rozng od zera:

ai1r1 -+ aioxr2 -+ a13r3 = b1
a21r1  + a22T2 -+ a»3r3 = b
(z-a11+az1)r1 + (z-ai2+azx)ze + (z-a13+a33)xs = z-b1+ b3

Odpowiada to zastagpieniu jednego wiersza macierzy uktadu réwnan
przez dowolna kombinacje liniowa tego wiersza z innymi, z jednocze-
shg analogiczng operacja na kolumnie wyrazow wolnych.
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3. We wszystkich rownaniach mozna przestawi¢ kolejnos¢, w jakiej poja-
wiajg sie zmienne:

a11r1 + a13x3 + aipro = b
ap1T1 + a23x3 + aopxro = by (28)
a31r1 + a33rx3 + azproy = b3

Odpowiada to permutacji kolumn macierzy uktadu rownan, z jedno-
czesnha permutacja kolumny niewiadomych.
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Eliminacja Gaussa

Rozpatrzmy jeszcze raz uktad réwnan

a11x1 + ai12z2 + ai13T3
an1T1 + ap2Tr2 + ap3r3
a31r1 + a3z2xr2 + a33r3

| i
S S O
w N =

Podzielmy pierwsze rOwnanie stronami przez a1

p

a
1 + g2 +

7\

Teraz mnozymy pierwsze z réwnan (30

drugiego, a nastepnie mnozymy pierwsze z réwnan (30

ar1r1 + a22r2 + an3x3
| a31r1 + a32r2 + a3373

13 ..

(29)

aiil aiil

Il
> O
W N

(30)

przez a,q1 i odejmijmy stronami od

mijmy stronami od trzeciego. Otrzymujemy

przez azq i odej-
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_I_
\ (CLQQ —
o -

L1

Przepiszmy to w postaci (tylko zmiana oznaczen!)

W uktadzie rownan

aip a13 _ b1
a2 T a3 aii
a21a12 ( __ap1a13 — __ a1
a, )2 T a2z — 74 ) @3 ba — 2101
a a a a a
36111112 T2 + (a33 B 36111113) r3 = b3 - a—ibl
(31a)
/ / o
azpT2 + azzrz = b3

31b

pierwsza zmienna, x1, wystepuje wytgcznie w pierw-

szym rownaniu. Tego réwnania juz nie przeksztatcamy, natomiast z po-
zostatymi rownaniami postepujemy analogicznie: dzielimy drugie stronami

Copyright © 2012-23 P. F. Géra

1-28



przez a%, i odpowiednio mnozac, odejmujemy od trzeciego. Otrzymujemy

r1 + a’12$2 —+ a:1/3:r;3 = b:ll

Teraz pierwsza zmienna wystepuje wytgcznie w pierwszym réwnaniu, druga
— w pierwszym i w drugim. Gdyby réwnan byto wiecej, moglibySmy to po-
stepowanie kontynuowac.
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Ostatecznie otrzymalibySmy rownanie postaci

( ~

x1 + exo + exr3 4 ... 4+ exrpy = 91
Lo —|— er3 —|— “ .. —|— orN — 92

. r3 -+ + expy = b3 (33)
\ ry = by

gdzie symbole e oznaczajq jakies wspoétczynniki, dajgce sie wyliczy¢ z pier-
wotnych wspdtczynnikéw réwnania, b; sg przeksztatconymi w toku catej
procedury wyrazami wolnymi.

Rownanie w postaci (33) nazywamy uktadem réwnan z macierzg trojkgtng
gorng. Algorytm prowadzacy od (29) do (33) nazywamy eliminacjg Gaussa.
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Dygresja: Ztozonosc¢ obliczeniowa

Niech N oznacza liczbe danych wejsciowych pewnego algorytmu. Niech
M(N) oznacza liczbe operaciji, jakg algorytm ten wykonuje dla N danych.
Méwimy, ze algorytm ma ztozonos¢ obliczeniowg O (P(IN)) jezeli

dNg €N, A1,A> >0VN > Ng: A1 -P(N) < M(N) < As-P(N)
(34)
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Ztozonosc¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa

Aby usung¢ zmienng x1 z jednego wiersza, nalezy wykona¢ O(N) opera-
cji. Poniewaz zmienng 21 musimy usung¢ z N —1 wierszy, musimy tgcznie
wykonaé O(NN?) operacji. Poniewaz musimy to samo zrobi¢ ze zmiennymi
T, x3,. .., ostatecznie musimy wykonaé O(N3) operacji.

Zlozonosc obliczeniowa eliminacji Gaussa
wynosi O(N3).
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Backsubstitution

Rozpatrzmy ukiad réwnan w postaci (33). Ostatnie réwnanie jest rozwig-
zane ze wzgledu na xz ;. Podstawiamy to rozwigzanie do wszystkich po-
przednich réwnan. Teraz drugie od dotu réwnanie ma tylko jedng nieznang
zmienng — x_1, a cos takiego umiemy rozwigzac. Podstawiamy to roz-
wigzanie do réwnania trzeciego od dotu i do poprzednich. Teraz trzecie od
dotu réwnanie zawiera tylko jedng zmienng, x 5r_». Rozwigzujemy, podsta-
wiamy do poprzednich i tak dale;...

Poniewaz wyeliminowanie jednej zmiennej wymaga O (/N ) operacji, a mu-
simy wyeliminowa¢ N zmiennych, caty koszt rozwigzania uktadu z macie-
rza trojkatna gorna za pomoca algorytmu backsubstitution wynosi O (N?2).
Jest to niewiele w poréwnaniu z kosztem eliminacji Gaussa.

Catkowity koszt rozwigzania uktadu N réwnan liniowych za pomocg
eliminacji Gaussa z nastepujacym backsubstitution wynosi O(N3).
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LIV A SR 4

Czy co$ moze pojs¢ zle?

Caly algorytm zawali sie, jezeli w ktéryms
momencie trzeba bedzie wykonac¢ dzielenie
przez zero

a11 — 0 IUb CL/22 — O, IUb ag3 =0 |td
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Przykiad 4

Uktadu réwnan

y + z =1
x + vy + z = 2 (35)
2x — 2z = 0

nie da sie doprowadzi¢ do postaci trojkatnej gérnej za pomoca eliminacii
Gaussa. Jesli jednak przestawimy pierwszy wiersz z drugim lub z trzecim,
eliminacja Gaussa powiedzie sie.

Ze wzgledow numerycznych staramy sie takze unika¢ dzielenia przez liczby
bardzo mate co do wartosci bezwzglednej. Formalnie, w arytmetyce do-
ktadnej, jest to wykonalne, ale w praktyce moze to doprowadzi¢ do bardzo
znacznej utraty doktadnosci, tak, ze ostateczny wynik bedzie numerycznie

bezwartosciowy.
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Wyboér elementu podstawowego

Przypusémy, ze na pewnym etapie eliminacji Gaussa mamy ukfad réwnan

(21 4+ ... = b
x2 + = bo
X apkTr  + g k4+1Tk4+1 T = by (36)
k41 Tk T+ Qk+1k+1Tk+1 T = br41
\ aNgTr +  ONEk4+1Tk4+1 T = by

“Powinnismy” teraz dzieliC przez ay. Zamiast tego wsrod wspotczynni-
KOW app, ap+41 k> Ak+42 k> - - - » aNE WYSZUKUjEeMy najwigkszy co do modutu,
permutujemy wiersze tak, aby ten najwiekszy co do modutu znalazt sie
w pozycji diagonalnej i dzielimy przez niego. Wspotczynnik wypromowany
do pozycji diagonalnej nazywa sie elementem podstawowym (ang. pivot).
Ten krok algorytmu nazywa sie czesciowym wyborem elementu podstawo-
wego. Dalej postepujemy jak poprzednio.
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Koszt wyszukania jednego elementu podstawowego wynosi O(NV). Jezeli
robimy to w kazdym kroku, catkowity koszt jest rzedu O(N?), a wiec jest
maty w porownaniu ze ztozonoscig obliczeniowg samej eliminacji Gaussa.
Wynika z tego, iz czeSciowego wyboru elementu podstawowego nalezy
zawsze dokonywac, gdyz nie zwieksza to znacznie kosztu catej procedury,
moze natomiast zapewni¢ numeryczng stabilnosé algorytmu.

Zamiast szuka¢ elementu podstawowego wytgcznie w jednej kolumnie,
mozna szukac¢ najwiekszego co do modutu wspédtczynnika wsrdéd wszyst-
kich a; ;,k < 1,7 < N. Po znalezieniu, nalezy tak spermutowac wiersze
| kolumny ukfadu réwnan, aby element podstawowy znalazt sie w pozy-
cji diagonalnej. Nazywa sie to petnym wyborem elementu podstawoweqgo.
Zauwazmy, ze koszt numeryczny wynosi O(N3), a wiec staje sie poréwny-
walny z kosztem catej eliminacji Gaussa, ponadto zas permutacja kolumn
wymaga pozniejszego odwiktania permutacji elementow rozwigzania, co
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jest ktopotliwe. Petny wybdr elementu podstawowego zapewnia wiekszg
stabilno$¢ numerycznag, niz wybor czesciowy, ale w praktyce jest rzadko
uzywany, ze wskazanych wyzej powodow.

Do skutecznego przeprowadzenia eliminacji Gaussa potrzebna jest
znajomos$¢ kolumny wyrazéw wolnych, gdyz wyrazy wolne takze sg
przeksztatcane i permutowane w czasie eliminacji.
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Uwagi o eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze mamy rozwigzac kilka uktadéw réwnan z tg samg lewa
strong, a r6znymi wyrazami wolnymi:

AxD) =p) =12 .. M (37)

gdzie A € RVXN x() pd) ¢ RN, Eliminacja Gaussa (z wyborem ele-
mentu podstawowego!) jest efektywna, jezeli z gory znamy wszystkie prawe
strony b(1) b(2) . b) gdyz w tym wypadku przeprowadzajac elimi-
nacje Gaussa, mozemy przeksztatca¢ wszystkie prawe strony jednocze-
$nie. Catkowity koszt rozwigzania (37) wynosi wowczas O(N3)+O (M N?2).
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Jezeli jednak wszystkie prawe strony nie sg z gory znane — co jest sy-
tuacjg typowg w obliczeniach iteracyjnych — eliminacja Gaussa jest nie-
efektywna, gdyz trzebaby jg niepotrzebnie przeprowadzac¢ dla kazdej pra-
wej strony z osobna, co podnositoby koszt numeryczny do O(MN3) +
O(MN?).
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Idz na wybory!

15 padzdziernika 2023
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