Metody numeryczne — zadania numeryczne 2023/24 1

1. Dobierajac odpowiednie algorytmy (wybér trzeba uzasadnié!), rozwiaz nastgpujace uktady

réwnan:
(a) ) I
3100 0 00 1 1
1410000 T2 2
01 41000 3 3
001 4100 g | =| 4 (1)
0001410 5 5
00 00141 Tg 6
100 0 0 0 1 3] [ 2| 7]
(b) ) S
41 0 0 0 01 1 1
1 410000 T2 2
01 41000 x3 3
001 4100 g | =| 4 )
0001410 T5 5
00001 41 Tg 6
11 00 0 0 1 4] [ 27 | 7]
2. Dane jest macierz A € R28%128 g nastepujacej strukturze
4 1 0 0 1 0 0 0O O 0 O 1
1 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 4 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 4 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 4 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 0
A= 0 0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 3)
0 0 1 0 0 1 4 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 4 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 4 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 4 1
i 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 4 |

Rozwigzaé réwnanie Ax = e, gdzie A jest macierza (3), natomiast e jest wektorem, kt6rego
wszystkie sktadowe sa réwne 1, za pomoca

(a) metody Gaussa-Seidela,
(b) metody gradientéw sprze¢zonych.
Algorytmy musza uwzgledniaé strukture macierzy (3))!
Prosz¢ poréwnaé graficznie tempo zbieznoSci tych metod, to znaczy jak zmieniaj¢ si¢ normy

|lxx — xx—1]|, gdzie x;, oznacza k-ty iterat. Por6wnac efektywna ztozonos$¢ obliczeniowa ze
ztozonos$cig obliczeniowa rozktadu Cholesky’ego dla tej macierzy.
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3. Dana jest macierz

v 1B 5 5 13 _17
12 12 6 6 12 12
B 13 5 5 _11 13
12 12 12 12
5 5 5 _1 5 5
6 6 6 6 6 6
A= . (4)
5 5 _1 5 5 5
6 6 6 6 6 6
B -1 5 5 13 13
12 12 6 6 12 12
17 13 5 5 13 19
12 12 6 6 12 12

Przy uzyciu metody potggowej znajdZ jej dwie najwigksze na modul wartoSci wlasne i odpo-
wiadajace im wektory wiasne.

4. Sprowadz macierz z zadania [3] do postaci tréjdiagonalnej, a nastgpnie znajdz jej wszystkie
warto$ci wlasne.

5. Konstruujac odpowiednia macierz symetryczna, rzeczywista, znajdZ warto$ci wtasne i unor-
mowane wektory wlasne ponizszej macierzy hermitowskiej:

01 0 —i
10 —i o0
0 i 0 1 )
i0 1 0

Wskazéwka: Wektory wlasne tej macierzy moga byé zespolone. Norme wektora u € CV
obliczamy jako |[u|® = ufu.

6. Dana jest macierz

(6)

_— o O N
OO = N =
O~ = = O
=N = OO
N = OO =

Znajdz jej (przyblizony) wektor wiasny do warto$ci wlasnej A ~ 0.38197.

Uwaga: w zadaniu nie chodzi o to, aby znaleZ¢ wszystkie warto$ci wlasne powyzszej macierzy,
a nastepnie wskazac¢ wektor wtasny odpowiadajacy podanej przyblizonej wartosci wtasnej. Pra-
widlowe rozwiazanie nie obejmuje szukania zadnych wartoSci wtasnych, a jedynie konstrukcje
(przyblizonego) wektora wlasnego odpowiadajacego podanej (przyblizonej) wartosci wlasne;j.

7. Znajdz, z doktadnoscia do czterech cyfr dziesigtnych, wartoSci wspéiczynnikéw wielomianu
interpolacyjnego opartego na nastgpujacej tabelce (ze wzgledéw typograficznych tabelka ma
orientacje pionowa, a nie, jak to jest zwyczajowo, pozioma; x oznacza wezel, f(x) warto§é
funkcji w wezle):
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10.

11.

v | f(z)

—0.75 1.1309204101562500

—0.50 2.3203125000000000

—0.25 1.9284057617187500
0.00 1.0000000000000000
0.25 0.0554809570312500
0.50 | —0.6015625000000000
0.75 | —0.7525024414062500
1.00 0.0000000000000000

Sporzadz wykres uzyskanego wielomianu w przedziale —1.25 < z < 1.25 1 zaznacz na nim
punkty, ktére postuzyty do jego konstrukcji.

Uwaga: Jesli zadanie to zostanie wykonane prawidtowo, obliczone wspéiczynniki wielomianu
interpolacyjnego beda “tadne”.

Znajdz wartoSci funkcji
1
f@) = 1+ 522
w punktach —7/8, —5/8,—3/8,—1/8,1/8,3/8,5/8,7/8 anastgpnie skonstruuj wielomian in-
terpolacyjny Lagrange’a oparty na tych weztach i wartoSciach funkcji w tych weztach.
Narysuj wykres wielomianu interpolacyjnego. Punkt dodatkowy: znajdZ wspétczynniki wielo-

(M

mianu interpolacyjnego.
Skonstruuj naturalny splajn kubiczny dla funkcji i weztéw z zadania[8] Sporzadz jego wykres.

Skonstruuj interpolacj¢ funkcjami wymiernymi wedtug algorytmu Floatera i Hormanna z pa-
rametrem d = 3 dla funkcji i weztéw z zadania[8] Sporzaadziéc odpowiedni wykres.

Postugujac si¢ wzorem trapezéw i metoda Romberga, oblicz catke

T 1
I = /sin <7T li\a{?) e Tdx ®)
0
z doktadnoscia do 10~7.
Wskazowka:
ri 1 T 1
I:/Sin T Ve e_mdm—&—/sin T +ve e dx %)
1422 1+ 22
0 A
I Iogon
przy czym
oo 1 o0
|Iogon| < / sin <7T 1—:_\33/25)‘ e Tdx < /671 dr = €7A . (10)
A A

Znajdz A takie, ze e=4 < 1077, a nastgpnie znajdZz numerycznie warto$¢ I; z odpowiednia
doktadnoscia.
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12. Niech

Narysuj wykres F'(x) oraz oblicz lim F(z) z doktadnoscia 105,

T—0o0

Y

13. Stosujac metode Laguerre’a wraz ze strategia obnizania stopnia wielomianu i wygladzania,

znajdz wszystkie rozwiazania réwnan

24327 — 48625 + 78325 — 9902* + 5582% — 2822 — 722+ 16 =0 (12a)
210429 4328 4227 — 20 —32° — 112 — 828 — 1222 —42 -4 =0 (12b)
A4id -2 —iz41=0 (12¢)

Uwaga: to jest jedno zadanie.

14. Rozwiaz uktad réwnan

222 442 =

<x;)2+(y1)2 _

A~ = N

(13a)

(13b)

15. Sporzadz naturalny splajn kubiczny na podstawie danych zawartych w pliku http:
//th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnuml6/dane.txt. Przedstaw graficznie

punkty danych i znaleziony splajn.
16. Zmajdz, z doktadnoscia do 106, minimum funkcji

1, 1, 1
Yy=3% 73" T 16"

(a) za pomoca metody ztotego podziatu,

(b) za pomoca metody Brenta.

Poréwnaj szybkos¢ zbieznosci obu metod.
Uwaga: To jest jedno zadanie. Wazne, aby w obu podpunktach znaleZ¢ fo samo minimum.

(14)


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/dane.txt
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/dane.txt
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17. ZnajdZ numerycznie (analitycznie zrobi¢ mozna to bardzo tatwo) minimum funkcji Rosen-
brocka (zobacz rysunek)

Rosenbrock function z = (:L—x)2 + 100(y-x2)2

1600 |
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% //I/II/II//I/I/I
600 | 4?5?‘?”1”"”57%’///%/ /I%I/// /
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- ///,/////I/i//// //”/I
| iy //
400 7«""23”1’,””/”/’,/”’/’;;”” //I/////
’;"";zl’”///////////// lll/ ///
Aty ], //ﬂ/////l/
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- /
o " 4’,‘, ,’;’,',l;l///// ////////I I /
7

fla,y) = (1 —2)* +100(y — 2°)*. (15)

Rozpocznij poszukiwania od kilku—kilkunastu réznych, losowo wybranych punktéw i osza-
cuj, ile trzeba krokéw aby zblizy¢ si¢ do minimum narozsadna odlegtos$¢. Przedstaw graficznie
drogeg, jaka przebywa algorytm poszukujacy minimum (to znaczy pokaz polozenia kolejnych
minimalizacji kierunkowych lub kolejnych zaakceptowanych krokéw wykonywanych w meto-
dzie Levenberga—Marquardta).

18. Startujac z kilku losowo wybranych punktéw poczatkowych, znajdZ minima czterowymiarowej
funkcji Rosenbrocka

f(x1, 20,20, 24) = (1 — 21)? +100(x2 — %)% 4+ 100(x3 — 3)* + 100(24 — 232)*. (16)

19. Startujac ze 128 punktéw poczatkowych, rozmieszczonych losowo w kwadracie [—3, 3] x
[—3, 3], znajdZ minima funkcji

f(z,y) = 0.252% + 9* — 0.5z + 0.125z + 0.0625(x — y) 17)

20. Dopasuj wielomiany niskich stopni do danych zawartych w pliku http://th-www.1if.

uj.edu.pl/zfs/gora/metnuml6/w.txt, zakladajac, ze pomiary sa nieskorelowane i

obarczone takim samym bigdem. Ustal za pomoca kryterium Akaike, jaki stopieii wielomianu
wybraé. Przyjmujac

1
= NZ(% —w(w;))?, (18)
i=1

gdzie (z;,y;) oznaczaja punkty pomiarowe, NV jest liczba pomiar6w, w(z) dopasowanym wie-
lomianem, znajdZ macierz kowariancji estymatoré6w (czyli wspoétczynnikéw dopasowanego


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/w.txt
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/w.txt
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21.

wielomianu).
Jest to jeden z niewielu przypadkéw, w ktdérych trzeba explicite znaleZzé odwrotnos¢ jakiejs
macierzy.

Znajdz przyblizenia Padé R4y, Ros, Ro4 funkcji
Bl
E(m):/\/l—xQSiHGQdG, x e (-1,1) (19)
0

Sporzadz ich wykresy, oraz wykres samej funkcji (I9), w przedziale [—0.5, 0.5]. Czy przybli-
zenia R3q, R13 istnieja?

PFG



