Wstep do metod numerycznych — Zadania numeryczne 2017/18

Warunkiem koniecznym (nie wystarczajacym) uzyskania zaliczenia jest rozwigzanie co najmniej
13 z ponizszych zadan, przy czym zadania oznaczone litera “O” sa obowiazkowe. Jesli zadanie ma

podpunkty, to wciaz jest to jedno zadanie.

W rozwiazaniu nalezy wskazac algorytm, ktérym si¢ postuzono i uzasadnié¢ jego wybér. Rozwia-
zania wykorzystujace niewtasciwy algorytm (na przyktad algorytm dla macierzy petnej w przypadku
macierzy rzadkiej) beda odrzucane. Rozwiazanie powinno obejmowaé krétkie oméwienie wynikow.
Do rozwiazania prosz¢ dotaczy¢ kod programu. Rozwiazanie kazdego zadania osobno, w postaci
jednego pliku pdf o nazwie XXnazwisko.pdf, gdzie XX sa cyframi odpowiadajacymi numerowi
zadania, proszg¢ przesyta¢ do mnie elektronicznie na adres pawel.gora@uj.edu.pl.
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3. Dane sa nastgpujaca macierz i wektory:
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Definivjemy z; = A~'b; dla i = 1,2,3,4.
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4 0. Dane jest macierz A € R128%128 ¢ nastepujace;j strukturze
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Rozwigzaé réwnanie Ax = e, gdzie A jest macierza (@), natomiast e jest wektorem, ktérego

wszystkie sktadowe sa rowne 1, za pomoca

(a) metody Gaussa-Seidela,

(b) metody gradientéw sprzezonych.

Algorytmy musza uwzgledniaé strukture macierzy (4) — w przeciwnym razie zadanie nie be-

dzie zaliczone!

Oba algorytmy proszg zastartowac z tego samego przyblizenia poczatkowego. Poréwnaé gra-
ficznie tempo zbieznosci tych metod, to znaczy jak zmieniaje si¢ normy ||xz — x5—1||, gdzie
X oznacza k-ty iterat. Porownac efektywng ztozonos$¢ obliczeniowa ze ztozonoScig oblicze-
niowg rozkladu Cholesky’ego dla tej macierzy.

5. Dana jest macierz
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Przy uzyciu metody potggowej znajdZ jej dwie najwicksze na modut warto$ci wtasne i odpo-

wiadajace im wektory wiasne.

6. SprowadZ macierz z zadania [5] do postaci tréjdiagonalnej, a nastgpnie znajdz jej wszystkie

wartosci wlasne.
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7. Konstruujac odpowiednia macierz symetryczna, rzeczywista, znajdZz warto$ci wtasne i unor-
mowane wektory wlasne ponizszej macierzy hermitowskie;j:

01 0 —3
10 - O
0« 0 1 ©
1 0 1 0

Wskazéwka: Wektory wlasne tej macierzy moga byé zespolone. Norme wektora u € CV
obliczamy jako |[u|® = ufu.

8. Dana jest macierz
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Znajdz jej (przyblizony) wektor wlasny do wartosci wlasnej A ~ 0.38197.

9. Zbudowaé wielomian interpolacyjny oparty na nastgpujacej tabelce:

x‘—1.2300 —1.1900 —0.7400 0.1100 2.5600
y‘ 1.5129 1.4161 0.5476 0.0121 6.5536

Podaé jawne wspélczynniki wielomianu interpolacyjnego.

10 O. ZnajdZ, z doktadnos$cia do czterech cyfr dziesigtnych, wartosci wspdtczynnikéw wielomianu
interpolacyjnego opartego na nastgpujacej tabelce:

x || 0.062500 | 0.187500 | 0.312500 | 0.437500 | 0.562500 | 0.687500 | 0.812500 | 0.935700

f(x) || 0.687959 | 0.073443 [ —0.517558 | —1.077264 | —1.600455 | —2.080815 | —2.507266 | —2.860307

Sporzadz wykres uzyskanego wielomianu w przedziale —1 < z < 11 zaznacz na nim punkty,
ktére postuzyly do jego konstrukc;ji.

11. Znalez¢ wartoSci funkcji

1
= — 8
1@) = 5 ®
w punktach —1, —1 + 35, =1 4+ &, ..., 1 — 55, 1, a nastepnie skonstruowa¢ wielomian

interpolacyjny Lagrange’a oparty na tych weztach i wartosciach funkcji () w tych weztach.
Narysowac wykres wielomianu interpolacyjnego.

12 O. Skonstruowaé naturalny splajn kubiczny dla funkcji i weztéw z zadania [T1] Sporzadzi¢ jego
wykres.

13. Skonstruowaé interpolacje funkcjami wymiernymi wedlug algorytmu Floatera i Hormanna
z parametrem d = 3 dla funkcji i weztéw z zadania[T1} Sporzadzi¢ odpowiedni wykres.
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14 O. Postugujac si¢ wzorem trapezéw i metoda Romberga, oblicz catke

[ 14vE
I:/sn1<7r1+m2>e dx ©))

0

z doktadnoscia do 1077,

Wskazowka:
fi 1 7 1
I = /Sin s Ve e’ dac—&—/sin T Ve e dx (10)
1+ 22 1+ 22
0 A

I Iogon

prz czym

14 22
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Togon] < /
A

Znajdz A takie, ze e~ < 1077, a nastepnie znajdZ numerycznie warto$¢ I; z odpowiednia

1 o0
sin <7r + \/E) ‘ e Tdr < /e*z de =e 4. (11)
A

doktadnoscia.
15. Niech
’ 1+t 2
F(z) = / cos (tQ—l—OO4> e " dt (12)
Narysuj wykres F(z) oraz oblicz lim F(z) z doktadnoscia 10~5.
Tr—r00
16. Dane jest r6wnanie
(2% — 1)sinh®2 = 0. (13)

Zastosuj algorytm siecznych i algorytm oparty o trzypunktowa interpolacj¢ odwrotna do zna-
lezienia rozwiazania réwnania (I3), startujac, odpowiednio, z dwu i trzech losowych punktéw
z przedziatu (0, 1). Punkty poczatkowe dla metody siecznych maja byé dwoma z trzech punk-
téw poczatkowych dla algorytmu opartego o iteracje odwrotna. Wyznacz miejsce zerowe z
doktadnoscia do 10~8. Powtérz zadanie dla kilku(nastu) réznych zestawéw punktéw poczat-
kowych. Poréwnaj wyniki.

17 O. Stosujac metode Laguerre’a wraz ze strategia obnizania stopnia wielomianu i wygtadzania,
znajdz wszystkie rozwigzania rownan

24327 — 48625 + 7832° — 9902* + 55823 — 2822 — 722 + 16 =0 (14a)
210 429 4328 4227 — 20 —32° — 1120 —823 — 1222 —42—-4=0 (14b)
A 4izd =22 —iz+1=0 (14c)
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18. Rozwiaz uktad réwnan

222 442 =

(:17—%)24—(3/—1)2

19. Sporzadz naturalny splajn kubiczny na podstawie danych zawartych w pliku http://
th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnuml6/dane.txtl Przedstaw graficznie
punkty danych i znaleziony splajn.

(15a)

(15b)

= N

20. Stosujac metode Brenta znajdZ minimum funkcji skonstruowanej w poprzednim zadaniu (zna-
lezionego splajnu!), startujac z losowo wybranej pary bliskolezacych punktéw z przedziatu
[-1.5 : 1.5]; uzyj tej pary to znalezienia tr6jki punktéw wstgpnie otaczajacych minimum.
Powtérz zadanie dla kilkunastu réznych par punktéw poczatkowych.

21 O. Znajdz numerycznie (analitycznie zrobi¢ mozna to bardzo tatwo) minimum funkcji Rosen-
brocka (zobacz rysunek)

Rosenbrock function z = (1—><)2 + 100(y-><z)2
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fla,y) = (1 —2)* +100(y — 2°)*. (16)

Rozpocznij poszukiwania od kilku—kilkunastu réznych, losowo wybranych punktéw i oszacuj,
ile trzeba krokéw aby zblizy¢ si¢ do minimum narozsadna odlegtos$¢. Przedstaw graficznie
droge, jaka przebywa algorytm poszukujacy minimum (to znaczy pokaz potozenia kolejnych
minimalizacji kierunkowych lub kolejnych zaakceptowanych krokéw wykonywanych w meto-
dzie Levenberga—Marquardta).

22*. Startujac z kilku losowo wybranych punktéw poczatkowych, sprébuj numerycznie znalez¢ mi-
nima czterowymiarowej funkcji Rosenbrocka

fzy, 0,00, 24) = (1 — 21)? +100(29 — 23)? 4 100(z3 — 23)* + 100(z4 — 22)*. (17)


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/dane.txt
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/metnum16/dane.txt
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23.

24.

25.

Startujac ze 128 punktéw poczatkowych, rozmieszczonych losowo w kwadracie [—3, 3] x
[—3, 3], znajdZ minima funkcji

f(z,y) = 0.252% + y? — 0.522 + 0.1252 + 0.0625(z — y) (18)

Dopasuj wielomiany niskich stopni do danych zawartych w pliku http://th-www.if.
uj.edu.pl/zfs/gora/metnuml6/w.txt, zaktadajac, ze pomiary sa nieskorelowane i
obarczone takim samym bledem. Ustal za pomoca kryterium Akaike, jaki stopiei wielomianu
wybrac. Przyjmujac

N
1
of =5 D (i —w(@i)?, (19)
i=1
gdzie (z;, y;) oznaczaja punkty pomiarowe, N jest liczba pomiaréw, w(z) dopasowanym wie-
lomianem, znajdZ macierz kowariancji estymatoréw (czyli wspétczynnikow dopasowanego
wielomianu).

Jest to jeden z niewielu przypadkéw, w ktérych trzeba explicite znaleZé odwrotnos¢ jakiejs
macierzy.

Znajdz przyblizenia Padé R4o, R31, Rag, R13, Ro4 funkcji
%
Bla) = / VI—aZsm02do, e (-1,1) 20)
0

Sporzadz ich wykresy, oraz wykres samej funkcji 20), w przedziale [—0.5, 0.5].
Wskazowka: Use Mathematica, Luke!

PFG
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