Od geometrii do algebr.

Geometria to przede wszystkim nauka o mierzeniu i to dzigki niej wiemy jak obliczy¢
dtugos¢ krzywej, pole powierzchni trojkata czy objetos¢ stozka — obiektow jakie dobrze znamy 1
potrafimy sobie znakomicie wyobrazi¢. Kiedy jednak styszymy ,,geometria nieprzemienna” nasza
wyobraznia nie podpowiada nam o co chodzi: czym bowiem moze by¢ sztuka mierzenia jakis$
nieprzemiennych obiektow ? No i — przede wszystkim - co to s3 za obiekty? Zeby to wyjasnié
musimy spojrze¢ na geometri¢ niejako od jej drugiej strony opisujac ja troche tak jak ja naprawde
widzimy. Popatrzmy sobie na najprostszy $wiat — sktadajacy si¢ z kilku punktéw. Co potrafimy na
takim $wiecie (matematycznego) zrobi¢ ? Potrafimy stworzy¢ na nim funkcje (powiedzmy o
wartos$ciach 0 1 1) — umieszczajac w kazdym punkcie tego Swiata wlaczong badz wylaczong lampe.
Pojedyncza taka funkcja niewiele nam powie, jednak majac wszystkie mozliwe funkcje na tym
naszym $wiecie bedziemy mogli powiedzie¢ przynajmniej z ilu punktow sklada si¢ nasz $wiat.

Przyktad: wezmy wszystkie funkcje na n punktach o wartosciach 0 i 1. Ilos¢ wszystkich takich
funkcji to 2" - zatem badajgc tylko same funkcje mozemy wiedziec¢ z ilu punktow sklada si¢ nasza
przestrzen.

W analogiczny sposdb mozna sprobowaé opisa¢ znacznie bardziej skomplikowane zbiory
punktow — jak chocby okrag — tym razem podajac jednak funkcje o wartosciach zespolonych. Taki
zbidr funkcji ma jednak dos$¢ ciekawe wilasnos$ci - troche podobnie jak same liczby — wiemy, ze
dwie funkcje mozemy do siebie doda¢, pomnozy¢ przez liczbe a nawet przemnozy¢ przez siebie:
iloczyn funkcji 1 g, f*g, w punkcie x bedzie miat warto§¢ f(x)g(x). Strukture takg nazywamy
algebra, pokrdtce mowigc jest to zbior obiektéw ktore mozemy do siebie dodawac, mnozy¢ przez
siebie 1 mnozy¢ przez liczby. W naszym przypadku latwo tez zobaczy¢, ze mnozenie w algebrze
funkcji jest przemienne jako, ze f(x)g(x) = g(x)f(x). Tak wigc — uzywajac tego jezyka - probujemy
opisa¢ zbidr punktow — podajac odpowiednia algebre funkcji na nim.

Zaryzykujmy pewna hipoteze - skoro nasza konstrukcja dobrze dziata dla zbiorow punktow
(jako, iz na kazdym zbiorze punktow mozemy stworzy¢ funkcje) naturalnie nasuwa si¢ pytanie czy
tak otrzymane algebry funkcji sg takie same 1 czy moze dowolna przemienna algebra jest algebra
funkcji na jakim$ zbiorze ? Okazuje si¢, ze pozytywna odpowiedZ na to drugie pytanie mozliwa jest
jednak jedynie dla pewnej specyficznej klasy algebr, ktére skonstruowane sg z cigglych funkcji
(posiadajacych granice w kazdym punkcie) na pewnych przestrzeniach. Ta odpowiednios¢
wystarcza jednak zaledwie na rozroznienie algebr dla pewnych klas takich przestrzeni — na
przyktad, algebra ciaglych funkcji na okregu jest inna niz algebry ciagtych funkcji na plaszczyznie,
ale tak sama jak algebra cigglych funkcji na obwodzie dowolnego wielokata czy elipsy. Po to by
opisa¢ okrag lub elips¢ dokladniej i odrézni¢ je od siebie potrzebujemy innych narzedzi
matematycznych, ktorych dostarcza geometria: na przyktad jesli zaczniemy bada¢ funkcje nie tylko
ciggle ale i1 rozniczkowalne — bedziemy mogli odrozni¢ okrag od obwodu wielokata (ktory posiada
,»rogi”’) a wprowadzajac odpowiednio dodatkowe informacje zwigzane z odleglosciami na naszej
przestrzeni bedziemy mogli rozrozni¢ elips¢ od okreggu.

Nieprzemienna geometria jest jedynie rozszerzeniem powyzszego opisu, bioracym jednak jako
swoje podstawowe obiekty dowolne, niekoniecznie przemienne algebry czyli algebry sktadajace si¢
z obiektow takich, ze a-b niekoniecznie rowne jest b-a dla elementéw a i b z danej algebry. Takie
algebry istnieja — moga to by¢ chociazby proste algebry macierzy, ale réwniez bardzo
skomplikowane 1 bogate nieprzemienne algebry zdefiniowane niejednokrotnie w bardzo
abstrakcyjny sposob. Moga to by¢ algebry, pojawiajace si¢ w naturalny sposdb w fizyce — i choc,
gdy sa nieprzemienne na pewno nie odpowiadaja w zaden sposob zbiorom punktow — z
przyzwyczajenia (i troche naduzywajac tego pojecia) méwimy o nich jakby odpowiadaty jakims
»hieprzemiennym przestrzeniom”.



Przykiad: algebra macierzy 2 x2:
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Fizyka i nieprzemiennos¢.

)_ Ao Ab

Kiedy na poczatku ubieglego stulecia pojawily si¢ pierwsze matematyczne opisy teorii opisujacej
zjawiska kwantowe, chyba malo kto zdawal sobie sprawe z przelomu jaki nastgpil. Pewnym
milczacym zalozeniem wszystkich wcze$niejszych teorii fizycznych byla mozliwos¢ ich opisu
poprzez wielkosci, ktore mozna zmierzy¢, czyli przypisa¢ im konkretng wartos¢ liczbowa,
zazwyczaj porownujac je do ustalonych jako$ podstawowych jednostek. Na przyktad, w mechanice
ruch czastek opisujemy poprzez podanie wektorow potozen i1 pedow, ktorych sktadowe w
wybranym uktadzie wspoétrzegdnych mozemy zmierzy¢. Co wigcej, przywyklismy, iz wielko$ci te
przybiera¢ moga dowolnie wybrane wartosci 1 na pewno sg ciggte — sktadowa potozenia czy pedu,
lub energia mogg by¢ zadane poprzez kazda liczbe rzeczywista. Nawet opisujac takie zjawiska jak
pole grawitacyjne czy pole elektryczne lub magnetyczne w gruncie rzeczy nie korzystamy z
niczego innego jak zwyklych liczb — przypisujac je jedynie punktom przestrzeni — czyli, tak
naprawde postugujac si¢ wlasnie funkcjami. Duzym zatem szokiem musiato by¢ odkrycie, iz widma
atomow sg dyskretne (co znaczy iz mozliwe energie przyjmowane przez elektrony w atomie sg
dyskretne, skwantowane 1 opisywane nie przez wszystkie liczby rzeczywiste, ale raczej przez liczby
naturalne opisujace poziomy energii. Co wigcej, mechanika kwantowa doprowadzita do odkrycia
relacji nieoznaczonos$ci, ktéra tlumaczona w prosty sposéb mowi, iz ped 1 potozenie nie sg
jednocze$nie mierzalne. Czym zatem moga by¢ ped i poloZenie, czym moze by¢ energia, skoro nie
sg — tak jak to przedtem uwazano, zwyklymi liczbami ? Opisujac ruch czastek korzysta z pojecia
przestrzeni fazowej — przestrzeni mozliwych wartosci peddéw 1 potozen, gdzie trajektorie w tej
przestrzeni opisujag mozliwe ruchy. Skoro jednak pedy i1 polozenia nie moga by¢ jednoczesnie
mierzone — czym moze by¢ przestrzen polozen i pedow mechaniki kwantowej ? Pewna sugesti¢, jak
opisa¢ te wielkosci dostarczyt Heisenberg — ktory z regut spektroskopii — czyli sktadania linii
widmowych atoméw wyprowadzit zasady mechaniki macierzowej. Dopiero jednak Born i Jordan
zwrocili uwage, 1z reguly ,,skladania” tych nowych zmiennych opisujacych fizyczne wielkosci to
nic innego jak reguty mnozenia macierzy. W ten sposob nieprzemienne algebry, takie jak witasnie
algebra macierzy, znalazty swoje pierwsze zastosowanie w fizyce, a przestrzen fazowa — czyli
przestrzen polozen i pedow stala si¢ pierwsza ,,nieckomutatywna przestrzenia”.

Przykiad: relacja nieoznaczonosci jest konsekwencjq tego, iz potozenie x i ped p nie sq funkcjami
gdyz ich mnozenie nie jest przemienne: px - x'p =-ih, gdzie i’=-1 a h jest fundamentalng stalq
fizyczng (stata Planka podzielona przez 2m). Konstruujgc ,,funkcje” z p i x (jak chocby dowolne
wielomiany, na przyktad p™2 + xp +x"2) otrzymujemy nieprzemienng algebre opisujqcg przestrzen
fazowq mechaniki kwantowej.

Moze nie byt to przewro6t typu kopernikanskiego, gdyz to nie my zostaliSmy przestawieni z centrum
Wszechswiata na jego kraj. Ale z drugiej strony, to w kofcu cata przestrzen stracita na znaczeniu.



Czym zajmuje si¢ geometria nieprzemienna?

Nieprzemienna geometria ma dzi§ rézne oblicza — cho¢ jedna zasadnicza wspdlng cechg. O ile
zwykla geometria zajmuje si¢ badaniem pewnych zbioréw punktoéw to geometria nieprzemienna
stawia algebry (niekoniecznie przemienne) jako przedmiot swoich badan. Moga to by¢ algebry
przemienne (na przyktad opisujace funkcje na fraktalach), abstrakcyjne algebry zadane przez relacje
(jak chocby ta opisujaca polozenia i pedy w mechanice kwantowej) czy tez algebry macierzy lub
ich niekonczenie wymiarowe rozszerzenia — algebry operatorow.

W matematyce, metody nieprzemiennej geometrii stuzg badaniom wiasnosci tych algebr, ich
rozrdéznianiu (podobnie jak metody geometryczne pomagaja rozroézni¢ sfer¢ od torusa) i
konstruowaniu ich symetrii, algebr Hopfa, ktore sg nieprzemiennymi uogolnieniami grup. W fizyce,
nieprzemienna geometria znajduje zastosowanie w opisie oddzialywan fundamentalnych (migdzy
innymi probujac przypisa¢ geometryczne znaczenie prawie juz odkrytej czastce Higgsa), teorii
strun , teoriach grawitacji kwantowej czy nawet opisie efektow kwantowych (jak kwantowy efekt
Halla).

Niekomutatywna geometria istnieje od niedawna, gdyz 30 lat w matematycznej skali to jak
mgnienie oka. Jej rozwoj i mozliwe korzysci stosowania jej do opisu $wiata fizycznego i
rozwigzywania matematycznych problemow sg jeszcze caly czas przed nami. Czy jest to jednak
teoria matematyczna czy tylko jezyk ? Czy tez jest to dodatkowa nazwa na kawatek matematyki
(gtownie teori¢ algebr operatorowych) ? Tworca nieprzemiennej geometrii, Alain Connes
powiedziat kiedy$ w wywiadzie:

— ... First, noncommutative geometry for me is this duality between geometry and algebra, with a striking
coincidence between the algebraic rules and the linguistic ones. Ordinary language never uses parentheses
inside the words. This means that associativity is taken into account, but not commutativity, which would
permit permuting the letters freely.

(,, Po pierwsze, nieprzemienna geometria jest dla mnie tq dualnosciq miedzy geometriq a algebrq, z
uderzajqcym podobienstwem miedzy regutami lingwistycznymi i algebraicznymi. Zwykty jezyk nigdy nie
uzywa nawiaséw wewngqtrz stéw. To oznacza, iz tqcznosc jest zatozona — ale nie przemiennos¢, ktora
pozwalataby na swobodne przemieszczanie liter wewnqtrz wyrazu.”)
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