Zasada wariacyjna dla problemu tréjciatlowego
w zastosowaniu do czastek zbudowanych z ciezkich kwarkow

1 Zasada wariacyjna dla problemu tréjcialowego

Na ¢éwiczeniach pokazalismy, ze dla problemu dwuciatowego dla czastek o réwnych masach
m, po odseparowaniu ruchu srodka masy, hamiltonian oddziatywania ma postaé
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W przypadku trojciatlowym hamiltonian oddziatywania przyjmuje postaé
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Masa zredukowana w hamiltonianie dwucialowym wynosi w tym przypadku
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Oznaczmy stan podstawowy hamiltonianu Hia3 przez |2). Nie jest to stan podstawowy
dla kazdego H;; z osobna. Obserwacja ta prowadzi do ograniczenia na energi¢ stanu
podstawowego hamiltonianu tréjcialowego:

E® = (Q Hizs ) = 3 (0 Hyy(1) |2) > 3EP (1), (6)
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Ostatnia nieréownos¢ wynika z faktu, ze $rednia z H;; w stanie |[Q2) jest wieksza lub réwna
energii stanu podstawowego podsystemu dwucialowego o masie zredukowanej p'.

Wzoér (6) mozna zastosowaé tylko w przypadku gdy oddziatywania dwuciatowe sa takie
same dla wszystkich czastek i przyciagajace (aby istnial stan zwiazany). Przyktadem
takich oddziatywan sa oddziatlywania silne miedzy kwarkami.



2 (Oddzialywania miedzy kwarkami

Do opisu stanu zwigzanego kwarkow nalezatoby stosowaé formalizm kwantowej teorii pola,
gdzie oddzialywanie zachodzi poprzez wymiane gluonéw (w elektrodynamice poprzez wy-
miane fotonow). Jednakze dla kwarkow ciezkich mozna zastosowaé przyblizenie niere-
latywistyczne. W tym celu trzeba zaproponowaé (zna¢) potencjal oddziatywania. W
przypadku oddzialywan silnych odpowiednie tadunki (zwane tadunkami kolorowymi) nie
sa — tak jak w elektrodynamice — liczbami ale macierzami. Stad potencjal oddzialywania
coulombowskiego dwoch tadunkow e, o nalezy zastapic¢ przez

V= % - W =TO.TOy (). (7)
Wiadomo, ze funkcja V(r) jest linowa dla duzych r (uwiezienie kwarkow, tzw. confine-
ment) i coulombowska dla malych r.

Macierze T2 sa generatorami grupy SU(3) w reprezentacji fundamentalnej odpo-
wiedni dla kwarku nr 1 i nr 2. Warto przypomnieé¢, ze dla grupy SU(2) generatorami w
reprezentacji fundamentalnej sq trzy macierze Pauliego, T = 1/2, a dla grupy SU(3)
jest to osiem (N? — 1) macierzy Gell-Manna. Macierze te spelniaja reguty komutacji

(15, T;) = ifijiTk, (8)

gdzie stale f;j, sa rzeczywiste i catkowicie antysymetryczne. Dla grupy SU(3) macierze
T; maja wymiar 3 x 3, dla grupy SU(2) oczywiscie 2 x 2 a stale fj, = ik
Warto zauwazy¢, ze sprzegajac w sposob zespolony relacje (8) otrzymujemy

(=17, =17 = ifisn(=T5)- (9)

Zatem macierze —1; spelniaja te sama relacje komutacji co macierze 7;. Oznacza to,
ze w rzeczywistosci mamy dwie reprezentacje ,fundamentalne”. Dla grupy SU(2) istnieje
taka macierz U, ze

~Ty = UTUT, (10)

a zatem reprezentacje te sg unitarnie rownowazne. Dla grup SU(N > 2) taka macierz U
nie iestnieje i reprezentacja fundamentalna 7; oraz reprezentacja do niej sprzezona —717*
nie sa rownowazne.

W przypadku grupy SU(2) reprezentacje numerujemy przy pomocy wartosci liczby
kwantowej j = 0,1/2,1,3/2... lub prz pomocy wymiaru (liczby stanéw) d; = 2j + 1, czy
wreszcie przy pomocy wartosci operatora Casimira

Cy=3 TP =j(i+ 1)L (11)

Dla uproszczenia bedziemy opuszczali trywialng macierz jednostkows 1.

W przypadku grupy SU(3) przyjeto sie oznaczaé reprezentacje przy pomocy wymiaru
i znaku sprzezenia dla reprezentacji sprzezonej. W rozwazanym przez nas przypadku
kwarki nalezg do reprezentacji 3 a antykwarki do reprezentacji 3.



Wartos¢ iloczynu TW . T we wzorze (7) zalezy od tego, na jaka reprezentacje ztozymy
dwie reprezentacje, do ktorych naleza czastki (1) i (2). Przypomnijmy sobie, ze dla grupy
SU(2) dwie reprezentacje fundamentalne j; o = 1/2 moga si¢ ztozy¢ na catkowite j = 0
(singlet) i j = 1 (tryplet). W przypadku grupy SU(3) skladanie reprezentacji najlepiej
wykonaé przy pomocy tzw. diagraméw Younga. Tutaj przytoczymy tylko wynik:

33 = 138,
3®3 = 3@6. (12)

Poniewaz czastki fizyczne ztozone z kwarkow maja catkowity tadunek kolorowy 0 (tak jak
atomy nie maja tadunku elektrycznego), czyli sa singletami, czyli naleza do reprezentacji
1. Zatem widzimy, ze w najprostszym przypadku mamy dwie mozliwosci. Albo mamy
czastki zloZzone z kwarka i antykwarka, albo z dwoch kwarkéw w stanie 3, do ktérego
dorzucamy trzeci kwark i sktadamy calosé na singlet. Pierwsze to mezony (¢g), drugie to
bariony (gqq).

Aby wyliczy¢ iloczyn TW. 7@ musimy okresli¢ do jakiej reprezentacji nalezy catkowity
kolor” T = TM 4+ T® W tym celu zauwazmy ze:

T? = Y T? =Cpjezeli T € 31ub 3,

T2 = Y T?=0jezeli T € 1. (13)

Zatem dla oddzialywania kwark-antykwark w mezonie, gdzie catkowite Tel mamy
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Dla dwoch kwarkow, ktore skladaja sie na 3 (a wiec dwoch kwarkéw w barionie) mamy
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A zatem mamy, ze
1
W = §qu' (18)

Oddzialywanie kwark-antykwark w mezonie jest dwa razy silniejsze niz oddziatlywanie
kwark-kwark w barionie.



Dygresja

Zauwazmy, ze powyzsze rozwazania przeprowadziliémy bez znajomosci wartosci nume-
rycznej C'p. Znajac wartosci numeryczne operatoréow Casimira dla pozostatych reprezen-
tacji R mozemy znalez¢ wartosci numeryczne iloczynu TW. T dla sumarycznego koloru
81 6. Mamy
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Jak wida¢, iloczyny te sa dodatnie (w przeciwienistwie do przypadku, gdzie sumaryczny
kolor jest singletem lub antytrojka), a zatem oddzialywanie w tych kanalach jest odpy-
chajace.

3 Zasada wariacyjna dla barionu

Wyprowadzona w poprzednim paragrafie relacja (18) pozwala powiazaé¢ oszacowania mas
barionéw i mezonéw. A priori mogltoby by¢ to niemozliwe, gdyz Wy, i W,; mogty by by¢
zupetnie inne. Dla barionu mamy zatem
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gdzie p” = 1/ /2. Do hamiltonianu
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mozemy teraz zastosowac¢ wzor (7), co pozwala nam oszacowaé energie barionu ztozonego
z trzech kwarkéw o masie m:

B9 > ZER0), (22)
Powstaje pytanie, jak powiaza¢ E®(u") z masa mezonu zlozonego z takiego samego
kwarka i jego antyczastki, gdyz w odpowiadajacym mu systemie dwucialowym znamy
energie E®) (1), a wiec przy innej masie zredukowane;.

W przypadku ogolnego potencjatu V (r) we wzorze (7) wymagaloby to obliczen nume-
rycznych. Jednakze dobrym przyblizeniem moze by¢ uzycie potencjatu logarytmicznego,
ktory ma wlasnosé (obserwowana eksperymentalnie dla mezonéw zbudowanych z ciez-
kich kwarkow), ze odlegtosci pomiedzy poziomami o ustalonych liczbach kwantowych nie



zaleza od masy. Mozna to wykazaé¢ przeskalowujac 7 — a1 ' — p/a (zauwazmy, ze
przeskalowanie 7 oznacza de facto zmiane jednostki wymiarowej dhugosci, co nie wplywa
na warto$¢ energii):
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Widzimy, ze energie Hamiltonianow
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roznia sie o stala glna = gln\/p/p”, a wiec odlegtosci pomiedzy poziomami energetycz-
nymi sa takie same.

Aby powiaza¢ E® 7 energia mezonu musimy przyjaé, ze u = m/2 (patrz (3)). Z kolei
p' = p'/2 =3m/8 (patrz (5)). Zatem
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E@ (") = E®(n) + 953 (24)

Mase czastki ztozonej z n oddziatywujacych czastek o masie m kazda, wyliczamy ze wzoru
Einsteina w przyblizeniu nierelatywistycznym:
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Dobrym przyktadem jest tu barion {2 ztozony z trzech kwarkéw s oraz mezon ¢ ztozony
z kwarka s i antykwarka s:
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Mamy teraz przy uzyciu (22)
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W pracy z roku 1977 o ciezkich kwarkach Rosner i Quigg, badajac rozszczepienia
mezonow cc i bb oszacowali, ze g/c? ~ 750 MeV. Ile powinno wynosi¢ g/c* aby w réwnaniu

(28) byla rownosc?



