Wykład, marzec 2006
Dygresja o dydaktyce matematyki w XX wieku
Dydaktyka matematyki przeżywała bujny rozkwit w XX wieku. Dydaktykom udał się (lub może nie udał) eksperyment dydaktyczny na gigantyczna skalę. Wprowadzono zupełnie inne nauczanie niż w XIX wieku najprzód we Francji, potem w Stanach i innych krajach. Po latach można ocenić celowość zmian, ich skutki. To nie jest temat tego wykładu, aczkolwiek dla Państwa to jest bardzo pouczające. Zachęcam do zapoznania się z tym tematem. To co jest dla nas ważne, to fakt, że te rewolucyjne zmiany zostały dokonane nie tylko pod wpływem rozwoju matematyki jako takiej (np. program Erlangen w geometrii, bourbakiści we Francji) lecz także pod wpływem osiągnięć psychologii rozwojowej, głównie pod wpływem Piageta.
W Europie ukształtowały się w XX wieku trzy główne ośrodki dydaktyki matematyki: francuski, ten najbardziej rewolucyjny, holenderski (reprezentowany przez Hansa Freudenthala) oraz polski z Zofią Krygowską. Moje zainteresowanie dydaktyką narodziło się pod wpływem książki Krygowskiej „Dydaktyka matematyki”, dzieła, które pomimo tylu lat zachowało wiele odkrywczych i słusznych uwag.
Hansa Freudenthala spotkałam jakieś dwadzieścia lat temu w Utrechcie, poświęcił mi sporo czasu, pokazał podręczniki do matematyki pisane wedle jego zasad nauczania. Z punktu widzenia nauczycieli fizyki, to były wręcz idealne podręczniki.
Parę lat później, z okazji jubileuszu pani Profesor Zofii Krygowskiej Freudenthal gościł w Krakowie w Wyższej Szkole Pedagogicznej i wygłosił referat, który przetłumaczony przez profesora Stefana Turnaua zamierzam państwu poniżej przedstawić, bez zmian i streszczeń. Proszę zwrócić uwagę na odniesienia Freudenthala do Piageta. Proszę w trakcie lektury zastanawiać się nad przeniesieniem uwag Freudenthala na nauczanie fizyki,
Hans Freudenthal (1905–1990)

matematyk, dydaktyk matematyki
Hans Freudenthal urodził się w 1905 roku w niemieckim mieście Luckenwalde jako syn żydowskiego nauczyciela. Był tzw. cudownym dzieckiem; już w gimnazjum interesował się rachunkiem różniczkowym, całkowym i poezją. Jako trzynastolatek zaczytywał się Goethem i Schillerem. W 1023 roku wyjechał do Berlina a potem do Paryża na studia matematyki. Po doktoracie przeniósł się do Holandii, gdzie został asystentem słynnego L.E.J. Bouwera.
Ożenił się z Holenderką, pedagogiem Suus Lutter, i dzięki niej przetrwał niemiecką okupację. W 1964 roku osiadł w Utrechcie gdzie kierował katedrą matematyki czystej i stosowanej oraz podstawami matematyki. Miał znaczące wyniki w topologii, geometrii i teorii grup Liego. W dydaktyce matematyki był zwolennikiem „realistycznego podejścia” opierającego się na problemach wziętych z życia. Jako wpływowy człowiek „uratował” Holandię przed wprowadzeniem do szkół tak zwanej New Math.

Motywem przewodnim Freudenthala było nauczanie poprzez samodzielne odkrywanie. Freudenthal proponował uczniom zadania związane z życiem codziennym, tak by ich rozwiązywanie stopniowo rozwijało rozumienie matematyczne i rozbudzało zainteresowanie matematyką.

Hans Freudenthal był renesansowych człowiekiem. Pisywał felietony do gazet, wiersze, powieści.

O strukturach w nauce i nauczaniu – Hans Freudenthal
Poniżej przytaczam obszerne fragmenty z referatu H. Freudenthala wygłoszonego przez niego w czasie wizyty w krakowskiej WSP w 1984 

/Spisał i tłumaczył Stefan Turnau/

1. Struktury – ubogie i bogate

Bierna lub czynna reakcja podmiotu na środowisko, zwana przez Piageta, akomodacją, odzwierciedla się w sferze poznawczej podmiotu przez odkrywanie struktur w rzeczywistości i narzucanie ich na rzeczywistość; rzeczywistość, która ukazuje się podmiotowi dzięki jego działaniu w stopniu coraz bardziej ustrukturowanym.
Zajmując się strukturami naukowymi, posługuję się przy tym strukturami matematycznymi jako przykładem paradygmatycznym, choć słowo struktura ma w matematyce sens bardziej wysublimowany niż w innych naukach. Mamy bowiem zwyczaj uważać o zespole faktów matematycznych nie tylko to, że posiada on pewną strukturę, ale także, że jest on strukturą. Nie ma w tym zresztą niczego dziwnego, gdyż często to, co się liczy w matematyce, to właśnie raczej struktura niż treść.

Rozpatrzmy kilka przykładów, by jaśniej widzieć, co znaczy słowo struktura w matematyce:
Czworościan można traktować jako strukturę złożoną z czterech wierzchołków, sześciu krawędzi i czterech ścian ujętych we wzajemnych relacjach, tj. relacjach należenia wierzchołka do krawędzi i ściany, zawierania, przez krawędź wierzchołka i jej zawierania się w ścianie, zawierania przez ścianę wierzchołka i krawędzi. Jest to struktura zwana kombinatoryczną; uwzględniamy bowiem tylko te relacje i zaniedbujemy wszystkie inne informacje na temat punktów, krawędzi i ścian, a więc to, że krawędzie są proste, ściany płaskie, i że są one zbiorami punktów. A na cóż tak uboga struktura? Ano z pewnej liczby takich czworościanów kombinatorycznych można zbudować wielościany kombinatoryczne przez utożsamienie ścian różnych czworościanów – przyklejając jeden na drugim – a po drodze tworzyć szersze struktury, dla których te proste czworościany są cegiełkami.
Równocześnie nie należy zadowalać się tą strukturą kombinatoryczną. Wiemy dobrze, że czworościan jest bryłą sztywną w realnej przestrzeni, o prawdziwych wierzchołkach, krawędziach i ścianach. To także jest pewna struktura – struktura geometryczna.
Jako struktura geometryczna czworościan stanowi strukturę bogatszą niż kombinatoryczna, bardziej – że tak powiem – z krwi i kości. Można o nim orzekać bardziej różnorodne twierdzenia; można, dla przykładu, mierzyć jego krawędzie, kąty, ściany, objętość.
Niekiedy czworościan bywa też nazywany ostrosłupem trójkątnym. A może należałoby powiedzieć odwrotnie, że ostrosłup trójkątny jest czworościanem? Nie; gdyby tak było, trzeba by się zgodzić, że ostrosłup trójkątny prawidłowy jest czworościanem prawidłowym. W istocie bowiem ostrosłupy trójkątne i czworościany – to różne struktury, z definicji ostrosłup posiada wierzchołek i podstawę (nawet po odwróceniu „do góry nogami”). Czworościan można przekształcić na ostrosłup trójkątny – i to na cztery sposoby – przez nazwanie jednego z jego wierzchołków – wierzchołkiem ostrosłupa, i jednej ze ścian –podstawą. Ostrosłup jest strukturą bogatszą od czworościanu.
Weźmy czworościan uformowany z gliny czy galaretki i zgniećmy tak, żeby odkształcić tę bryłę bez jej rozrywania lub sklejania tego, co było osobno. Możemy dostać w ten sposób okrągłą piłkę, albo ziemniaka, albo kiełbaskę, albo hantle. Wierzchołki, krawędzie, ściany zniknęły. Otrzymany obiekt jest wciąż spójny, oczywiście na sposób bardzo specjalny, na sposób kuli, a z pewnością nie na sposób pierścienia. Jest to struktura topologiczna, uboższa niż poprzednia struktura czworościanu geometrycznego; odległości, kąty, prostoliniowość itp. nie odgrywają teraz żadnej roli.

2. Struktury określone przez relację
Dla lepszego wyjaśnienia tego, co powiedziałem wyżej, oraz by rzucić przy tym nieco światła na narodziny struktury, omówię przykład pewnej struktury spoza matematyki, a nawet nie bardzo naukowej. Będzie to mianowicie struktura, pewnej rodziny, czy rodziny w ogóle, ustrukturowanej całym mnóstwem własności i relacji; wiek, wzrost, pleć, generacja, tj. relacje „dziecko rodzic”, małżeństwa, miejsce zamieszkania, (jeżeli jest ich kilka), zawód itd. Między tymi relacjami występują zależności: wiek dziecka jest zawsze mniejszy od wieku jego rodziców, małżonkowie są różnej pici itd. Te pierwotne relacje można składać, tworząc relacje złożone, jak dziadek wnuk, beniaminek, najmłodsza ciotka u nas, mój szwagier, profesor na... itp. Struktura ta może być wzbogacona innymi kryteriami. Z chwilą jej zubożenia – rezygnujemy z kilku twierdzeń uprzednio możliwych. Gdy tylko odrzucimy wiek – już nie będzie najmłodszych, najstarszych, beniaminków itp. Gdy tylko zapomnimy o płci – już nie będzie można, mówić o synach i córkach. Gdy pominiemy miejsce zamieszkania –- już nie będzie „u nas”. Jeśli relacja małżeństwa została wyeliminowana – nie ma już szwagrów ani bratowych. A jeśli wreszcie wyrzucimy wszystkie te relacje – zostanie jedynie zbiór osób.
Bądźmy jednak ostrożni. Ostatnie zdanie jest prawdziwe tylko dlatego, że wyszedłem od pojęcia rodziny, które samo już jest abstrakcją o prawie matematycznej ścisłości. Prawdziwa rodzina jest sytuacją i historią sytuacji daleko bogatszych i bardziej złożonych. Rozwój poznawczy dziecka charakteryzuje strukturyzacja, odkrywanie struktur ubogich w strukturach bogatych, takich jak powyższa.

3. Struktury algebraiczne
System liczb naturalnych 0, l, 2, ... może być na różne sposoby interpretowany jako struktura. Obiecując wrócić później do aspektu kardynalnego, zacznę od porządkowego, od szeregu służącego do liczenia, struktury porządkowej przestrzeni „gdzieś się to zaczyna i po każdym jest następny”, gdzie nazwy poszczególnych przedmiotów się nie liczą. W takiej strukturze można określić dodawanie, które parze przedmiotów przypisuje trzeci – ich sumę. Wyobraźmy sobie, że zapomnieliśmy pochodzenie dodawania. Pozostał tylko nieskończony system przedmiotów wyróżnionych przez swoje symbole i tabela o dwu wejściach, która dla każdych dwu liczb podaje tę, która jest ich sumą. Relacje w tym systemie mają postać a + b = c. Jest to struktura dodawania. Można badać jej własności, na przykład tę, że a + b jest zawsze równe b + a. Być może, prócz tej tabeli wprowadzimy drugą, zależną lub niezależną od pierwszej, która każdej parze przedmiotów przyporządkuje ten przedmiot, który będziemy chcieli nazwać iloczynem. Wzbogaci to strukturę o relację postaci u • v = w. Struktury tej przestrzeni nazywają się strukturami algebraicznymi. Jest ich cała masa: o jednym działaniu, o dwu i większej ich liczbie, które mogą spełniać bardzo różne warunki.
4. Struktury – wciąż większe i większe
Wśród struktur algebraicznych najlepiej znane są numeryczne:
– liczby naturalne 0, l, 2, ..,
– liczby całkowite ..., –2, –1, 0, l, 2, ...
– liczby wymierne reprezentowane przez ułamki, jak 1/4, 3/8, ...
– liczby rzeczywiste, wśród których są takie obiekty, jak 3 – 
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– liczby zespolone a + i b, gdzie i =
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Jest to ciąg struktur o rosnącym zakresie, lecz na pierwsze wejrzenie, nie coraz bogatszych. Działania dodawania i mnożenia pozostają te same w różnych przykładach i to samo dotyczy relacji strukturalnych postaci a + b = c, u • v = w, podczas gdy ich własności mogą się zmieniać: równanie a+ x= c da się rozwiązać ogólnie względem x dopiero po wprowadzeniu liczb ujemnych; równanie 
u • x = v (u ( 0) wymaga liczb wymiernych; dla rozwiązania równania x • x= k (k > 0) trzeba przejść do dziedziny liczb rzeczywistych. Rozwiązanie tego ostatniego równania – liczba 
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 nie może być przedstawione w postaci ułamka, ale może być przybliżane przez takie ułamki; 3/2, 17/12, 577/408, ... są coraz dokładniejszymi przybliżeniami liczby 
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. Przybliżenie jest pojęciem topologicznym. Dziedzina liczb rzeczywistych – jak i dziedzina liczb zespolonych – niesie, poza swą strukturą algebraiczną, pewną strukturę topologiczną. W tym sensie jest ona nie tylko obszerniejsza, ale także bogatsza od struktury liczb całkowitych,
5. Powstanie systemu liczbowego
Dla poglądowego przedstawienia systemu liczb rzeczywistych służy oś liczbowa, gdzie każdy punkt reprezentuje pewną liczbę, określoną przez swą odległość od punki u 0 - dodatnią z jednej strony zera i ujemną z drugiej.
– –|– – –|– – –|– – –|– – –|– – – – – – – –
         –2      –1        0        l         2
Działaniom algebraicznym odpowiadają w tym modelu proste operacje geometryczne.
Od starożytności to podejście geometryczne do systemu liczbowego było w matematyce regułą, aż do momentu, gdy w ubiegłym wieku zostało zniesione przez falę zwaną arytmetyzacją: liczby rzeczywiste można określić jako granice ciągów liczb wymiernych, te ostatnie jako ułamki utworzone z liczb całkowitych, a liczby całkowite jako liczb naturalne wyposażone w znak. Lecz w tym samym momencie uczyniono jeszcze jeden ogromny krok wstecz: za prawdziwe korzenie systemu liczbowego uznano nie liczby naturalne, lecz czyste zbiory bez jakiejkolwiek struktury. Zbiory są porównywane przez odwzorowanie jednego na drugi. Jeżeli A i B mogą być wzajemnie odwzorowane jeden na drugi – przypisujemy im tą samą liczbę kardynalną; gdy zamiast tego A odpowiada części B – liczba kardynalna zbioru A jest z definicji mniejsza od liczby kardynalnej zbioru B.
Wspomnianą odpowiedniość zbiorów uzyskuje się przy użyciu tego, co w matematyce nazywa się odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym pojęcia, które także może być wyrażone w języku zbiorów. A tymczasem rzeczy nie są tak proste, jak każą nam wierzyć podręczniki matematyki zwanej nową. W rzeczywistości jest to urwista droga od liczby kardynalnej do liczby naturalnej: najpierw prowadząca do wyjaśnienia, czym jest zbiór skończony, a potem do pokazania, że kolejne skończone liczby kardynalne stanowią dokładnie to, co przywykliśmy nazywać szeregiem liczb naturalnych.
6. Struktury geometryczne
Struktura geometryczna, która od najwcześniejszego dzieciństwa jest nam najbliższa, to przestrzeń, w której żyjemy – geometria zwana euklidesową. Ciała stałe pozwalają nam porównywać, czy raczej definiować, te odległości, które dają najkrótsze Unie celowania. Od wczesnego dzieciństwa przywykliśmy do wiernych obrazów rzeczywistości otrzymanych przez pomniejszenie lub powiększenie – podobieństw w sensie matematycznym. Bez wątpienia w rozwoju poznawczym podobieństwo poprzedza nawet liczbę.
W XIX wieku zaczęto interesować się strukturami geometrycznymi uboższymi od struktury euklidesowej. Rzeczywiście, zubożanie struktury przez wygalanie ornamentów i fryzów może czasem prowadzić do głębszych pojęć. To właśnie jest sztuka abstrakcji, nad którą twórczy matematycy nauczyli się panować od ubiegłego stulecia.
W przestrzeni euklidesowej znamy odległości (lub raczej stosunki odległości), kąty, proste, płaszczyzny, sfery. Pierwsze zubożenie polega na odrzuceniu ogólnej porównywalności odległości i kątów, przy zachowaniu prostoliniowości i równoległości. Prowadzi to do geometrii afinicznej, gdzie wszystkie równoległoboki są takie same, gdzie prostokąt i kwadrat nie dadzą się odróżnić od innych równoległoboków, gdzie koła nie wyróżniają się spośród elips.
Następnym krokiem jest odrzucenie równoległości, ciągle jednak z zachowaniem prostoliniowości. Otrzymujemy geometrię rzutową, gdzie wszystkie czworokąty traktuje się tak, jakby były jednym i tym samym.
Jeszcze jeden krok i nawet prostoliniowość zostaje porzucona jako własność strukturalna. Zubożona przestrzeń staje się strukturą topologiczną, w której wciąż można odróżnić krzywe otwarte od zamkniętych, wnętrze i zewnętrze obszaru zamkniętego, pętle i węzły na krzywych.
Ten rodzaj klasyfikacji geometrii został zaproponowany przez Feliksa Kleiria w jego sławnym programie z Erlangen. Było to pierwsze nowoczesne przedsięwzięcie w kierunku strukturyzacji co najmniej pewnej części matematyki geometrii, jak ją widział Klein.

7. Struktury i rzeczywistość
Odkrywając struktury w matematyce, nauczyliśmy się lepiej rozumieć organizację naszej wiedzy. Wielu teoretyków psychologii i nauczania wciąż traktuje rozwój poznawczy jako przyswajanie pojęć. Zewnętrznym świadectwem tego jest nieprzebrana liczba tytułów artykułów, w których występuje słowo „pojęcie”, świadectwem zaś głębszym – wszystkie badania dotyczące posiadania lub przyswojenia pojęcia.
Rozpatrywanie zbioru wiadomości o pojęciach z punktu widzenia pewnej hierarchii jest najbardziej uderzającą cechą metodologii i epistemologii arystotelesowskiej. Niewystarczalność metodologiczna tej zasady ujawniła się głównie pod wpływem matematyki współczesnej. Hierarchia aryslotelesowska jest skierowana od ogółu do szczegółu, gdzie ogól obejmuje szczegół. Jej doskonalą realizację znajdujemy w taksonomiach biologicznych, gdzie schodzimy po liniach grup, podgrup, klas, podklas, rodzin, gatunków, odmian. Lecz poza botaniką i zoologią systematyczną tworzenie pojęć przez klasyfikacje nie ma większego znaczenia. Ze względu na swą treść i formę wiedza naukowa różni się znacznie od „flor” i „faun” systematycznych, a także aktywność strukturyzowania różni się od aktywności klasyfikowania. Klasy zawierają się jedna w drugiej i są zawierane jedna przez drugą; ogół i szczegół tłumaczą się tu przez zakres. Gdyby w przypadku struktur używać dialektyki „ogół–szczegół”, czego się nie czyni, strukturą najuboższą byłaby najbardziej ogólna a jej szczególny przypadek powstawałby przez wzbogacenie.
Zaboru na rzeczywistość dokonujemy raczej przez strukturyzację niż przez tworzenie pojęć. Zależnie od potrzeb – czynimy to albo przez struktury bogate albo przez ubogie. Zubożenie może prowadzić do uogólnienia w sensie rozszerzenia dziedziny zastosowań. Wśród struktur najuboższych, struktury matematyczne wyróżniają się bardzo szeroką stosowalnością, czego przykładem są liczby i figury geometryczne. Ponadto struktury matematyczne są łatwiej rozpoznawalne od innych.
Identyfikacja uczenia się matematyki z przyswajaniem pojęć jest koncepcją powierzchowną, lecz wciąż bardzo rozpowszechnioną w psychologii i badaniach nad procesem nauczania. Położenie nacisku na struktury jest zasługą Piageta, choć – trzeba to przyznać – bardziej w jego rozważaniach teoretycznych niż w działaniach praktycznych.
8. Struktura nauki i rozwój
Powtarzam: trzeba dokonać rozróżnienia, między strukturami w nauce – w szczególności w matematyce – i strukturą (lub pewną strukturą) nauki. Tradycyjna maksyma powiada, że rozwój poznawczy przebiega od szczegółu do ogółu, i ten sam kierunek uważa się często za obowiązujący dla procesu nauczania. Lecz jak każdej maksymie, i tej brak precyzji, w szczególności ze względu na wielką różnorodność tego, co nazywamy ogółem i szczegółem. Można łatwo zgodzić się na to, że dla dziecka znajomość psa (czy kilku psów) poprzedza znajomość gatunku canis familiaris, lecz tworzenie klas jest tylko jednym z aspektów rozwoju poznawczego, mającym raczej skromne znaczenie.
Uogólnienie ma swój początek raczej w sytuacjach niż w przedmiotach, a funkcja sytuacji jest raczej paradygmatyczna niż klasyfikująca.
Pogląd Piageta jest bardziej wymyślny niż ta tradycyjna maksyma, jeżeli nic jest wręcz jej zaprzeczeniem: Rozwój przebiega wzdłuż linii epistemologicznych, gdzie poznanie nic jest wiedzą indywidualną, ale -ze względu na treść jest niezależne od podmiotu w toku jego rozwoju. Według Piageta, system geometrii – czy, jeśli kto woli, matematyki – odsłania rozwój geometryczny (czy matematyczny) podmiotu. W imię Piageta postuluje się, by nauczanie przebiegało tą samą drogą, choć prawdę mówiąc nie natknąłem się w pismach Piageta na miejsce, gdzie postulowałby on ten paralelizm między indywidualnym rozwojem poznawczym a nauczaniem. W każdym razie, powołując się na psychologię, uważano za uzasadnione konstruowanie programów nauczania według struktury nauki.
W biologii znane jest prawo Haeckela, które głosi, że ontogeneza (rozwój osobniczy) stanowi skróconą rekapitulację filogenezy (rozwoju gatunkowego). Wśród pedagogów są tacy, którzy usiłują w rozwoju poznawczym rasy ludzkiej widzieć schemat rozwoju poznawczego pojedynczego człowieka; na początku swej kariery Piaget zaliczał się do tej grupy. Lecz w klasycznych dziełach Piageta strukturą, która miałaby być odzwierciedlana w osobniczym rozwoju poznawczym, jest raczej ta struktura, jaką ujawnia współczesny stan nauki. Eksperymenty laboratoryjne miały potwierdzić ten paralelizm, lecz w rzeczywistości próby te były projektowane i modelowane przy założeniu, że struktura ujawniona w nauce jest odzwierciedlana w rozwoju indywidualnym.
Piaget żywił to przekonanie już zanim Bourbaki rozwinął swój system, a w każdym razie zanim mógł ten system poznać. W swych badaniach psychologicznych nad geometrią zastosował te idee ze wszystkimi ich konsekwencjami. Kanwą, którą wybrał do haftowania rozwoju geometrycznego, była struktura geometrii, jaką znal, a mianowicie struktura wynikająca z programu z Erlangen Feliksa Kleina, choć w tym czasie geometria przekroczyła już jej granice, jeżeli w ogóle kiedykolwiek była nimi związana. Według Piageta, rozwój ten przebiega od struktur ubogich do bogatych, takich, jakie znalazł u Kleina, tj. od topologii przez geometrię afiniczną i rzutową ku geometrii euklidesowej. I ten paralelizm obowiązuje dla aspektu percepcyjnego, reprezentacyjnego i poznawczego w rozwoju dziecka. Ten pogląd Piageta jest świadectwem ufności do hierarchii matematycznych, żeby nie rzec ślepego posłuszeństwa, której nie potwierdziły szczegółowe badania samego Piageta – jego następców. Nie mogąc dobrze narysować koła czy kwadratu, małe dziecko dobrze umie odróżnić dobry rysunek każdej z tych figur od złego, jak też każdy rodzaj trójkątów i czworokątów.
Uważa się na ogół, że Piaget zaakceptował i propagował bourbakistowski system hierarchiczny matematyki jako podstawę dla swej epistemologii genetycznej. Muszę wyznać, że nigdy osobiście nic podzielałem tej opinii, która wydaje mi się najzupełniej błędna. Relacje miedzy piagetyzmem i bourbakizmem zasługują na głębsze badania historyczne, których sam nie ośmieliłbym się podejmować. 
[…]

Przyjęcie przez niego [Piageta] do wiadomości hierarchii bourbakistowskiej została na ogół zinterpretowana jako aprobata i wysiłek w kierunku adaptacji bourbakizmu [..] a nawet jako poparcie ze strony psychologii dla dzieła strukturyzacji nauczania matematyki według pewnej struktury tej nauki; dzieła, które zyskało sławę pod nazwą Nowej Matematyki i zakończyło się kompletnym niepowodzeniem.
Nie można mieć o to pretensji do Piageta. Wierząc w wartość genetyczno–epistemologiczną struktury wiedzy, nigdy nie wypowiadał się on – o ile wiem – za nauczaniem odpowiadającym jakiejś strukturze nauki. Z niewielkiej liczby jego wypowiedzi na temat nauczania można by wyciągnąć raczej przeciwne wnioski.
9. Struktura nauki a nauczanie
Programy określone przez struktury nauki zdają się zyskiwać pewna popularność w nauczaniu innych przedmiotów, mimo ich niepowodzenia w nauczaniu matematyki. Jako przedstawiciel matematyki czystej czuję się zdolny do jaśniejszej oceny względności tego, co przedstawia się jako struktury matematyki. Gdy rozpatruję matematykę w szerszym kontekście, uderzają mnie luki w tych strukturach; na przykład brak struktury numeracji, lekceważenie dla geometrii i dla zastosowań, nawet tych najprostszych. Jako matematyk czuję się też zobowiązany sprzeciwić traktowaniu struktury nauki jako środka strukturyzacji jej nauczania, gdyż z osobistego doświadczenia wiem, jak łatwo matematycy ulegają tej pokusie.
Dzieło Piageta nie dostarcza żadnego argumentu ze strony psychologii rozwojowej na rzecz programów nauczania ustrukturyzowanych według struktury jakiejś nauki, lecz takiego usprawiedliwienia nie dają także teorie nauczania. Struktura nauki stanowi systematyczną kodyfikację (w przypadku matematyki także dedukcyjną) aktualnego stanu tej nauki w danym momencie j ej rozwoju, a przy tym – nie zapominajmy – nauki niebędącej materiałem przewidzianym do nauczania.
Przeciwnie, są poważne argumenty przeciw programom nauczania ustrukturowanym według struktury nauki. Wszystkie systemy matematyczne ukazują hierarchię wychodzącą od struktur ubogich i prowadzącą ku strukturom wzbogaconym. Z dydaktycznego punktu widzenia orientacja ubogie – bogate może być poważnie zakwestionowana. Struktury ubogie są wysoce abstrakcyjne, co pokazuje najuboższa ze struktur – zbiór, nieposiadający żadnej struktury. Dydaktyka może sobie z tym poradzić tylko przez konkretyzację, wypełnienie abstrakcyjnej formy. I oto, co dzieje się w praktyce: konkretyzacja sztuczna czy wręcz fałszywa, W prawdziwej matematyce zbiory i wszystkie inne struktury służą do pewnych celów. Są umotywowane przez swą wartość operatywną. Jednocześnie zaś na poziomie, od którego wychodzi program ustrukturowany według struktury nauki, zbiory nie mają żadnych zastosowań matematycznych. Twórca takiego programu musi więc, wymyślić jakieś zastosowanie, które naprawdę nie ma nic wspólnego z potrzebą użycia zbiorów w matematyce – oto fałszywa konkretyzacja i operacjonalizacja – ani nic wspólnego z potrzebami nauczania – oto fałszywa dydaktyzacja. W najlepszym przypadku efekt jest zerowy: zbiory i inne struktury ubogie wprowadza się do nauczania początkowego z jedynym celem głoszenia werbalnej filozofii. Jednak prócz tych nieszczęsnych wykolejeń, są też głębsze argumenty przeciwko poprzedzaniu struktur bogatych ubogimi, pochodzące nawet z psychologii rozwojowej. To, co na ogół nazywa się abstrakcją, jest raczej zubożeniem struktury. Struktury matematyczne zostały wynalezione po to, by je stosować w tych kontekstach, w których się narodziły. Orientację od ubogich ku bogatym sugeruje przez matematykę gotową. Uczenie się aktywne matematyki jest aktywnością twórczą – ponownym odkrywaniem matematyki pod kierunkiem nauczyciela. Jeśli przyjmiemy tę filozofię, zalecony kierunek dydaktyczny będzie ten sam, co w narodzinach matematyki: od bogatych ku ubogim.
10. Matematyczna strukturyzacja bogatych kontekstów
Ze względów dydaktycznych przeciwstawiłem struktury matematyczne bogate ubogim. To jednak nie wystarczy. Nie należy tkwić w samej matematyce. Struktury bogate prezentowane uczniom powinno się znajdować także poza matematyką. Rzecz jasna, powinny one być dobierane ze względu na cele dydaktyki matematyki, przez nauczającego lub twórcę programu. Po niepowodzeniu programów ustrukturowanych według struktury nauki, jest to nowa droga: pokazać struktury matematyczne bogate po to, by zapoznać uczniów ze strukturyzacja, zubażaniem, matematyzacją, by im dać odkryć siłę struktur ubogich wewnątrz bogatych, Wszystko w nadziei, że dzięki temu będą oni funkcjonować w innych kontekstach, matematycznych i niematematycznych. Rozpoczynanie od struktur matematycznych ubogich może oznaczać, że nie dojdziemy do struktur matematycznych bogatych, które stanowią prawdziwy cel nauczania.
Zilustrujemy to przykładem. Któż nie zna klocków logicznych, występujących w różnych odmianach, na przykład o następujących cechach: czerwono–niebieskie, koła–kwadraty–trójkąty, małe–duże, cienkie–grube, a więc w liczbie dwudziestu czterech. Jest to model świata całkowicie z góry ustrukturowanego: jeden jedyny klocek dla każdej kombinacji tych czterech cech. Abstrakcyjną teorię zbiorów – przekrój, suma, produkt – można wspaniale skonkretyzować, tym materiałem. Temu systemowi można przeciwstawić to, co nazwałem małym światem: że tak powiem, sklep z zabawkami, gdzie są autka, zwierzątka, domki, lalki itp. i gdzie kryteria klasyfikacji nie są narzucone a priori ale powinny być odkryte i rozwinięte przez samego ucznia. Będą to cechy koloru i wielkości, które mogą być reprezentowane przez wiele obiektów lub żaden, na przykład nie ma czarnego domku z drzewa, za to jest wiele czerwonych autek z metalu. Krótko – nie świat z góry ustrukturowany, ale świat do strukturyzacji.
Strukturyzacja, o której mówiłem, polega na klasyfikacji. Wybrałem ten przykład nie dlatego, bym wierzył w doniosłość poznawczą klasyfikacji, ale dlatego, że przez prostotę przykład ten ujawnia wydatnie przeciwstawienie świata ubogiego i ustrukturowanego, światu bogatemu do strukturyzacji. Klocki logiczne są też przykładem sukcesu upowszechnienia, jaki cechuje materiały skrajnie ustrukturowane – sukcesu odniesionego dzięki wygodnictwu użytkowników. Materiały bogate, otwarte dla strukturyzacji, prezentujące większą różnorodność sytuacji dydaktycznych – są bardziej wymagające i w konsekwencji trudniejsze do wprowadzenia.
Skończmy na tym. Rozporządzamy dziś wielką różnorodnością bogatych kontekstów matematycznych, na wszystkich poziomach; większą niż ktokolwiek może sobie wyobrazić. Cały problem leży we wprowadzeniu jej do praktyki. Rozwiązanie tego problemu wymaga zasadniczej zmiany tego nauczania matematyki, do którego przywykliśmy.
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