10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Szczegbdlowa lista zagadnien kursu ,,Algebra z geometriag MT”

obowiazujacych na egzamin ustny w roku akademickim 2018/19

. Zbiory, zdania i formy zdaniowe.
. Operacje logiczne i podstawowe prawa rachunku zdan.

. Algebra zbioréw. Iloczyn kartezjariski zbiordw.

Definicja relacji.
Relacja zwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia i spéjna.
Relacja réwnowaznosci. Klasy réwnowaznosci. Przyktady.

Twierdzenie: jesli R C X x X jest relacja réwnowaznosci, to dla wszystkich z,y € X :

2Nyl #9 = [z]=[y]

. Twierdzenie: podzial zbioru X na roztaczne podzbiory definiuje relacje rownowaznosci na X.

. Relacja czesciowego porzadku i relacja porzadku. Przyklady

Ogolna relacja binarna.

Funkcja: definicja, pojecia dziedziny, przeciwdziedziny, obrazu i przeciwobrazu zbioru.
Pojecia surjekcji, injekeji i bijeke;ji.

Twierdzenie: relacja odwrotna do bijekcji jest bijekcja.

Pojecie ztozenia funkcji.

Relacja réwnolicznosci na przestrzeni zbiordw.

Drziatania, dzialanie wewnetrzne i zewnetrzne. Elementy neutralne i odwrotne.
Definicja grupy i grupy abelowej (przemiennej).

Przyktady grup. Grupa transformacji trojkata rownobocznego. Grupa cykliczna rzedu m.
Jedynosé elementu neutralnego i elementu odwrotnego dla danego elementu grupy.
Lemat: dla wszystkich g,h € G: (goh) "t =h"tog L

Definicja podgrupy.

Twierdzenie: H C G jest podgrupa w.t.w. gdy
a)Vhl,hQGH: hlthEH,
b)VheH: hleH.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Relacje
giRYy g2 & gl oge € H, giRg2 < giogy' € H,

jako relacje rownowaznosci. Lewo- i prawostronne warstwy grupy G wzgledem podgrupy H.
Podgrupy niezmiennicze i grupy ilorazowe.

Poprawnosé definicji dziatania dla grupy ilorazowe;j.

Definicja homomorfizmu i izomorfizmu grup.

Lemat: jesli g : G — G’ jest homomorfizmem, to h(e) = €’ oraz dla kazdego g € G : h(g~!) =
h(g)~".

Obraz i jadro homomorfizmu.

Twierdzenie: Jesli h : G — G’ jest homomorfizmem, to Im A jest podgrupa G’, a Ker h jest

podgrupa niezmiennicza G.

Twierdzenie: Niech h : G — G’ bedzie homomorfizmem. Odwzorowanie h jest réznowarto-

sciowe wtedy i tylko wtedy, gdy Ker h = {e}.

Twierdzenie: Ztozenie izomorfizméw jest izomorfizmem. Odwzorowanie odwrotne do izmorfi-

zmu jest izomorfizmem.
Definicja ciata.

Twierdzenie 4.4: W kazdym ciele: 0x = 20 = 0, (—2)y = —(vy) = z(—y) oraz 2y = 0 =
r=0V y=0.

Przyktady cial.
Charakterystyka ciala liczbowego. Cialo Z, dla p bedacego liczbg pierwsza.

Definicja zbioru liczb zespolonych i zadanych na nim dzialan. Dowdd, ze struktura (C,+, )

jest cialem.

Izomorfizm ciata liczb zespolonych postaci (z,0) i ciata liczb rzeczywistych. Czesé rzeczywista
i urojona liczny zespolone;j.
Plaszczyzna Gaussa.

R

Modut liczby zespolonej. Sprzezenie zespolone, réwnosci |22 = 2z i 2 -1

=z
Twierdzenie 5.1. Dla dowolnej pary liczb zespolonych zj, 2z zachodzi:

a) |z122] = |21][22],

b) |z1 + 22| < |z1] + |22], (nieréwnosé trojkata),

c) |z1 — 22| = ||z1| — |22]|-

Argument liczby zespolonej i jej reprezentacja trygonometryczna.
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43.

44.

45.
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

Pierwiastki liczby zespolone;j.
Reprezentacja wyktadnicza liczby zespolone;j.
Sformutowanie ,zasadniczego twierdzenia algebry”.

Rozktad wielomianiu o wspotczynnikach zespolonych nad C i wielomianu o wspotczynnikach

rzeczywistych nad R.

Grupy odwzorowan. Grupa symetryczna zbioru X.

Grupa permutacji. Izomorficzno$¢ grup permutacji zbioréw réownolicznych.
Zapis permutacji o € Sy,; sktadanie permutacji.

Rozktad permutacji na cykle roztaczne. Pojecie transpozycji.

Pojecie inwersji w ciagu liczbowym.

Lemat: Zamiana miejscami dwoch wyrazéw w roéznowartosciowym ciggu liczb naturalnych

prowadzi do zmiany liczby inwersji o liczbe nieparzysta.

Zmak i parzysto$é permutacji.

Twierdzenie: Niech X bedzie zbiorem skoriczonym i niech
Sx D p=tsots_10...0t

bedzie rozktadem permutacji p na transpozycje. Liczba transpozycji w dowolnym rozktadzie

p na transpozycje rézni sie od s o liczbe parzysta.

Whiosek z Tw. 53: przy oznaczeniach jak powyzej liczba sgnp = (—1)® nie zalezy od rozktadu

p na transpozycje.

Twierdzenie Cayley’a: kazda grupa skoriczona rzedu n jest izomorficzna z pewna podgrupa

grupy Sp. (dowdd — dla chetnych).

Definicja macierzy.

Macierz kolumnowa, wierszowa i kwadratowa.

Podstawowe operacje na macierzach: dodawanie i mnozenie przez liczbe.
Mnozenie macierzy; taczno$é mnozenia macierzowego.

Transpozycja, sprzezenie zespolone i sprzezenie hermitowskie macierzy.
Slad macierzy kwadratowej. Cyklicznosé sladu iloczynu macierzy.

Macierz jednostkowa. Polgrupa macierzy kwadratowych (z mnozeniem macierzy jako operacja

grupowa).
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

Definicja macierzy nieosobliwej. Grupa GL(m, K).

Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia macierzy odwrotnej dla macierzy 2 x 2.

Definicja wyznacznika jako liniowej i catkowicie antysymetrycznej funkcji kolumn macierzy

unormowanej warunkiem detl = 1.

Jawne wyrazenie na wyznacznik macierzy przy uzyciu symbolu catkowicie antysymetrycznego,

m m
det A = Z ce Z EiliQ.”imAill e Aimm.

i1=1 im=1

Dowod relacji det A = det AT.

Tozsamosé

i twierdzenie Cauchy’ego: dla A, B €

Definicja minora.

m

m
NN 5i1i2...imA 1],1 i

i1=1 im=1

Kme .

im |
AP

m

= det Agjiji . jn,

det(AB) = det A det B.

Wyprowadzenie rozwiniecia Laplace’a:
yp € p

Jawne wyrazenie na macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy A €
Twierdzenie: macierz odwrotna do macierzy A € K™*™ istnieje wtw. gdy det A = 0.

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan Cramerowskiego uktadu réwnan. Wzory

Cramera.

det A = Z(—l)i—i_injMi
=1

Definicja i przykltady przestrzeni wektorowych.

Podprzestrzen przestrzeni wektorowych.

m

j o= D> (=)TAM;;.

=1

Kme

Suma i suma prosta podprzestrzeni przestrzeni wektorowe;j.

Definicja kombinacji liniowej wektorow. Wektory liniowo niezalezne i liniowo zalezne.

Podprzestrzen rozpinana przez zbiér wektoréw. Przestrzenie skoriczenie- i nieskonczenie wy-

miarowe.

Lemat: jesli (vi,...,vn) jest lista wektorow liniowo zaleznych i vy # 0, to istnieje taki

je{2,...,m} ze:

(a) v; € span{vy,..

-,Ujf1},



80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

(b) jesli z listy (v1,...,vn) usuniemy wektor v;, to przestrzeni rozpinana przez pozostale

wektory rowna jest span{vy, ..., Um}.

Twierdzenie: w przestrzeni wektorowej V o skoriczonym wymiarze dlugosé listy wektordow

liniowo niezaleznych jest nie wicksza od dtugosci listy wektordéw rozpinajacych V.

Twierdzenie: kazda podprzestrzen skoiiczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V' ma skoii-

czony wymiar.
Definicja bazy przestrzeni wektorowe;.

Twierdzenie: lista (vi, ..., v,) wektorow p.w. V tworzy baze wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy

wektor z V' moze byé w jednoznaczny sposdb przedstawiony jako ich kombinacja liniowa.

Twierdzenie: kazda skoniczona lista wektoréw rozpinajacych przestrzen wektorowa moze byé

zredukowana do bazy tej przestrzeni.
Whiosek: kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen wektorowa ma baze.

Twierdzenie: kazda lista liniowo niezaleznych wektoréw, elementéw skoriczenie wymiarowej

przestrzeni wektorowej, moze byé uzupetniona do bazy tej przestrzeni.

Twierdzenie: wszystkie bazy zadanej przestrzeni wektorowej maja te sama liczbe elementow.
Definicja wymiaru przestrzeni wektorowej.

Twierdzenie: réwnowazne sa warunki:

(a) lista wektorow (vy,...,v,) jest baza przestrzeni wektorowej V,

(b) lista wektorow (v1, ..., v, ) ma dlugosé rowna wymiarowi przestrzeni V' i jej elementy sa

liniowo niezalezne,

(c) lista wektorow (vi,...,vn,) ma dlugosé rowna wymiarowi przestrzeni V' i jej elementy

rozpinaja te przestrzen.
Twierdzenie: jesli Uy, Uy sa podprzestrzeniami p.w. V takimi, ze¢ V = Uy + Us, to

dimV = dim Uy + dim Uy — dim(U; N Us).

Lemat: niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa p.w. i niech b,a1,...,a, € V. Wektor b moze

byé przedstawiony jako kombinacja liniowa wektoréw a; wtw., gdy
span{ai,...,a,} = span{ay,...,an,b}.

Lemat: niech V' bedzie skoniczenie wymiarows p.w. i niech b, aq,...,a, € V. Wektor b moze

byé przedstawiony jako kombinacja liniowa wektoréw a; wtw., gdy

dimspan{ay,...,a,} = dimspan{ay,...,an,,b}.
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Definicja ogoélnego uktadu réwnan liniowych jako réwnania macierzowego Ax = b,
gdzie A € K™" ¢ ¢ K" b e K™.

Definicja rzedu macierzy

Whiosek (twierdzenie Kroneckera-Capelliego): rozwiazanie ogolnego uktadu réwnan istnieje
wtw., gdy rk A = rk(Alb).

Lemat: rzad macierzy A rowny jest rozmiarowi jej najwickszego, nieznikajacego minora.
Algorytm rozwigzywania og6lnego uktadu rownan liniowych.

Definicja odwzorowania liniowego miedzy przestrzeniami wektorowymi. Przyktady odwzoro-

wan liniowych.

Hom(V, W) jako przestrzen wektorowa.

Definicja jadra i obrazu odwzorowania liniowego.

Definicja ciagu doktadnego odwzorowan liniowych.

Twierdzenie: odwzorowania liniowe A : V — W jest injekcja wtw., gdy Ker A = {0}.

Lemat: Niech A € Hom(V, W). Wowczas Ker A jest podprzestrzenia przestrzeni V a Im A
jest podprzestrzenia W.

Twierdzenie: Niech A € Hom(V, W) i niech dim V < oo. Wowczas

dim Ker A + dim Im A = dim V.

Whiosek: jesli dim V' > dim W, to nie istnieje roznowarto$ciowe odwzorowanie liniowe V- — W.
Whiosek: jesli dim V' < dim W, to nie istnieje surjektywne odwzorowanie liniowe V' — W.

Definicja pojecia izomorfizmu, endomorfizmu i automorfizmu. Izomorfizm przestrzeni wekto-

rowych.

Lemat: przestrzenie wektorowe (nad tym samym cialem) V' i W sa izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy dim V = dim W.

Definicja macierzy odwzorowania liniowego (w zadanych bazach).

Zwiazek sktadania odwzorowari liniowych z mnozeniem ich macierzy.

Lemat: przestrzenie Hom(V, W) i K4mWxdimV g5 i7omorficzne.

Whiosek: dim Hom(V, W) = dimV - dim W.

Definicja macierzy przejscia miedzy dwiema bazami przestrzeni wektorowej V.

Lemat: macierz przej$cia miedzy dwiema bazami przestrzeni wektorowej V jest nieosobliwa.
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136.

137.

138.

139.

140.

141.

Zmiana postaci macierzy odwzorowania liniowego Ae End (V) przy zmianie bazy w p.w. V.

Definicja $ladu i wyznacznika A € End(V) w zadanej bazie; niezaleznosé Tr A i det A od

wyboru bazy.

Twierdzenie: A € End(V) jest bijekcja w.t.w. gdy det A+o0.
Definicja wartosci wtasnej i wektora wtasnego endomorfizmu.
Algorytm wyznaczania wartosci i wektoré6w wlasnych endomorfizmu.
Macierz endomorfizmu w bazie jego wektorow wtasnych.

Twierdzenie: kazdy endomorfizm skonczenie wymiarowej, zespolonej p.w. ma co najmniej

jedna wartos¢ wtasna i co najmniej jeden wektor wtasny.
Twierdzenie: wektory wlasne do réznych wartosci wlasnych sa liniowo niezalezne.

Whiosek: jesli Ae End(V) ma m = dim V' roznych wartosci wlasnych, to w V istnieje baza

ztozona z wektoréw wtasnych A.
Definicja podprzestrzeni niezmienniczej endomorfizmu.

Lemat.

Niech A € End(V) i niech (vy, ..., v,,) bedzie baza V. Rownowazne sa warunki:

(a) macierz operatora A w bazie (v1,...,Vm) jest macierza gornotrojkatna,
(b) Ay, € span{vy, ..., v} dla kazdego k = 1,2,...,m;

(c) span{vy,..., v} sa podprzestrzeniami niezmienniczymi A dla kazdego k = 1,2,...,m.

Twierdzenie: niech V bedzie zespolona p.w. i niech A € End(V). W V istnieje baza, w ktorej

macierz A jest gornotrojkatna.

Obserwacja: wartosci na diagonali macierzy operatora A w bazie, w ktorej macierz ta jest

gérnotréjkatna, sa réwne wartosciom wlasnym A.

Definicja iloczynu skalarnego (metryki) na p.w. V. Metryka biliniowa i metryka pottoraliniowa.
Macierz metryki w bazie. Postaé¢ transformacji macierzy metryki przy zmianie bazy.
Metryka symetryczna, hermitowska i symplektyczna.

Pojecie ortogonalnosci wektorow i dopelnienia ortogonalnego podprzestrzeni.

Jadro metryki.

Lemat: niech g bedzie metryka na p.w. V za§ G i X macierzg metryki g i macierza wspolt-

rzednych wektora x € V' w dowolnej bazie V. Wowczas

reKerg & GX =0.
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153.

Pojecia niezdegenerowanej metryki i niezdegenerowanej podprzestrzeni przestrzeni z metryka.

Twierdzenie: niech W bedzie nezdegenerowana podprzestrzenia p.w. V. Wowczas

V=WaoWw.

Definicja formy kwadratowej zwiazanej z metryka.
Tozsamosci polaryzacyjne dla metryk symetrycznych i péttoraliniowych.

Twierdzenie: metryka poéttoraliniowa jest hermitowska wtedy i tylko wtedy, gdy zwiazana z

nig forma kwadratowa przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste.

Twierdzenie o postaci kanonicznej metryki symetrycznej, hermitowskiej i symplektycznej. Sy-

gnatura metryki.
Definicja izometrycznosci przestrzeni z metryks.

Twierdzenie: dwie przestrzenie z metryka sa izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy obie

metryki maja te sama sygnature.

Sprowadzanie metoda Lagrange’a formy kwadratowej do sumy kwadratéw — przypadek syme-

tryczny.

Sprowadzanie metoda Lagrange’a formy kwadratowej do sumy kwadratéw — przypadek syme-

tryczny.

Twierdzenie (ortogonalizacja metoda Grama-Schmidta):

Niech {fi}* bedzie baza w ortogonalnej lub hermitowskiej przestrzeni wektorowej V' taka, ze
dla kazdego k = 1,2,...,m przestrzenie span(f,..., fi) sa niezdegenerowane. Definiujemy
Ay = det(Gij)ij<k oraz (e1,...,em) = (fi,..., fm)B, gdzie § jest macierza o jedynkach na

diagonali i zerach pod diagonala

1 e --- @

0 °
B:

0 0 1

Wtedy

1) Vk: span(fi,..., fr) = span(ey,...,ex),
2) istnieje dokladnie jedna macierz 3 o postaci jak wyzej, dla ktorej {e;} jest baza ortogonalna,

3) ortogonalna baza {e;} spelnia g(ei,e1) = Ay, g(ek,ex) = AAk:’ k=2,...,m imoze by¢

otrzymana rekurencyjnie:

o = fa = 3 e inn)
- (2
— gleiei)
Lemat: przy zalozeniach i oznaczeniach jak w poprzednim punkcie sygnatura hermitowskiej

lub symetryczne metryki okreslona jest ciagiem znakéw liczb Aq, ﬁ—f, ceey Ai:i .
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Definicja metryki dodatnio okreslone;j.

Lemat: Metryka jest dodatnio okreslona w.t.w., gdy jej macierz w bazie kanonicznej jest

macierza jednostkowa.
Kryterium Sylwestera dodatniej okreslonosci metryki.

Twierdzenie: niech (V, g) bedzie przestrzenia wektorowa nad K = R lub K = C z niezdegene-
rowanym (symetrycznym, hermitowskim lub symplektycznym) iloczynem skalarnym. Odwro-

rowanie
V>2z — g(x-) € Hm(V,K) = V*

jest (anty)izomorfizmem.

Definicja operacji sprzezenia dla endomorfizmu hermitowskiej, ortogonalnej lub symplektycz-

nej przestrzeni wektorowej z niezdegenerowanym iloczynem skalarnym.
Dowéd twierdzenia, ze A* jest operatorem liniowym.

Podstawowe wtlasnosci operacji sprzezenia endomorfizmu.

Zwiazek miedzy macierzami operatoré6w Ai A*.

Definicja operatora samosprzezonego.

Definicja przestrzeni unitarnej i euklidesowej.

Definicja normy wektora na przestrzeni unitarnej i euklidesowej.
Twierdzenie Pitagorasa.

Rozktad zadanego wektora u na wektor proporcjonalny doa zadanego wektora v i wektor

ortogonalny do v.
Nieréwnosé¢ Schwarza (wraz z dowodem).
Nieréwnosé trojkata (wraz z dowodem).

Wyprowadzenie dla u,v € V' i {e;}— ortonormalnej bazy V, rownosci:
v o= Z (€i,v) €, (u,v) = Z(u, ei)(ei,v).
i i
Lemat: wartoéci wlasne samosprzezonego operatora na przestrzeni unitarnej sa liczbami rze-

czywistymi.

Lemat: podprzestrzenie wlasne samosprzezonego operatora na przestrzeni unitarnej lub eu-
klidesowej sa do siebie wzajemnie ortogonalne (rownowaznie: wektory wiasne do réznych

wartosci wlasnych sa wzgledem siebie ortogonalne).

Twierdzenie: dla samosprzezonego operatora A na przestrzeni unitarnej istnieje baza ortonor-

malna (zbudowana z wektoréw wlasnych /Al), w ktoérej macierz operatora A jest diagonalna.
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184.

Twierdzenie: dla samosprzezonego operatora A na przestrzeni euklidesowej istnieje baza orto-

normalna (zbudowana z wektorow wlasnych A), w ktorej macierz operatora A jest diagonalna.

Algorytm wyznaczania bazy ortonormalnej, w ktoérej macierz samosprzezonego operatora A

na przestrzeni unitarnej lub euklidesowej jest diagonalna.
Definicja i wlasno$ci operatoréw rzutowych na przestrzeni unitarnej i euklidesowe;j.

Sformutowanie twierdzenia spektralnego dla samosprzezonego operatora na przestrzeni uni-

tarnej lub euklidesowej wykorzystujace spektralny rozktad jednosci.
Definicja komutatora operatoréw oraz pojecia uktadu operatoréw komutujacych.

Twierdzenie o istnieniu w przestrzeni unitarnej (euklidesowej) bazy ortonormalnej, w ktorej
macierze dwoch (ogélnie: n) komutujacych operatorow samosprzezonych (ogolnie: parami

komutujacych operatoréow samosprzezonych) sa diagonalne.
Definicja operatora normalnego.

Twierdzenie: operator liniowy na przestrzeni unitarnej jest diagonalizowalny wtedy i tylko

wtedy, gdy jest on operatorem normalnym.
Definicja operatora izometrycznego, unitarnego i ortogonalnego.
Twierdzenie spektralne dla operatoréw unitarnych.

Sprowadzanie macierzy operatora ortogonalnego do najprostszej postaci.

Tw. Dla kazdego operatora ortogonalnego O istnieje baza ortonormalna, w ktorej jego macierz

ma postac
1; 0 0 0
o -1, 0 0 )
O — 0 0 O(gpl) ) 0 7 adzie O(goi) _ ( C?SSOi sin ©; )
. —Sme; COS Y;
0 0 0 O(ek)

Twierdzenie: niech S € End(V). Réwnowazne sa warunki:

(a) S jest izometria,

(b) (Su, Sv) = (u,v) dla wszystkich u,v € V.

(c) $*S =1Iv,

(d) (Sey,...,Sey,) jest ortonormalng lista wektorow z V w.t.w., gdy (e1,...,en) jest orto-

normalng listg wektoréw z V,

(e) istnieje ortonormalna baza (e1,...,en) przestrzeni V taka, ze (Seq, ..., Sen) jest orto-

normlang baza V,

A A

(f) $8* = Iy,
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A~

(g) S* jest izometria.

~

Definicja: operator A€ End(V) nazywamy dodatnim, gdy A jest samosprzezony i (v, Av) > 0
dla wszystkich v € V.

Uwaga: jesli V jest zespolong p.w., to zalozenie o samosprzezonosci nie jest potrzebne na
mocy (wykazanego wczesniej) twierdzenia mowigcego, ze operator na przestrzeni zespolonej

jest samosprzezony w.t.w., gdy (v, flv) € R dla wszystkich v € V.
Definicja pierwiastka z operatora dodatniego. Konstrukcja \/E

Twierdzenie (rozktad biegunowy /polarny operatora) Jesli 7' € End(V) to istnieje taka izome-
tria S € End(V), ze

T =8VT*T.

i

Dowod w przypadku gdy det T = 0 — dla ambitnych.

Whiosek z twierdzenia o rozktadzie polarnym: macierz operatora liniowego na przestrzeni uni-
tarnej (euklidesowej) moze by¢ zapisana jako iloczyn macierzy dodatniej i macierzy unitarnej

(ortogonalnej).

Whiosek z twierdzenia o rozktadzie polarnym: dla kazdego operatora liniowego T na prze-
strzeni unitarnej (euklidesowej) istnieja takie bazy ortonormalne (€;)i=1, .m, (ji)i=1,..m, m =

dim V, ze macierz A zdefiniowana réwnoscia
m
Aei = E fjAJ 3
J=1

jest diagonalna.

Whiosek z twierdzenia o rozktadzie polarnym: macierz operatora liniowego A na przestrzeni

unitarnej (euklidesowej) moze by¢ zapisana w postaci:

A=A~'.D.g, (odpowiednio +T.D. B),
gdzie B 1 7y sa (na ogo6l roznymi) macierzami unitarnymi (odpowiednio — ortogonalnymi).
Definicja operatora nilpotentnego.

Sformutowanie twierdzenia o istnieniu w zespolonej p.w. V' bazy, w ktoérej macierz Ae End(V)

ma postaé¢ Jordana.

Twierdzenie: niech g(u,v) bedzie dodatnio okreslona metryka definiujaca na p.w. V strukture
przestrzeni unitarnej (euklidesowej). Kazda poéttoraliniowa (biliniowa) metryka g na V' moze

by¢ zdefiniowana jako
1) = g o )

gdzie A € End(V), przy czym g jest hermitowska (symetryczna) wtw., gdy A jest samosprze-

zony.
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Algorytm réwnoczesnej diagonalizacji dwoch form hermitowskich (symetrycznych), z ktorych

jedna jest dodatnio okreslona.
Przestrzen dualna do przestrzeni wektorowe;j.

Zbior wektorow {e’} w V* dualnych do zadanej bazy {e;} przestrzeni V. Liniowa niezaleznosé

wektoréw e, izomorficznoéé przestrzeni V i V* dla skoriczenie wymiarowych przestrzeni V.
Odwzorowanie transponowane do A € Hom(V, W); tozsamosé (AB)t = BtA?,
Przestrzenn podwojnie dualna do V.

Odwzorowanie

Vov—=sov™*eV™
zadane wzorem
VoeV*: ¢(v) =v""(9)

i kanoniczny izomorfizm V i V** dla dim V' < oo.

Definicja tensora o walencji (5 ) jako odwzorowania wieloliniowego

t: Vix..xV*xVx...xV = K

-~

p razy q razy
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Przyklady tensoréw i izomorfizmy T} =2V, TP = V*, T} = end(V).

Metryka na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V jako element przestrzeni T5.
Wspélrzedne tensora w zadanej bazie przestrzeni V.

Prawo transformacyjne dla wspotrzednych tensora przy zmianie bazy.
Definicja iloczynu tensorowego.

Tensory
6, ®...06 R ®... Qe

jako baza przestrzeni Ty .

Symetryzacja i antysymetryzacja tensora w grupie wskaznikoéw. Tensory caltkowicie syme-

tryczne i calkowicie antysymetryczne.

Tensor metryczny. Operacje podnoszenia i opuszczania indeksow.
Objetosé wieloboku.

Definicja przestrzeni afiniczne;j.

Podprzestrzenie liniowe przestrzeni afiniczne;j.

Rownanie parametryczne prostej i ptaszczyzny.

Rownanie normalne plaszczyzny i rownanie wektorowe prostej.



