Algebra z geometria, zestaw 2 13

2 13.1. Niech V,U,W beda p.w. nad cialem K i niech (e;), (f;) i (g9x) beda bazami tych przestrzeni.

Prosze sprawdzi¢, czy wektor
—6e1 ® f1 ® g1 + 18e1 ® f1 ® g2 — 10e1 ® fo ® g1 + 30e1 ® fa ® go
+3e2 ® f1 @ g1 —9e2 ® f1 ® g2 +5ea @ fo ® g1 — 15e2 ® fo @ go
moze by¢ zapisany jako v ® u ® w dla pewnych v € V,u € U,w € W.

213.2. Niech V oraz W beda p.w. nad tym samym ciatem K i niech A € End(V) oraz B € End(W)
Definiujemy A ® B € End(V ® W) warunkiem

YveV,wew: (A@B) (v ®w) = Av ® Buw.

Wybieramy w V' baze (e;) zas w W baze (f;). Prosze wykaza¢, ze macierz operatora A®Bw

uporzadkowanej leksykograficznie bazie (e; ® f;) ma postaé blokowa

ALYB AL“WB ... Al,.B
A2, B A%,B ... A%,.B
A™B A™B ... A™,.B

oraz wyliczy¢ $lad operatora A® B jako funkcje $ladow operatorow AiB.

2 13.3. Przestrzenn V ® V* moze by¢ kanonicznie utozsamiona z przestrzeniag End(V'). Jaka operacja

tensorowa odpowiada w tym utozsamieniu operacji sladu operatora?

2 13.4. Niech g i ¢’ beda biliniowymi metrykami na skonczenie wymiarowych przestrzeniach rzeczy-
wistych Vi V.

(a) Prosze udowodni¢, ze istnieje jedyna metryka G na V ® V' taka, ze dla wszystkich
vyue Vu'u' eV :
Gvev, ueu)=g(,u),d @, u).
Jaka symetrie posiada metryka G gdy g i ¢’ sa symetryczne a jaka wtedy, gdy g jest
symetryczna, a ¢'— symplektyczna?

(b) Niech (e;) bedzie baza V a (€}) bedzie baza V. Prosz¢ wyliczy¢ macierz metryki G w
bazie (e; ® €’).

(¢) Prosze wyrazi¢ niezmienniki metryki G przez niezmienniki metryk g i ¢'.

verté!



2.13.5. Kontrakcje C” tensora t € 77 (V) zdefiniowaliémy na wykladzie zapisanym we wspotrzednych

WZOrem
dim V'

T\l ip—1 . _ 01— 1kirg1.ip—1 | . . )
(Ost) J1-Jg—1 — § 13 " " P J1-Js—1kjs+1---Jg—1*
k=1

(a) Prosze udowodnié, ze dla v; € V, 7 € V*

Cl(1®...00,0¢'®...®¢7)

=0 () ® ... QU1 ®VU1®...01,R0¢0' ®..0 ¢ 1R ®...® .
(b) Dla tensorow

(i) t=e1® (5ea—Te3)® (2> +e*)@e® —ea®e3 ® (3e? — ) @ e,

(1)  t=(e1 +4e3) ® (5e; — 2eq — de3) @ (e2 — 2€3) @ (el + €?),

prosze obliczy¢ kontrakcje C?t oraz Cit.
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