Algebra z geometria, zestaw 2 07

2 07.1. Na przestrzeni P2(R) z iloczynem skalarnym

9(p,q) = [ p(x)q(x)dx
/

definiujemy operator A wzorem A(ao + a1z + agajz) = aix.

(a) Prosze pokazaé, ze A nie jest operatorem samosprzezonym.

(b) Prosze pokazaé, ze macierz operatora A w bazie (1,7, 2%) ma postaé
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(¢) Macierz A spelnia réownos¢ A = A™. Prosze wyjasni¢, dlaczego nie jest to sprzeczne z

faktem, ze A nie jest samosprzezony.

2.07.2. Niech (V, g) oraz (W, h) beda hermitowskimi, ortogonalnymi lub symplektycznymi p.w. z nie-
zdegenerowanymi iloczynami skalarnymi i niech A € Hom(V, W). Operator A* e Hom (W, V)
definiujemy zadajac, aby dla wszystkich v € V' i dla wszystkich w € W :

g (A*w,v) =h (w, Av) .
Prosze udowodnié¢ nastepujace wlasnosci operacji sprzezenia odwzorowania liniowego:

A+ B)* = A* 4+ B* dla wszystkich A, B € Hom(V, W),

aA)* = aA* dla wszystkich A € Hom(V, W), a € K,

A*)* = A dla wszystkich A € Hom(V, W),

AB)* = B*A* dla wszystkich A € Hom(V, W), B € Hom(W,U).

2 07.3. Ustalmy wektor u € V i zdefiniujmy odwzorowanie linjowe A € Hom(V,C) rownoscia
Av = g(u,v).
Prosze dla z € C (i standardowego iloczynu skalarnego w C : h(z1, 22) = Z122) obliczy¢ A*(z).

2.07.4. Niech V bedzie przestrzenia unitarna lub euklidesowsa i niech u,v € V. Prosze udowodnié, ze

(u,v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich a € K :

[ul < Ju+av].

2.07.5. Dla wszystkich liczb rzeczywistych aq, ..., an oraz by,..., by, prosze udowodnié¢ nier6wnosé

(Som) < (S (5).



2.07.6.

2.07.7.

2.07.8.

Niech u,v € V. Prosze udowodni¢ nieréwnosé

[l = o | < = ol

Niech dla wektoréw w, v zachodza réwnosci
Jul =3, lu+v] =4, | — ] = 6.
Jaka jest wartos¢ |v|?

Czy na przestrzeni R? mozna zdefiniowaé¢ dodatnio okreslony iloczyn skalarny taki, aby row-
nosc¢
| (@1, z2)| = 21| + |2

zachodzita dla wszystkich wektorow (z1,x2) € R??
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