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Wyktad 3a: Problemy algorytmiczne
N

Problemy 0 Klasy probleméw algorytmicznych

algorytmiczne

7 Liczby Fibonacciego
o1 Przeszukiwanie tablic
1 Najwiekszy wspolny podzielnik

o1 Algorytmy zachtanne

Materiat w oparciu o wyktad: D. Kane, Univ. San Diego, USA
»Data Structures and Algorithms, Algorithmic Toolbox™
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Klasy problemoéw — typy algorytmow

Mogq by¢ prosto zaimplementowane w dowolnym
jezyku programowania

Proste (naturalne) rozwigzanie jest efektywne.
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Prosty problem: liniowy scan

Znajdz stowo w tekscie.

Przeszukujemy tekst liniowo
Prosty algorytm dziata dobrze

Nie mozna/ nie ma powodu aby go poprawiaé.
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Algorytmiczny problem:
.

0 Znajdz najkrétszg droge pomiedzy dwoma

punktami.
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Algorytmiczny problem:
.

- Znajdz najlepsze przyporzgdkowanie studentéow do
pokoi w akademiku.

%i

A
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Algorytmiczny problem:

Zdefiniuj miare podobienstwa dwoch dokumentow.

DI

ﬁ||||| |
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Algorytmiczny problem:
N

71 Nie jest oczywiste jak rozwigzac.
71 Proste pomysty sq zbyt wolne.

71 Mozna optymalizowaé rozwigzanie.
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Problemy ze sztucznej inteligencii
o

1 Rozumienie wypowiadanych stéw
1 Rozpoznawanie obrazéw
1 Gra w gry planszowe lub inne

- Itd...

)
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Liczby Fibonacciego
B

-1 Definicja

0, n=20,
Fn:<1, n:1,
an—1+Fn—2a n>1.

0,1,1,2.3,5.8,13,21,34. ...
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Liczby Fibonacciego
B

01 Przyktad: studiowanie populacji krélikow

e
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Liczby Fibonacciego
Bardzo szybko rosng

F.>2"2forn>6.

Dowdd indukcyjny
By induction

Base case: n = 6,7 (by direct computation).

Inductive step:

Fo=Fo1+ Fpp > 2002 4 20072)/2 >
2. 0(=2)/2 — on/2
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Liczby Fibonacciego

Przyktad

Foo = 0765

Fso = 12586269025

Fioo = 35422438438179261915075

Fsoo = 1394232245616978801397243828
70407283950070256538769730726
4108962948325571622863290691
557658876222521294125
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Naiwny algorytm: rekurencyjny

Funkcja rekurencyjna (pseudokod)

FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1)+ FibRecurs(n — 2)

Czas wykonania: T(n) oznacza liczbe linii kodu ktére
sq wykonywane dla danej wartosci n.
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
N
fn<l1

FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1) 4+ FibRecurs(n — 2)

T'(n)=2.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 21/10/2018



Naiwny algorytm: rekurencyijny

T
fn> 2
FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1)+ FibRecurs(n — 2)

T(n)=3+T(n—1)+ T(n—2).
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
B

1 Czas wykonania algorytmu: ztozonosé obliczeniowa

p

? it n<l1

T(n) =4
T(n—1)+T(n—2)+3 else

Therefore T(n) > F,
T(100) ~ 1.77 - 102 (1.77 sextillion)
Takes 56,000 years at 1GHz.
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
o

-1 Dlaczego tak czasochtonny?

/ ’ \
Fn—l Fn—2
/N /N
Fn—2 Fn—3 Fn—3 Fn—4
/ \ / \ / \ /N
Fn—3 Fn—4 Fn—4 F, —5. n—4 Fn—5 Fn—5 Fn—6

F
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
N

-1 Dlaczego tak czasochtonny?

— Fn—5 Fn—5 Fn—ﬁ
/\ / \ / / \ /\

/
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Efektywny algorytm: iteracja
N

11 Sprébujmy recznie policzyé

0,1 1,2 3,5, 8

Definicja
0+1=1 o .
1 +1=2 F=qL =1,
1__2:3 \Fn_1—|—Fn_2, n>1.
2+3=05
34+5=28
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Efektywny algorytm: iteracja

Funkcja: iteracyjne wypetnianie tablicy (pseudokod)
FibList(n)
create an array F[0...n]
F[0] <— O
F[1] < 1
for / from 2 to n:
Fli] + F[i — 1] + F[i — 2]

return F|[n]

T(n) =2n+2. So T(100) = 202.
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Liczby Fibonaciego

Naiwny algorytm ( z definicji ): prosty, elegancki,
nieakceptowalnie wolny

lteracyjny algorytm: bardzo szybki

Lastosowanie ulepszonego (iteracyjnego) algorytmu
umozliwia wykonanie obliczen.
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Przeszukiwanie: obrazu, tablicy
i
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
I

-1 Podziel na problemy tego same typu, obszary nie
mogq sie pokrywac.
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
B

-1 Podziel na problemy tego same typu, obszary nie
mogq sie pokrywac.

Nie sq tego samego typu Nie sq roziqczne
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
oo

Bl Dziel na mniejsze problemy:

1]
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Zwyciezaj: rozwigz mniejsze problemy:
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
S
Potgcz z powrotem:
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy

01 Thumaczenie stéw: w danym wierszu stowa majqg to

samo znaczenie.

english french

italian german spanish

house

maison

Casd

Haus

CasSd

volture

‘ table

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

auto

tavola

Auto

auto
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy

Rozwiqgzanie rekurencyjne
LinearSearch(A, low, high, key)

if high < low :
return NOT_FOUND
if Allow| = key:
return low
return LinearSearch(A, low + 1, high, key)

T(n)=T(n—1)+c
T(0)=c
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy
B T

-1 Rozwigzanie rekurencyjne

lloé¢ operacii
. n | c
L n-1 ] c
L n=2 ] c
2] c
1]
0]

Total: >°7 ;¢ =0©(n)
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy
N T

-1 Rozwiqgzanie iteracyjne

LinearSearchIt(A, low, high, key)

for / from low to high:
if Ali] = key:
return |
return NOT_FOUND
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Przyktad: posortowana tablica
N T

-1 Przeszukiwanie posortowanej tablicy: ilosé¢ operacii

search(2) — 0 search(
search(3) — 1 search(
search(4) — 1 search(

(

2
?
0
search(9

— QD

\
20120150160
4 5 60 7

N | O
L | OO
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Przyktad: przeszukiwanie binarne

Przeszukiwanie binarne posortowanej tablicy:

BinarySearch(A, low, high, key)

if high < low:
return low — 1
mid < {/ow + h’ghglow

if key = A[mid]:

return mid
else if key < A[mid]:

return BinarySearch(A, low, mid — 1, key)
else:

return BinarySearch(A, mid + 1, high, key)
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Przyktad: przeszukiwanie binarne
A e

o1 Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”

BinarySearch(A, 1, 11,50)

12345678 91011

H

low high
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Przyktad: przeszukiwanie binarne

o Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”
BinarySearch(A, 1, 11, 50)
BinarySearch(A,7, 11, 50)
BinarySearch(A, 10,11, 50)

345673 91011

1 2
3158 (10/12]15/18]20/20

mid high
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Przyktad: przeszukiwanie binarne
2

o Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”
BinarySearch(A, 1,11, 50)

BinarySearch(A,7, 11, 50)
BinarySearch(A, 10,11,50) — 10

4 56 738 91011
10/12/15/18/20/20/50/60

1 23
3|5|8

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 21/10/2018



Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Dzielimy rekurencyjnie na roztgczne (dla danego
etapu podziatu) mniejsze problemy tego samego
fypu.

Rozwiqgzujemy mniejsze problemy

Scalamy rozwigzania
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Wersja rekurencyjna: przeszukiwanie binarne

BinarySearch(A, low, high, key)

if high < low: n
return flow — 1 T(n) =T ({_J) +C

2
if key = Almid]:
return mid
else if key < A[mid]:
return BinarySearch(A, low, mid — 1, key)
else:
return BinarySearch(A, mid + 1, high, key)

mid <+ LIOW + h’ghIOWJ

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Metoda: ,,dziel i zwycieza
B

1 Wersja rekurencyjna: ztozonos¢ obliczeniowa

llos¢ operacji
] c
2] T =7(|2])+c
| n/4 | 2
5 T(0)=c
2] c
1 c
o] ¢

Total: lecfgn ¢ = O(log, n)
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Wersja iteracyjna: przeszukiwanie binarne
BinarySearchIt(A, low, high, key)
while Jow < high:

mid < |low - HEer

if key = Almid|:
return mid

else if key < A[mid]:

high = mid — 1
else:
low = mid + 1
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj”
S

1 Ttumaczenie stow: w kazdej kolumnie posortowane wg.
kolejnosci liter stowa w danym jezyku. W danym wierszu
sfowa nie maja tego samego znaczenia.

english french italian german spanish
(sorted) (sorted) (sorted) (sorted) (sorted)

chair \ chaise ‘ Casa ‘ Haus H casa

house || bouton |foruncololl Pickel ||espenilla

pimple || maison || sedia Sessel silla
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Tlumaczenie stow: w kazdej kolumnie posortowane wg. kolejnosci
liter stowa w danym jezyku. W danym wierszu stowa nie maja

tego samego znaczenia.

Zorganizuj jako przeszukiwanie binarne: pomocnicze tabele.

english french

italian german spanish

house maison casa Haus casa
ch%ir chaise sedia Sessel Wsilla
pinﬁple] bouton |fforuncolof| Pickel espenill%

english spanish

sorted sorted

2 1

1 3

3 2

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Najwiekszy wspdlny podzielnik (NWP)
44
0 Definicja
Dla pary liczb catkowitych a,b, ich najwiekszy

wspolny podzielnik d = NWP(a,b) to najwieksza
liczba catkowita d taka ze dzieli bez reszty a, b.

Teoria liczb Funkcje specjalne Kryptografia

37 31
17 13

43 47
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Najwiekszy wspdlny podzielnik (NWP)

Definicja

Dla pary liczb catkowitych a,b, ich najwiekszy
wspolny podzielnik d = NWP(a,b) to najwieksza
liczba catkowita d taka ze dzieli bez reszty a, b.

Input: Integers a,b > 0

gcd —

O Ut p ut ng (a:r b) . greatest common divisor

ecd(3918848, 1653264)
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Naiwny algorytm znajdowania NWP

Function NaiveGCD(a, b)

best < 0
for d from 1 to min(a,b):
if d|a and d|b:
best < d
return best

llo$¢ operacji w przyblizeniu rowna min(a,b)

Bardzo wolny juz dla liczb 20-to cyfrowych
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Algorytm Euklidesa

Lemat:

Jezeli a’ = reszta z dzielenia a/b
to gcd(a,b)=gcd(a’,b) = gcd(b,a’)

Dowod (szkic)
a=a’ + b*q
d dzieli a i b wtedy i tylko wtedy jezeli d dzieli a’ i b.
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Algorytm Euklidesa

Function EuclidGCD(a, b)
if b=20:

return a

a <+ the remainder when a is
divided by b

return EuclidGCD(b, d)

Funkcja rekurencyjna, wprost zastosowanie lematu.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Algorytm Euklidesa

Function EuclidGCD(a, b)
if b=0:

return a

a < the remainder when a is
divided by b

return EuclidGCD(b, &)

llos¢ operacji: kazdy krok
redukuje liczby o czynnik 2.
llos¢ krokéw to log(a*b).
Jezeli liczba 100-cyfrowa,
potrzebne okoto 600 krokow.
Kazdy krok to pojedyncze

dzielenie.
Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

Przykdad
gcd (3918848, 1653264)
— gcd(1653264, 612320)
= gcd(612320, 428624)
— 5cd (428624, 183696)
= gcd (183696, 61232)
= gcd(61232,0)
=601232.
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Efektywny algorytm

Naiwny algorytm jest zbyt wolny.
Algorytm Euklidesa duzo efektywniejszy.

Wymyslenie efektywnego algorytmu wymagato
wiedzy na temat problemu, w tym przypadku z
dziedziny teorii liczb..
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Algorytm zachtanny
N

1 Jaka jest najwieksza liczba ktéra mozesz zbudowad
maja do dyspozycji podane cyfry.
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Algorytm zachtanny
s

1 Jaka jest najwieksza liczba ktéra mozesz zbudowad
uzywaijgc wszystkie podane cyfry.

359179, 537991, 913579, . . .

Poprawna odpowiedz

997531
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Strategia zachtanna: najwieksza liczba

Remove

5/ 71319]1]9] —

Znajdz najwiekszq cyfre

m

01 Dotgcz do liczby

o Usun cyfre z listy cyfr
m

Powtarzaj dopdki lista cyfr nie jest pusta
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Strategia zachtanna: tankowanie benzyny

Peilny bak benzyny wystarcz na przejechanie 400km. Na
ktérych stancjach tankowa¢ paliwo aby ilos¢ tankowan
potrzebna do przejechania 950 km byta minimalna.

Okm  200km 375km 550km 750km 950km
A _ N\ A "B

Okm  200km 375km 550km 750km 950km

NN

Tylko dwa tankowania
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Wybér strategii

Jakie sqg mozliwosci
Zatankuj na kazdej stacji po drodze

Zatankuj na najdalszej stacji do ktérej mozesz
dojecha¢

Jedz az do pustego baku.
Strategia zachtanna
Wystartuj w punkcie A
Dojedz do najdalszej mozliwie stacji benzynowej
Zatankuj i potraktuj ten punkt jako nowy punkt A
Powtarzaj (1-3) dopoki nie zajdzie A=B
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Podproblem

Podproblem jest taki sam jak oryginalny problem.

m LargestNumber(3,9,5,9,7,1) =
““9”” 4+ LargestNumber(3,5,9,7,1)
m Min number of refills from A to B =

first refill at G + min number of refills
from G to B
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Algorytm zachtanny: liniowa zaleznosé
od ilosci stacji benzynowych.

A=Xx0<x1 < x < - <x, < X541 =B
MinRefills(x, n, L)

numRefills < 0, currentRefill < 0
while currentRefill < n:
lastRefill < currentRefill
while (currentRefill < n and
x[currentRefill + 1] — x[lastRefill] < L):
currentRefill < currentRefill + 1
if currentRefill == lastRefill -
return IMPOSSIBLE
if currentRefill < n:
numRefills < numRefills + 1
return numRefills
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Jak podzieli¢ na grupy
B

11 Chcemy podzieli¢ na grupy gdzie wiek dziecka nie
rézni sie wiecej niz o 1 rok i tak aby byto jak
najmniej grup.
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm
MinGroups(C)

m < len(C)
for each partition into groups
C=GUGU---UG: co najmniej 2"

good < true dla n elementéw ktére
for / from 1 to k: nalezy pogrupowac.

if max(G;) — min(G;) > 1:
good <— false
1f good:
m <— min(m, k)
return m

llo$¢é operaciji:
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm
Rozwazmy podzial na 2 grupy: C = G1 + G2

Kazdy element i moze by¢ zaakceptowany do grupy
G1 albo odrzucony i wtedy jest w grupie G2.

W ten sposéb mozna uvtworzy¢ 2" réznych grup Gl
llo§¢ operacji co najmniej 2"

n = 50
2°0 = 1125899906842624
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Posortujmy najpierw elementy (punkty): n log(n)
Zdefiniujmy problem jako poszukiwanie
najmniejszej ilosci odcinkow ktore pokryja wszystkie
punkty. Diugosé¢ odcinka nie wieksza niz 1 jednostka.

Jak to zrobi¢: zacznij od najbardziej lewego punktu i
wyznacz odcinek o dtugosci co najwyzej 1. Punkty
lezgce na odcinku tworzqg jedna grupe.
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Posortujmy najpierw elementy (punkty): n log(n)
ZLdefiniujmy problem jako poszukiwanie najmniejszej
ilosci odcinkéw ktére pokryjg wszystkie punkty.
Dlugosé odcinka nie wieksza niz 1 jednostka.

jeeeeesl ]

& """~ .|

. e e

#
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy
I

X1 S X2 S c e § Xn Sortowanie:
llos¢ operaciji
PointsCoverSorted(xy, ..., X;) proporcjonalna
do n log(n)
R+ {}, i+ 1
while 1 < n:
10, r] < [xi, xi + 1]
R+ R U{[f, r]} llo$é operacii
> g proporcjonalna
| <— 1+ 1 o
while 1 < n and x; < r:
I — 1 +1
return R
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm: ilos¢ operacji ~ 2"
Bardzo wolny juz dla n=50
Sortowanie + algorytm zachtanny

Sortowanie ~ n log()

Algorytm zachtanny ~ n
Calos¢ efektywna nawet dla n=10 000 000
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
Lo I

01 Jak najlepiej zapakowad plecak
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_66_|

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

0 Jak nqilepiei quakowaé plecak

$14

$20 $18

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_68 |

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

$20 $14 $18/3

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_ 69|

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

$14  $18  $20/2

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

01 Jak najlepiej zapakowaé plecak
$20 $18 $14
$5/ unit $6/unit $7 /unit

$14  $18  $20/2

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Jak najlepiej zapakowaé plecak
Dopoki plecak nie jest pelny, wybierz grupei o
najwiekszym vi/wi.
Jezeli przedmioty mieszczq sie w plecaku umies¢
wszystkie. Jezeli nie, to tyle aby zapeini¢ plecak.
Jezeli jeszcze jest miejsce w plecaku, wybierz
nowq grupe i, kolejnq o najwiekszym vi/wi.
Powtarzaj (1)-(3) do momentu zapetnienia plecaka
lub az nie bedzie wiece| przedmiotow ktore sie w
nim mieszczq.
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Knapsack(W, wy, vi, ..., wy, vp)

A<+ [0,0,...,0],V <+ 0
repeat n times:

if W =0:

return (V,A)

select /7 with w, > 0 and max %

a < min(w;, W) |

V «— V +atl

Wi <— w,-—a,;é\[i] — Alil+a, W <« W —a
return (V, A)
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Czy mozna efektywniej?¢
llo$é operacji ktére byly wykonywane: n?
Wybieranie kolejnego i = maksymalnie n-razy
Wkiadanie przedmiotéw — maksymalnie n-razy
Gdybysmy najpierw posortowali wg. malejgcego
vi/wi to ilo§é operacji bylaby: n log(n) + n + n
Sortowanie: n log(n) operacji
Wybranie kolejnego i = 1operacja

Wkiadanie do plecaka — n operacji
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

A >%2 > ...>%
Posortowalismy: w; = wy, = — w,

Knapsack(W, wy, vy, ..., wy, vp)

A<+ [0,0,...,0],V«0
for + from 1 to n:

if W = 0:

return (V,A)

a%min(w,,W)

V<V +at

w; <— w; — a, A[]eA[]jLa W+ W —a
return (V. A)
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Wyklad 3b: Poprawnosé obliczen
I

Poprawnost -1 Bledy numeryczne

obliczen

o Btedy danych wejsciowych
o Btedy reprezentacji
o Btedy obciecia
o Btedy zaokrqglen
71 Niestabilno$¢ numeryczna
7 Kumulacja btedow

- Uwarunkowanie zadania

Material w oparciv o wyktad: A. Horzyk, WEAIilB AGH
»Wstep do Informatyki”
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Poprawnos¢ numeryczna

Obliczenia prowadzone przy pomocy komputeréw, mogq by¢ bardzo
doktadne i poprawne, ale wymaga to wiedzy o procesach
obliczeniowych, arytmetyce komputerowej, zaokrqgglaniu itp., aby
obliczenia projektowac i wykonywaé w sposéb poprawny
numerycznie.
Mozliwe zrédta btedow:

Ograniczona doktadnosé danych wejsciowych

Ograniczona ilo$¢ bitéw na reprezentacje danych

Konwersja pomiedzy systemami liczbowymi

Zaokrqglen spowodowanych reprezentacjq danych

Obcieciami i uproszczeniami obliczen wynikajgce z nieskonczonych sum

Trudnosciq wykonywania operacji na bardzo matych i duzych liczbach.

Brak wiedzy na ten temat moze prowadzi¢ do btednego budowania
algorytméw i powstawania btedow numerycznych podczas obliczen.
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Btedy numeryczne

Btedy numeryczne mozemy podzieli¢ na cztery podstawowe kategorie.

Bltedy danych wejsciowych — wystepujg wéwczas gdy dane liczbowe
wprowadzane do pamieci i rejestrow maszyny cyfrowej odbiegajq od ich
doktadnych wartosci (np. fizycznych, biometrycznych) ze wzgledu na
ograniczona dokladnosc urzgdzen pomiarowych (np. ciezar, odlegtosé).

Bltedy reprezentacji — powstajq, gdy wstepuje koniecznosé reprezentacji
liczby w maszynie z wykorzystaniem skonczonej ilosci stow binarnych (ciggu
bitdw) co wymusza zaokrqglanie. Do btedéw reprezentacji dochodzi réwniez
na skutek konwersji wielu liczb rzeczywistych z systemu zrédtowego (zwykle
dziesietnego) na system dwéjkowy stosowany w technice komputerowej. Np.
liczba 0.45 nie ma swojego doktadnego odpowiednika (0.45)[10] =
(0.01(1100))[2]!

Btedy obciecia — zwiqzane z koniecznosciq zmniejszenia ilosci dziatan, np.
podczas obliczania ciqgéw/szeregéw /sum nieskonczonych. Lub
przyblizonego wyznaczania catek oznaczonych.

Bltedy zaokrgglen - pojawiajq sie w trakcie zaokrgglania obliczonych
wartosci z powodu ograniczone| diugosci stéw binarnych.
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Btedy danych wejsciowych

Urzqgdzenia pomiarowe zawsze charakteryzujq sie ograniczona
doktadnosciq wykonywanych pomiaréw fizycznych. Rézne stosowane w
przemysle normy okreslajg dopuszczalng wielkos$é odchylen urzgdzen
pomiarowych od rzeczywistych wartosci ktére powinny wskazywaé.

Stqd wynikajq btedy danych wejsciowych.
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Btedy reprezentacji

Btedy reprezentacji najczesciej powstajg w trakcie konwersji liczb
pomiedzy systemami liczbowymi.

My (ludzie) najczesciej stosujemy system dziesietny, komputery
system dwodjkowy. Nie kazde rozwiniecie jest skonczone. Np. dla

0.45 nie istnieje skonczone rozwiniecie w systemie dwéjkowym.
W systemie dziesietnym nie istniejq takie dla np. \/2, T, €.

(45)[10]  (101101)[2]
(100)[10] (1100100)[2]

\/E (0,45)[10] * 2 = (0),
(0,90)[10] * 2 = (
7i
e

(0,45)[10] =

= (0.01(1100))[2]

(0,80)[10] * 2 = (1),60
(0,60)[10] * 2= (1
(0,20)[10] * 2 = (
(0,40)[10] * 2 = (d),80
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Btedy obciecia

Bltedy obciecia czesto zwigzane sq z przyblizaniem
obliczen nieskonczonych, gdy wystepuje koniecznos¢
pominigcia najmniej istotnych wyrazéw wyrazenia.

%) 2 N N xn x2 XN

Z —1+r+ T +F+ =) Z_:H“?J’"*M

0 ” n=0 n!

Btedy obciecia charakterystyczne sq tez w sytuacjach gdy
decydujemy sie na uproszczenie obliczen, pomijamy
szczegoty lub upraszczamy doktadnosé przyblizen, np. przy
wyznaczaniu wartosci catek oznaczonych.

P [olekden $H3 0, +3)=T0)  h=

n=0
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Btedy zaokrqglen

Stowa binarne stuzqce do zapisu liczb w technice cyfrowej
dysponujg ograniczonq iloscig bitéw mozliwych do
wykorzystania w celu zapamietania okreslonej liczby. Mozna
tego dokonac ze skonczonq doktadnosciq. Jesli zabraknie bitéw
na reprezentacje liczby, nieuniknione jest jej zaokrgglenie.

Przyktad w systemie dziesietnym, w systemie dwdjkowym jest
podobnie. Wtedy dochodzi do btedéw zaokrqglen.

% —=03833333.:.20.333333 é =0,166666...~ 0,166667
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Btedy zaokrqgglen

Jezeli mamy mozliwosé przechowywan tylko 10 cyfr
znaczqgcych, to wynik dodawania nie bedzie taki
jakiego bysmy sie spodziewali.

1234567890 + 0,123456789 = 1234567890,123456789

4

1234567890 + 0,123456789 = 1234567890

Albo petla ktéra dodaje duzqg liczbe do malej, moze

nigdy nie zakonczy¢ dziatania.

2 x o= 8,

3 while x<18600080000000000000000 :

- x+=0 . 88806000000000000000081

. — . L 21/10/2018
5 print he loop is finished!

o WL A T



Niestabilnosé numeryczna

Z niestabilnoscig numeryczng mamy do czynienia wtedy gdy
mate btedy danych lub popetniane w trakcie obliczen rznq
szybko e trakcie dalszych obliczen powodujqc istotne /duze
btedy /znieksztalcenia wynikéw obliczen.

Przyktad obliczanie catek oznaczonych, wprowadzajgc
zaleznosé rekurencyjna umozliwiajgcqg wyznaczenie
nastepnego elementu korzystajgc z poprzedniego.

1 L n—1

-1
57 1

X L S E 1 X 1 :
),‘n =J dx = J‘# dx = J‘xn_l 5 : dx = J-xn_ldx _SJ- dx T AW Syn—l
0x+5 ; xX+5 - X+5 . Ox+5 n
£ 1
yn+5yn—l_; ‘ yn:__syn—l

n

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 21/10/2018



Przyktad niestabilnosci numerycznej

Obliczamy wiec zerowy element zerowy ciqgu catek wg wzoru,
dokonujemy zaokrqglenia wyniku do 3 cyfr znaczqcych i nastepnie
probujemy wyznaczyé kolejne elementy ciggu catek na podstawie
poprzednich z wyznaczonej wczesniej zaleznosci.

1
Yo=| d’cs =In(x+5), =In6—In5=0.182 blad |g[<5.-107

0 X +
y, =1—5y,=~0,090 blad |g[<25-107"
Y2 =%—5y1 ~ 0,050 blad |g|<125-10"
Yy = % —5y, 0,083 blad ‘5‘ <625-10" (y; > y: — nie poprawne!)
y, = i —5y, ~—0,165 blad g <3125-10" (ujemna wartosé — absurd!)

Catka oznaczona reprezentuje pole pod funkcjq ktéra jest dodatnio okreslona,
musi by¢é dodatnia. Kazdy nastepny wyraz w ciqgu potencjalnie mnozy
btgd przez 5.
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Przyktad stabilnosci numerycznej

Czy mozemy ciqg catek obliczy¢ poprawnie?

Mozemy podjqé probe wyznaczenia b e ) ¥
poprzedniego wyrazu ciqgu znajqc nastepny. =45
. ' L 1 1 |
Przyymiemy. ze y,, = y, poniewaz y, +5y, = 10 = Yy ® 0 ~ 0,017
1 1 1 1 1 1
= ———1, ~ 0,019  =———y, ~ 0,028 , =———1y, ~0,058
ST 455 Y5730 7570 T
11 1 1 1 1
= —— =y 20,021 = —— =y, ~0,034 = — — =y, ~0,088
740 57" YaT 35750 N0 57
_ 1 1 ~ 0,025 1% _ 1.1 ~ 0,043 11 ~ 0,182 poprawny!!!
YeT35 5T BT 5T Yo =15y~ 0182 poprawnylll

Mimo potencjalnie duzego btedu poczqgtkowego, otrzymany zerowy wyraz
tego ciqgu zostat wyliczony poprawnie gdyz bigd w kazdym nastepnym
kroku byt dzielony przez 5.
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Kumulacja btedéw numerycznych

W trakcie réznych operacji arytmetycznych moze dochodzié¢ do
kumulacji btedéw, np. jesli dwie liczby obarczone sq pewnymi
znanymi btedami danych wejsciowych, to w wyniku wykonanie
operacji na tych liczbach btedy réwniez zostang poddane tej
operacji, powodujgc kumulacje mozliwych btedow.

Przyktad:

Jeshh x, =2,31+£0,02 1 x, =1,42£ 0,03, to jakie jest oszacowanie x, —x, ?

Najwigksza mozliwa wartos¢ x;=2.33
Najmniejsza mozliwa warto$¢ x;= 1,39
Najwigksza mozliwa wartose x;—x;=094
Najmniejsza mozliwa warto$¢ x;—x2=0,84

Wige 0,84 <x —x, 0,94 = x —x,=0,89+0,05 - BLAD ROSNIE!
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Uwarunkowanie zadania

Zadanie jest zle uwarunkowane, jesli wzglednie mate btedy danych
poczqgtkowych powodujq duze btedy wynikéw obliczenh.

Zadanie zle uwarunkowane obarczone jest duzymi bledami wynikéw
niezaleznie od zastosowanej metody lub algorytmu obliczania

Uwarunkowanie zadania numerycznego to wrazliwosé jego rozwiqgzania na
poprawnos¢ danych poczgtkowych.

Przyktad: Proste rownolegte w przestrzeni.

Jezeli wspotrzedne punktéw definiujgce proste rownolegle zostang obarczone
bledami, przestana by¢ réwnolegle i bedzie mozliwe wyznaczenie punktu
przeciecia prostych.

Al

—
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