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Struktury danych i algorytmy

Struktury danych to narzedzia do reprezentowania
informacji ktéra ma by¢ przetworzona przez program
komputerowy,

Algorytmy to przepisy wykonania czynnosci
niezbednych do jej przetworzenia.

Wybor algorytmu do rozwigzania konkretnego
problemu programistycznego pomaga w ustaleniu,
jakqg strukture danych nalezaloby uzy¢, ale i
odwrotnie — wybrana struktura danych ma ogromny
wplyw na szczegoty realizacji i efektywnosci
algorytmu.
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Typy danych i struktury danych

Dane sq to ,,obiekty’ ktérymi manipuluje
algorytm.

Te obiekty to nie tylko dane wejsciowe lub
wyjsciowe (wyniki dziatania algorytmu), to
rowniez obiekty posrednie tworzone i uzywane
w trakcie dzialanie algorytmu.

Dane mogq by réznych typow, do
najpospolitszych nalezq liczby (catkowite,

dziesietne, uvlamkowe) i stowa zapisane w
rozmaitych alfabetach.
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Typy danych i struktury danych

Interesujg nas sposoby w jaki algorytmy mogq
organizowa¢, zapamietywac i zmieniac zbiory
danych oraz ,,siegac’ do nich.

Zmienne czyli ,,pudelka” w ktérych chwilowo
przechowujemy jakqgs wartosg,

Tablice czyli tabele (macierze), w ktérych to mozemy
odwotywac¢ sie do indeksow,

Listy i wektory
Kolejki i stosy,
Drzewa, czyli hierarchiczna struktura danych,

Zbiory.... Grafy.... Relacje....
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Typy danych i struktury danych

W wielu zastosowaniach same struktury danych nie
wystarczajq.

Czasami potrzeba bardzo obszernych zasobow
danych, stanowigcych dla wielu algorytmoéow
potencjalne dane wejsciowe, a wiec majqce ustalonq
strukture i nadajgce sie do odszukiwania i
manipulowania nimi. Nazywa sie je bazami danych
(relacyjne i hierarchiczne).

Kolejny krok to bazy wiedzy, ktérych elementami sqg
bazy danych, a ktére zawierajg rowniez informacije
o zwiqzkach pomiedzy danymi.
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Algorytmy

Algorytm to ,,przepis postepowania’” prowadzqgcy do
rozwiqzania konkretnego zadania; zbior polecen
dotyczqcych pewnych obiektow (danych) ze wskazaniem
kolejnosci w jakiej majq by¢ wykonane”. Jest
jednoznaczngq i precyzyjnq definicjq (specyfikacjq)
krokow ktore mogq byé wykonywane ,,mechanicznie”.

Algorytm odpowiada na pytanie ,,jak to zrobic”
postawione przy formutowaniu zadania. Istota
algorytmu polega na rozpisaniu calej procedury na
kolejne, mozliwie elementarne kroki.

Algorytmiczne myslenie mozna ksztaltowa¢ niezaleznie
od programowania komputeréw, chociaz kazdy program

komputerowy jest zapisem jakiego$ algorytmu.
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Analiza algorytmow

Analiza algorytmow i powiqzanych z nimi
struktur danych.
Inalezienie najlepszych sposobow wykonywania
najczesciej spotykanych polecen,

musimy nauczy¢ sie podstawowych technik
projektowania dobrych algorytmow.

Zrozumienie w jaki sposéb wykorzystywac¢ struktury
danych i algorytmy tak, by tworzyé efektywne
(szybkie) programy.
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Mnozenie dwoéch liczb catkowitych
(szkolny algorytm)

Wejscie: dwie n-cyfrowe liczby x, y
Wyijscie: z = x .y

Operacje: mnozenie i dodawanie dwoch 1-dno
cyfrowych liczb

% LLDR
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o$¢ operacji:
/\\ i Z q(: " j/ ~ n dla kazdego wiersza
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L 56 % ? - - - llosé wszystkich operacji:
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Mnozenie dwdch liczb catkowitych
(algorytm Karatsuba)
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Mnozenie dwdch liczb catkowitych
(algorytm Karatsuby)

Rozpisujemy liczby x, y:
r=10"2%a+b Y = 10”/2(2 + d
a,b,c,d sq liczbami n/2 cyfrowymi
Reprezentujemy iloczyn jako
[eoo] - 0720 1 byon2e 1 a)
- ‘lU”m* + 10" (ad + be) + bd ‘
Nalezy obliczyé:

(M)ac | (2)[bd] (3) (a+b) (c+d) = ac+ad+be+bd
Gauss ’rrick:‘(3) —(1)=(2) = ad + bc ‘

Kilka mnozen i dodawan liczb n/2 cyfrowych, czy to jest lepszy algorytm?
Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 14/10/2019




Algorytm Hornera

Zalozmy, ze mamy policzy¢ wartosé wielomianu
postaci:

n n—1
f(x) =apgx"™ + a;x + ...+ a, 1x+ a,

dla danych liczb a,, a,, ..., a_, w danym punkcie x,.

Algorytm polegajqcy na bezposrednim liczeniv ze
wzoru wymaga n dodawan i (n-2) potegowan lub
(2Zn-1) mnozen co w wyniku daje niedokiadnosci
(btad wzgledny i bezwgledny).

Warto poszukaé innego rozwiqzania.
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Algorytm Hornera

Przedstawiamy wielomian w postaci:

f(x)=(.(lagx+ay)x+az)X+..+a, 1)x+a,

to otrzymujemy nastepujqcq metode na obliczanie

wielomianu: bo = ao
1?)1 = })UXO —+ aq
b> — bixo + a2
bn — bn 1X0o + an

gdzie b, oznacza wartos¢ i-tego nawiasu dla x rownego x,,
a b, szukanqg wartos¢ wielomianu.

Algorytm wymaga n dodawan i n mnozen.
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Algorytm Hornera

Otrzymana metoda to tzw. Algorytm Hornera
obliczania wartosci wielomianu.

Algorytm ten jest numerycznie poprawny i jest
jedynym algorytmem ktéry minimalizuje liczbe
dodawan i mnozen przy obliczanivu wartosci
wielomianu wg. podanej postaci.
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Sposoby zapisu algorytmu

Najprostszy sposéb zapisu to zapis stowny

Pozwala okresli¢ kierunek dziatan i odpowiedzieé¢ na
pytanie, czy zagadnienie jest mozliwe do rozwiqzania.

Bardziej konkretny zapis to lista krokow

Staramy sie zapisac kolejne operacje w postaci
kolejnych krokéw ktére nalezy wykonaé.

Bardzo wygodny zapis to zapis graficzny
schematy blokowe i grafy.

Bardziej zaawansowana forma to zapis przy
pomocy uproszczonego kodu jezyka programowania
tzw. pseudo-kod
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Opis stowny

Przyktad: dodanie dwéch liczb

Sformutowanie zadania:
oblicz sume dwoéch liczb naturalnych: a,b. Wynik
oznacz przez S.

Dane wejsciowe: dwie liczby ai b
Cel obliczen: obliczenie sumy S=a + b

Dodatkowe ograniczenia: sprawdzenie warunku
dla danych wejsciowych np. czy a, b sq
naturalne.
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Lista krokow

Zapis algorytmu przy pomocy listy krokow:
sformutowanie zagadnienia (zadanie algorytmu),
okreslenie zbioru danych potrzebnych do
rozwiqzania zagadnienia (okreslenie czy zbior
danych jest wlasciwy),
okreslenie przewidywanego wyniku (wynikéw): co
chcemy otrzymacé i jakie mogq by¢ warianty
rozwiqzania,
zapis kolejnych ponumerowanych krokow, ktére
nalezy wykona¢, aby przejs¢ od punktu
poczgtkowego do koncowego.
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Algorytm - przyktad

Sformutowanie zadania

Znajdz rozwiqzanie rownania liniowego postaci
a*x+b=0.

Wynikiem jest wartos¢ liczbowa lub stwierdzenie
dlaczego nie ma jednoznacznego rozwiqzania.

Dane wejsciowe
Dwie liczby rzeczywiste ai b

Cel obliczen (co ma by¢ wynikiem)

Obliczenie wartosci x lub stwierdzenie, ze rownanie nie
ma jednoznacznego rozwiqzania.

gdy a = 0 to sprawdz czy b = 0O, jesli tak to rownanie
sprzeczne lub tozsamosciowe

gdy a # 0 to oblicz x = -b/a
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Schematy blokowe i algografy
s

Schemat blokowy to sposdb zapisu algorytmu prezentujgcy kolejne kroki
(instrukcje) ktére nalezy wykonaé w celu osiggniecia postawionego celu.
Wykorzystuje pewnie zbiér figur geometrycznych reprezentujqcych
pewne kategorie operacji na danych oraz potqczenia ktére wskazujq
kierunek ich przetwarzania i mozliwe alternatywne przejscia.
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Schemat blokowy rozwiqzania

rownania linioweago
m*

Ceyo =02 g NIE ] X =-b/a
TAK | NIE

L ;

Tozsamos$¢ Sprzecznos¢ X
WY
WY WY
|
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Grafy

Graf symbolizuje przeptyw informacji.
Graf sktada sie z weztow i sciezek.

W przypadku algorytmow graf mozna wykorzysta¢
aby w uproszczonej formie zilustrowaé ilos¢ réznych
drog prowadzqcych do okreslonego w zadaniu celu.

Graf pozwala wykry¢ drogi, ktére nie prowadzq do
punktu koncowego, ktérych to poprawny algorytm
nie powinien posiadacd.
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Graf algorytmu rozwigzania

rownania liniowego
m*
o 1 P —poczqgtek

1 K — koniec

1 D — dziatanie

1 W — warunek
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Grafy

Jezeli w grafie znajduje sie sciezka, ktora nie
doprowadza do wezta koncowego, to mamy do
czynienia z niepoprawnym grafem.

W programie przygotowanym na podstawie takiego
grafu, mamy do czynienia z przerwaniem proby
dziatania i komunikatem o zaistnieniv jakiego$ btedu w
dzialaniu.

Wezel grafu moze mieé¢ dwa wejscia jezeli ilustruje petle.
Wtedy liczba sciezek poczqtek-koniec moze by¢
nieskonczona, gdyz nieznana jest liczba obiegow petli.
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Schemat blokowy czy graf ?

71 Graf to tylko schemat kontrolny stuzqcy do
sprawdzenia algorytmu.

o1 Brak informacji o wykonywanych operacjach

0 Schemat blokowy stuzy jako podstawa do
tworzenia programow.
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Rodzaje algorytmow

Algorytm liniowy:
Ma postac ciggu krokow ktérych jest liniowa ilos¢ (np.
stata albo proporcjonalna do liczby danych) ktére muszq
zosta¢ bezwarunkowo wykonane jeden po drugim.

Algorytm taki nie zawiera zadnych warunkéw ani
rozgatezien: zaczyna sie od podania zestawu danych,
nastepnie wykonywane sq kolejne kroki wykonawcze,
az dochodzimy do wyniku.
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Rodzaje algorytmow

Algorytm z rozgatezieniem:

Wiekszosc algorytmow zawiera rozgatezienia
bedqce efektem sprawdzania warunkow. Wyrazenia
warunkowe umozliwiajg wykonanie zadania dla
wielu wariantéw danych i rozwazanie réznych
przypadkow.

Powtarzanie réznych dziatan ma dwojakq postac:

liczba powtérzen jest z gory okreslona (przed
rozpoczeciem cyklu), alg. najczesciej zwigzany z
dzialaniami na tablicach,

liczba powtorzen jest nieznana (zalezy od spetnienia
pewnego warunku), alg. najczesciej zwigzany z
obliczeniami typu iteracyjnego.
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Algorytmy: ,,dziel i zwyciezaj

Metoda: ,,dziel i zwyciezaj” :
Dzielimy problem na mniejsze czesci te] same| postaci co
pierwotny.

Teraz te pod-problemy dzielimy dalej na coraz mniejsze,
uzywajgc tej samej metody, az rozmiar problemu stanie sie
tak maty, ze rozwiqgzanie bedzie oczywiste lub bedzie mozna
uzyc jakiejs innej efektywnej metody rozwiqzania.

Rozwiqzania wszystkich pod-problemow muszq by¢
potgczone w celu utworzenia rozwigzania catlego problemu.

Ten typ algorytmow zazwyczaj jest implementowany z
zastosowaniem technik rekurencyjnych.
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Algorytmy: ,,dziel i zwyciezaj

Mamy posortowac tablice liczb, zakladamy ze sqg

sleliizg\a\2le] 2|

N I
Elaie] el |

-&— Powtarzaj wielokrotnie —2

WPTeICY o\
\,lecalai ‘——3//

T N NN T N3
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Algorytmy: ,,dziel i zwyciezaj

Jak znalez¢ minimum ciqgu liczb?

Dzielimy cigg na dwie czesci, znajdujemy minimum
w kazdej z nich, bierzemy minimum z obu liczb jako
minimum ciqgu.

Jak sortowac ciqg liczb?

Dzielimy na dwie czesci, kazdg osobno sortujemy a
nastepnie igczymy dwa uporzqgdkowane ciqgi
(scalamy).
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Algorytmy inne: wieze Hanoi

- Wieze Hanoi

Zadanie polega na przeniesieniv wiezy z krgzkéw na

inny pret za zachowaniem nastepujqcych regut.
jednorazowo mozna przenosic tylko 1 krgzek
dopuszczalne jest umieszczanie tylko mniejszego krgzka
na wiekszym.

llos¢ operacji wzrasta bardzo szybko z ilosciq krqzkow,

2" dla n- krqzkéw. Dla n=64: 18.5 tryliona operacii.
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Algorytm inne: wieze Hanoi

W celu przeniesienia n krqzkow z A do B nalezy

Przenies¢ n-1 krqzkow B
zAdoC ‘Lh B‘ C| I||A|I Bl l

Przeniesé n-ty krqzek

zAdoB

A B C A ]

Przeniesé n-1 krqzkow ‘ ‘ H ‘ ‘ !
zCdoB

A B C A B C

mm
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Algorytmy oparte na programowaniu
dynamicznym

Mozna stosowaé wowczas, kiedy problem daje sie
podzieli¢ na wiele pod-probleméw, ktérych
rozwiqzania sq mozliwe do zapamietania w jedno-,
dwu- lub wielowymiarowej tablicy w taki sposéb ze
w pewnej okreslonej kolejnosci mozna je wszystkie (a
wiec i caly problem) efektywnie rozwiqzac.

Jak obliczaé ciag Fibonacciego? Aby obliczy¢ F(n), wartosc F(k),
gdzie k<n musimy wyliczy¢
o F(n-k) razy.
1 jeslii =1 Y
F(iy = 1 0dlii = 2 Liczba obliczen rosnie
- Je e wyktadniczo.
F(i-2)+F(i-1) jeslii > 2 . . .
Korzystnie jest wiec zachowac¢
(zapamieta¢ w tablicy) wyniki
wczesniejszych obliczen (F(k)).
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Jak obliczac¢ liczbe kombinacji?

Liczba kombinacji (podzbiorow) r-elementowych

. n
ze zbioru n-elementowego oznaczana (—), dana
r

jest wzorem:

(") =nuw 0y

Mozemy uzyc wzorow:
(?) =1,jeslir=0lubn=r
(?) =(f|}il) .|_(n|:1) dla0<r<n
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Obliczamy rzad po rzedzie
w trojkacie Pascala

r |0 1 2 3 4

O |1

1 (1 1

2 |1 2 1
3 |1 3 3 1
4 '1 4 6 4 1
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Algorytmy z powrotami

Czesto mozemy zdefiniowac¢ jakis problem jako
poszukiwanie rozwigzania wsréd wielu mozliwych
przypadkow.

Dane:

Pewna przestrzen stanow, przy czym stan jest to sytuacjg
stanowiqca rozwiqgzanie problemu albo mogqca
prowadzi¢ do rozwiqzania

Sposoéb przechodzenia z jednego stanu do drugiego.

Mogq istnie¢ stany ktdore nie prowadzq do rozwiqzania.

Przyktadami tego typu algorytmow sq gry.
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Algorytmy z powrotami

Metoda powrotow

Wymaga zapamietania wszystkich wykonanych ruchéow czy
tez wszystkich odwiedzonych stanéw aby mozliwe byto
cofanie sie (powroty).

Stanow mogq byc¢ tysiqgce lub miliony wiec bezposrednie
zastosowanie metody powrotéow, mogqgce doprowadzié do
odwiedzenia wszystkich stanéw, moze by¢ zbyt kosztowne.
Inteligentny wybor nastepnego posuniecia, tzw. funkcja
oceniajgca, moze znacznie poprawic efektywnosé algorytmu.

Np. aby unikng¢ przeglgdania nieistotnych fragmentow przestrzeni
stanow.
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Wybér algorytmu

Regulq jest ze nalezy implementowaé algorytmy
najprostsze, ktore wykonujg okreslone zadanie.
Prosty algorytm to

latwiejsza implementacja, czytelniejszy kod

latwos$é testowania

latwos¢ pisania dokumentacji,....
Jesli program ma dzialaé wielokrotnie, jego wydajnos¢ i
wykorzystywany algorytm stajq sie bardzo wazne.
Btedy zaokrgglen, powstajqce przy reprezentacji liczb, a
takze przy wykonywaniu dziatlan na nich rozwinely sie
w samodzielna dziedzine tzw. analiza numeryczna.
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Wybér algorytmu

Istniejg rowniez inne zasoby, ktore nalezy niekiedy

oszczednie wykorzystywaé¢ w pisanych programach:
ilos¢ przestrzeni pamieciowe| wykorzystywanej przez
Zmienne

generowane przez program obcigzenie sieci
komputerowej

ilos¢ danych odczytywanych i zapisywanych na dysku

mniej obliczen to lepsza dokladno$é numeryczna
(zaokrqglenia)
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Wybér algorytmu

Zrozumiatosc i efektywnosc: to sq czesto sprzeczne
cele. Typowa jest sytuacja w kiére| programy
efektywne dla duzej ilosci danych sq trudniejsze do
napisania/zrozumienia.

Np. sortowanie przez wybieranie (latwy, nieefektywny

dla duzej ilosci danych) i sortowanie przez ,,dzielenie i

scalanie” (trudniejszy, duzo efektywniejszy).
Zrozumiatos$é to pojecie wzgledne, natomiast
efektywnosc mozna obiektywnie zmierzy¢: testy
wzorcowe, analiza zlozonosci obliczen.
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Efektywnosc¢ algorytmu

Czas dziatania:

Oznaczamy przez funkcje T(n) liczbe jednostek czasu,
ktére zajmuje wykonanie programu lub algorytmu w
przypadku problemu o rozmiarze n.

Funkcje te nazywamy czasem dziatania. Dos¢ czesto
czas dziatania zalezy od konkretnych danych
wejsciowych, nie tylko ich rozmiaru. W takim
przypadku, funkcje T(n) definiuje sie jako najmniej
korzystny przypadek z punktu widzenia kosztow
czasowych. Innqg wyznaczanq wielkosciq jest tez czas
sredni, czyli Sredni dla réznych danych wejsciowych.
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Testy wzorcowe

Podczas porownywania dwaéch lub wiecej programoéw
zaprojektowanych do wykonywania tego samego zadania,
opracowujemy niewielki zbiér typowych danych wejsciowych
ktéore mogqg postuzy¢ jako dane wzorcowe (ang. benchmark).

Powinny by¢ one reprezentatywne i zaklada sie ze program
dobrze dziatajgcy dla danych wzorcowych bedzie tez dobrze
dziatal dla wszystkich innych danych.

Np. test wzorcowy umozliwiajgcy porownanie algorytmoéow
sortujgcych moze opierac sie na jednym matym zbiorze
danych, np. zbiér pierwszych 20 cyfr liczby [[; jednym
srednim, np. zbiér kodow pocztowych wojewédzitwa
krakowskiego; oraz na duzym zbiorze takim jak zbior
numerow telefonéw z obszaru Krakowa i okolic.

Przydatne jest tez sprawdzenie jak algorytm dziata dla ciqgu
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Uwagi koncowe

Na wybér najlepszego algorytmu dla
tworzonego programu wptywa wiele czynnikéw,

najwazniejsze to:
poprawnos¢ (zwraca zawsze poprawny wyhik)
prostota,
latwo$é implementacji

efektywnos¢
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Pytania do wyktadu

Co to jest algorytm i jakie znasz sposoby jego
zapisu?
Scharakteryzuj, na czym polegajq nastepujgce typy
algorytmow:

liniowy

z rozgalezieniem

Z powrotami

»dziel i zwyciezaj”

zachtanny

oparty o programowanie dynamiczne

Wedlug jakich kryteriow efektywnos¢ algorytmu?
W jaki sposob badamy czas dzialania algorytmu?
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Wyklad 2b: Ztozonos$¢ obliczeniowa
I

- Notacja ,,wielkie 0’

Ztozonos$¢

obliczeniowa . NOfCICiCI Q i e

algorytméw

-1 Algorytm Hornera

-1 Przyktady rzedow zlozonosci
- Klasy zlozonosci algorytmow
-1 Funkcje niewspétmierne

-1 Analiza czasu dziatania algorytmu

1 Instrukcje proste; instrukcje warunkowe; bloki
instrukciji

-1 Efektywnos¢ algorytmu
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Ztozonosc¢ obliczeniowa

Ztozonosc¢ obliczeniowa:

Jest to miara stuzqca do porownywania
efektywnosci algorytmow.
Mamy dwa kryteria efektywnosci:
Czas,
Pamiec¢
Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki logiczne
wyrazajgce zwiqgzek miedzy rozmiarem danych N
(wielkos¢ pliku lub tablicy) a ilosciq czasu T
potrzebng na ich przetworzenie.
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Ztozonos¢ asymptotyczna

Funkcja wyrazajqca zaleznos¢ miedzy N a T jest
zwykle bardzo skomplikowana, a jej obliczenie ma
znaczenie jedynie w odniesieniu do duzych
rozmiardw danych

Przyblizona miara efektywnosci to tzw. zlozonos¢
asymptotyczna.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 14/10/2019



Kioére cztony sq wazne?

Funkcja: f(n) =n?+ 100n + log,,n + 1000

n f(n) n? 100en log,,n 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2 101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
103 1 101 003 91% 9% 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
105 99.9% 0.1% 0.0% 0.0000%

n — rozmiar danych,

f(n) — ilo$¢ wykonywanych operaciji
Dla duzych wartosci n funkcja rosnie jak n?, pozostate sktadniki

mogq by¢ zaniedbane.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs

14/10/2019



Notacja ,,wielkie O ”

Definicja:

f(n) jest O(g(n)), jesli istniejq liczby dodatnie c i n, takie ze:
f(n) < c * g(n) dla wszystkich n 2 n,,.

1 c-g{n)
f(n) = n2+ 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako: f(n)
f(n) = n2+ 100n + O(log,,n) i
albo jako: i
f(n) = O(n?) I >

Notacja ,,wielkie O " ma kilka pozytywnych wlasnosci ktére mozemy
wykorzystaé przy szacowaniu efektywnosci algorytmow.
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”

Wiasnosc 1 (przechodniosd):
Jesli f(n) jest O(g(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n) jest
O(h(n))

Wilasnos¢ 2:

Jesli f(n) jest O(h(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n)+g(n)
jest O(h(n))

Wtasnos¢ 3:
Funkcja ank jest O(nk)
Witasnos¢ 4:
Funkcja n* jest O(nk*i) dla dowolnego dodatniego j
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”’

Z tych wszystkich wilasnosci wynika, ze dowolny
wielomian jest ,,wielkie O’ dla n podniesionego
do najwyzszej w nim potegi, czyli :

f(n) =annk+ a_n" + ...+ a," +a, jest O(nk)

(jest tez oczywiscie O(n**1) dla dowolnego
dodatniego |)
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Witasnosci notacji ,,wielkie O”

Wilasnos¢ 5:
Jesli f(n) = ¢ g(n), to f(n) jest O(g(n))
Wilasnos¢ 6:

Funkcja logn jest O(log,n) dla dowolnych ai b
wiekszych niz 1

Wilasnos¢ 7:

log n jest O(log,n) dla dowolnego dodatniego a
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”’

Jednqg z najwazniejszych funkcji przy ocenianiu
efektywnosci algorytméw jest funkcja
logarytmiczna.

Jezeli mozna wykazaé ze ztozonosé algorytmu jest
rzedu logarytmicznego, algorytm mozna traktowad
jako bardzo dobry.

Istnieje wiele funkcji lepszych w tym sensie niz
logarytmiczna, jednak zaledwie kilka sposréd nich,
jak O(log, log,n) czy O(1) ma praktyczne
znaczenie.
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Notacja Qi ©

Notacja ,,wielkie O’ odnosi sie do gérnych ograniczen
funkcji. Istnieje symetryczna definicja dotyczqca dolnych
ograniczen

Definicja
f(n) jest Q(g(n)), jesli istniejq liczby dodatnie c i n, takie ze,
f(n) 2 c g(n) dla wszystkich n 2 n,,.
Rownowaznos¢
f(n) jest Q(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest O(f(n))
Definicja
f(n) jest O(g(n)), jesli istniejq takie liczby dodatnie c;, ¢, i n,
takie ze, c,g(n) < f(n) < c,g(n) dla wszystkich n 2 n,,.
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Notacja O, Qi O

f(n) = O (g(n)) f(n) = © (g(n))
c-gin) ”~ c;gin)
/!‘\/d fh\/fd
§
» -

f(n) = Q (g(n))
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O czym nalezy pamietac

Celem wprowadzonych wczesniej sposobdw zapisu
(notaciji) jest poréwnanie efektywnosci rozmaitych
algorytméw zaprojektowanych do rozwigzania
tego samego problemu.

Jezeli bedziemy stosowaé tylko notacje ,,wielkie O”
do reprezentowania ztozonosci algorytmow, to
niektére z nich mozemy zdyskwalifikowaé zbyt
pochopnie.
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Pamietaj o duzych statych

Zalézmy, ze mamy dwa algorytmy rozwigzujgce pewien
problem, wykonywana przez nie liczba operaciji to

odpowiednio 108%n i 10n2, Pierwsza funkcja jest O(n),
druga O(n2).

Opierajqc sie na informacji dostarczonej przez notacje
,wielkie O”” odrzuciliby$smy drugi algorytm poniewaz
funkcja kosztu rosnie zbyt szybko.

To prawda ... ale dopiero dla odpowiednio duzych n,
poniewaz dla n<107 drugi algorytm wykonuje mniej
operacji niz pierwszy.

Istotna jest wiec tez stata (108), ktéra w tym przypadku
jest zbyt duza aby notacja byla znaczqca.
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Przyklady rzedow ztozonosci

Algorytmy mozna klasyfikowaé ze wzgledu na

zlozonos§¢ czasowq lub pamieciowq.

W zwigzku z tym wyrézniamy wiele klas algorytmoéw.
Algorytm staly: czas wykonania pozostaje taki sam
niezaleznie od ilosci przetwarzanych elementéow.

Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n?2).
Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi O(log n).
itd ...

Analiza ztozonosci algorytmow jest niezmiernie istotna

i nie mozna jej lekcewazy¢ argumentujqc potencjalng

szybkosciq obliczen komputera. Nie sposdb jej przecenié

szczegolnie zastanawiajqgc sie nad doborem struktury
danych.
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Najczestsze ztozonosci

log(n) — ztozonos$é logarytmiczna

n — ztozono$¢ liniowa

n log(n) — ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna
n* — ztozono$é wielomianowa

2" — ztozonos$¢ wyktadnicza

n! — ztozonos$é wyktadnicza poniewaz nl > 2" juz
dla n=4.
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Klasy ztozonosci algorytmow

Czasy wykonania logarytméw na komputerze
dzialajgcym z szybkosciq 1 instrukcja / us.

klasa ztozonos<¢ liczba operacji i czas wykonania
n 10 103
staty O(1) 1 lus 1 1 us
logarytmiczny | O(log n) 3.32 3us 9.97 10 us
liniowy O(n) 10 10us 103 1ms
kwadratowy O(n2) 102 100us 10¢ 1s
wyktadniczy o(27) 1024 10ms 10301 | == 10%% lat

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs
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Funkcje niewspéimierne

Bardzo wygodna jest mozliwo$é porownywania
dowolnych funkcji f(n) i g(n) za pomocqg notacji
,wielkie O”’

albo f(n) = O(g(n))

albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = O(g(n)).

Istniejq pary funkcji niewspotmiernych (ang.
incommensurate), z ktérych zadne nie jest ,,wielkim
O” dla drugiej.
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Funkcje niewspéimierne

Rozwazmy funkcje f(n)=n dla nieparzystych n oraz
f(n)=n* dla parzystych n.
Oznacza to, ze f(1)=1, £f(2)=4, f(3)=3, f(4)=16, f(5)=5
itd...
Podobnie, niech g(n)=n? dla nieparzystych n oraz g(n)=n
dla parzystych n.
W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze byé O(g(n)) ze
wzgledu na parzyste argumenty n, analogicznie g(n) nie
moze by¢ O(f(n)) ze wzgledu na nieparzyste elementy n.
Obie funkcje mogqg byé ograniczone jako O(n?).
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Analiza czasu dziatania programu

Majgc do dyspozycji definicje ,,wielkie O’ oraz wlasnosci
(1)-(7) bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad,
skutecznie analizowaé czasy dziatania wiekszosci
programoéow spotykanych w praktyce.

Efektywnos¢ algorytmow ocenia sie przez szacowanie ilosci
czasu i pamieci potrzebnych do wykonania zadania, dla
ktérego algorytm zostal zaprojektowany.

Najczescie| jesteSmy zainteresowani ziozonosciq czasowq,
mierzonq zazwyczaj liczbq przypisan i poréownan
realizowanych podczas wykonywania programu.

Bardzo czesto interesuje nas tylko ziozonosc asymptotyczna,
czyli czas dzialania dla duzej ilosci analizowanych
Zmiennych.
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Czas dzialania instrukcji prostych

Przyjmujemy zasade ze czas dzialania pewnych prosty
operacji na danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny od
rozmiaru danych wejsciowych.

Operacje arytmetyczne, np. (+), (=)

Operacje logiczne (&&)

Operacje porownania (<=)

Operacje dostepu do struktur danych, np. indeksowanie tablic

(A[i])

Proste przypisania, np. kopiowanie wartosci do zmiennej.

Wywotania funkcji bibliotecznych, np. scanf lub printf
Kazdq z tych operacji mozna wykona¢ za pomocq
pewnej (niewielkiej) liczby rozkazéw maszynowych.
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Czas dziatania petli ,,for”

Prosta petla
for (i=sum=0; i<n; i++) sum+=al[i];

Powyzsza petla powtarza sie n razy, podczas
kazdego jej przebiegu realizuje dwa przypisania:
aktualizujgce zmiennqg ,,sum”
Zzmiane wartosci zmiennej ,,i’”’
Mamy zatem 2n przypisan podczas calego
wykonania petili.
Zlozonos¢é asymptotyczna algorytmu jest O(n).
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Czas dzialania petli ,,for”
N

Initializacja

|

O(D)

| Ol

: O f
Cialo (g(n) f(n))

| O(1)
Inkrementacja

| ,
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Czas dziatania petli ,,for”

Petla zagniezdzona

for (i=0; i<n;i++) ({
for (j=1, sum=a[0]; i<=i; j++)
sum+=a[j]; }

Petla zewnetrzna powtarza sie n razy, a w kazdej jej iteracji wykonuje sie
wewnetrzna petla oraz instrukcja przypisania wartosci zmiennym ,,i"”’, ,, |”,
,»sum’’,

Petla wewnetrzna wykonuje sie ,,i” razy dla kazdego i €{1, ...,n-1}, a na
kazdq iteracje przypadajq dwa przypisania: jedno dla ,,sum”, jedno dla ,,j”.
Mamy zatem: 1+3n+2(1+2+...+n-1) = 1+3n+n(n-1) = O(n)+0O(n?) = O(n?)
przypisan wykonywanych w calym programie.

Zlozonoéé asymptotyczna algorytmu jest O(n?). Petle zagniezdzone majq
zwykle wiekszq ztozonos$¢ niz pojedyncze, jednak nie musi tak byé¢ zawsze.
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Czas dziatania petli ,,for”

Znajdz najdiuzszqg podtablice zawierajgcq liczby
uporzgdkowane rosngco.

for (i=0; len=1; i<n-1; i++) {
for (i1=i2=k=i; k<n-1 && al[k]<a[k+1]; k++,i2++);
if(len <i2-i1+1) len=i2-i1+1;}

Jesli liczby w tablicy sq uporzqdkowane malejqco, to petla zewnetrzna
wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie tylko 1-raz.

Zlozonos$¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n).

Jesli liczby w tablicy sq uporzqdkowane rosnqco, to petla zewnetrzna
wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie i-razy dla i € {1,...,n-1}.

Zlozono$é asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n?).
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Czas dziatania petli ,,for”

Z reguty dane nie sq uporzgdkowane i ocena
ztozonosci algorytmu jest rzeczq nietatwq ale
bardzo istotnq.
Staramy sie wyznaczy ztozonos¢

w ,,przypadku optymistycznym?”,

w ,przypadku pesymistycznym”

oraz w ,,przypadku srednim”
Czesto postugujemy sie przyblizeniami opartymi o
notacje ,,wielkie O, Q| O .
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Czas dziatania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkowq if-else zapisuje sie w postaci:

if (<warunek>)
<blok-if>
else
<blok-else>

Gdzie

<warunek> jest wyrazeniem ktére trzeba obliczy¢. Warunek niezaleznie od
tego jak skomplikowany wymaga wykonania statej liczby operaciji (wiec czasu
O(1)) chyba ze zawiera wywotanie funkgji, .

<blok-if> zawiera instrukcje wykonywane tylko w przypadku gdy warunek jest
prawdziwy, czas dziatania f(n).

<blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy warunek jest fatszywy,
czas dziatania g(n).

Czas dziatania instrukcji warunkowej nalezy zapisaé jako O(max (f(n), g(n)) )
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Czas dziatania instrukeiji ,,if”’
a

O(1)
\ ] O(max (1,(n) , 1,(n) )
O(f,(n)) O(f,(n))
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Czas dziatania instrukcji ,,do while”

Ciato

Co najwyze;
g(n) iteracji

!

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

O(f(n))

O(g(n) #(n))
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Czas dziatania blokow

Sekwencja instrukcji przypisan, odczytdw i zapisdw,
z ktérych kazda wymaga czasu O(1), potrzebuije
do swojego wykonania tqcznego czasu O(1).
Pojawiajq sie rowniez instrukcje ztozone, jak
instrukcje warunkowe i petle.

Sekwencje prostych i ztozonych instrukcji nazywa sie
blokiem.

Czas dziatania bloku obliczymy sumujgc gérne
ograniczenia czaséw wykonania poszczegdlnych
instrukcji, ktére nalezq do tego bloku.
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Czas dziatania bloku instrukcji

O(f,(n))

o( f,(n)+f,(n)+...+ f (n))
lub
O( najwieksza f,(n) )

O(f,(n)

O(f(n))
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Przykiad: ,,sortowanie przez wybieranie”

=

Drzewo reprezentujace
grupowanie instrukcji

1) for (i=0; i< n-1; i++ ) {

N

)

) small = i;

) for (j=i+1; j<n; j++ )
) if( A[j] < A[small])
)

)

)

)

AW

small =j;
temp = A[small];
Alsmall] = A[il;
Ali] = temp; }

~

(
(
(
(
(
(
(
(

8
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Przyktad: ,,sortowanie przez

wybieranie”
—

¥ Rozpoczynamy analize ,od liscia Drzewo reprezentujace

do korzenia” grupowanie instrukcji
» Kazda instrukcja przypisania

(liscie) wymaga czasu O(1)

~ Instrukcja ,,if" (4-5) wymaga
czasu O(1)

» Instrukcja ‘for” (32)-(5) wymaga
czasu O(n-i-1) oraz i<n

» Instrukcja ,for” (2)-(8) moze by¢
dalej ograniczona przez O(n-1)

» Instrukcja ,for” (1)-(8) moze
by¢ ograniczona przez O(n (n-1) )

Odrzucajac wyraz mniej
zZnaczacy otrzymujemy
oszacowahie czasu dziatania
jako O(n?).
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Przyblizone lub precyzyjne ograniczenie

Dotychczas rozwazalismy szacowanie czasu dziatania petli uzywajqgc
ujednoliconego gérnego ograniczenia, majgcego zastosowanie w
kazdej iteracji petili.

Dla sortowania przez wybieranie, takie przyblizone ograniczenie
prowadzito do szacowania czasu wykonania petli O(n?).

Mozna jednak dokona¢ bardziej szczegoétowe| analizy petli i
dokonaé sumowania gérnych ograniczen poszczegodlnych iteracii.
Czes¢ dziatania petli z wartosciq i zmiennej indeksowej i wynosi
O(n-i-1), gdzie i przyjmuje wartosci od O do n-2.

Gérne ograniczenie czasu niezbedne do wykonania wszystkich
iteracji wynosi:

o( Znij(n-f-l) )= O( n(n-1)/2 )
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Przyblizone lub precyzyjne ograniczenie

n-1

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteracji

iteracja i

1 Gérne ograniczenie czasu niezbedne do wykonania
wszystkich iteracji wynosi:

o( X (n-i-1) ) = O( n(n-1)/2 )

i=0
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Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...

0 Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...
wystarczy poczekaé kilka lat.

-1 Taki poglgd funkcjonuje czasem w srodowisku
programistéw, nie okreslono przeciez granicy
rozwoju mocy obliczeniowych komputerow.

-1 Nie nalezy sie jednak z nim zgadzaé w ogdlnosci.

1 Nalezy zdecydowanie przeciwstawiac sie
przekonaniu o tym, ze ulepszenia sprzetowe
uczyniq prace nad efektywnymi algorytmami
zbyteczng,.
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Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...

Istniejq problemy ktérych rozwigzanie za pomocq
zasobow komputerowych jest teoretycznie mozliwe,
ale praktycznie przekracza mozliwosci istniejgcych
technologii. Przyktadem takiego problemu jest
rozumienie jezyka naturalnego, przetwarzanie obrazéw
(do pewnego stopnia oczywiscie) czy “inteligentna”
komunikacja pomiedzy komputerami a ludZzmi na
rozmaitych poziomach.

Kiedy pewne problemy stajq sie “proste”... Nowa
grupa wyzwan, ktére na razie mozna sobie tylko
probowaé wyobrazaé, wytyczy nowe granice
mozliwosci wykorzystania komputerow.
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Pytania do wyktadu

Podaj definicje notacji: ,,wielkie 0", QQ, ©.

Podaj wlasnosci notacji ,,wielkie O”.

Wymien znane Ci klasy ztozonosci algorytmu.

Co to sq funkcje niewspotmierne? Podaj przykiad.

Co to jest zlozonos¢ obliczeniowa Srednia?
Uzasadnij pojecie dla dowolnie wybranego
algorytmu.

Co to jest ztozono$§¢ obliczeniowa asymptotyczna?
Uzasadnij pojecie dla dowolnie wybranego
algorytmu.
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Wyktad 2c: Algorytmy i ich schematy blokowe
20 4

Algoryimyi o1 Proste algorytmy iteracyjne

ich schematy

blokowe o Algorytmy z wykorzystaniem rekurencii

o Algorytmy sortujgce

Wyktad na podstawie skryptu:
D. Nyk, ,,Algorytmy w przykladach”
http://informatyka.2ap.pl/ftp/3d/algorytmy/podrecznik algorytmy.pdf
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Schemat blokowy

Przedstawia algorytm w postaci symboli
graficznych, podajqc szczegétowo wszystkie
operacje arytmetyczne, logiczne, przesylania,
pomocnicze wraz z kolejnosciq ich wykonywania

Sklada sie z wielu elementéow z ktérych
podstawowy jest blok

Ponizej przedstawione typowe podstawowe
bloki programoéw, istniejq oczywiscie jeszcze
inne.
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Schemat blokowy

Wryglad bloku Opis
Bloki graniczne — poczatek 1 koniec algorytmu.
Maja ksztalt owalu. Z bloku Start wychodzi tylko jedno polaczenie:
@ kazdy schemat blokowy musi miec dokladnie jeden blok START.
Kazdy schemat blokowy musi miec co najmniej jeden blok STOP.

Coror > y

Lacznik pomiedzy blokami — okresla kierunek przeplywu danych
» | lub kolejnos¢ wykonywanych dzialan (sciezka sterujaca)

¢ Blok kolekcyjny — laczy kilka roznych drog algorytmu
Blok operacyjny — zawiera operacje lub grupe operacji, w ktorych
l wyniku ulega zmianie wartos¢ zmiennej (tu : nadanie zmiennej x
wartosci 10).
np. x:=10 Bloki operacyjne maja ksztalt prostokata . wchodzi do niego jedno
l polaczenie 1 wychodzi tez jedno.
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Schemat blokowy

Blok wejscia / wyjscia — blok odpowiedzialny za wykonanie
l operacji wprowadzania 1 wyprowadzania danych. wynikow.
- komunikatow.
np. Write (x , . L
/ P (x) / Ma ksztalt rownolegloboku, wchodzi 1 wychodzi z niego jedno
l polaczenie.

Blok decyzyjny — okresla wybor jednej z dwoch mozliwych drog
dzialania.

Ma ksztalt rombu lub szesciokata. Wchodzi do niego jedno

Tak Nie |polaczenie. a wychodza dwa : TAK — gdy warunek wpisany
wewnatrz jest spelniony oraz NIE — gdy warunek wpisany wewnatrz
nie jest spelniony. Wybdr ksztaltu bloku zalezy od nas.

lub

Tak Nie
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Schemat blokowy i specyfikacja

rogramu
T e —————

R d 5 / ° . 4 o o
/ cad e ¥ Algorytm liczenia $redniej

I sr = (xX+y)/2 I

!
/ Write (sr) /

h 4

STOP

Specyfikacja problemu algorytmicznego nazywamy dokladny opis problemu algorytmicznego.
ktory ma zostac rozwiazany oraz podanie informacji o danych wejsciowych 1 wyjsciowych.
Czyli przed naszym algorytmem powinien znalez¢ sie dodatkowy zapis :

Problem algorytmiczny : obliczenie sredniej arytmetycznej dwoch licz rzeczywistych

Dane wejsciowe : X.vyeR

Dane wyjsciowe : st € R —srednia liczbx1iy
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Operandy i operatory

Stale i zmienne tgczymy operatorami aby otrzymacé
wyrazenie. State i zmienne nazywamy operandami.

Operatory arytmetyczne

Operatory relacji

Symbol |Znaczenie Symbol | Znaczenie
+ dodawanie = TOWny
- odejmowanie > wigkszy
i mnozenie >= wigkszy lub rowny
/ dzielenie mniejszy
div dzielenie calkowite (3div2 = 1) = mniejszy lub réwny
mod reszta z dzielenia liczb calkowitych > 10Z1y

Operatory logiczne

and
or
not

- koniunkcja (iloczyn zdan)
- alternatywa (suma zdan)
- negacja (zaprzeczenie zdania)

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Algorytmy z rozgatezieniem
i

/ Read (x); /

Tak MNie

Tak Nie

Write ('x Jest liczbg Write ('x jest liczbg o .
dodatnia’); ujemna’); Write ('x jest zerem');

v

Warunelk musi byvd tak olaeslony. aby jego ocena prawdziwosci byla jednoznaczna.
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Instrukcja iteracji

START Ponize) przedstawiamy trzy podstawowe przypadki iteracji
stosowanych w algorytmach.

Y
x:=10; l
'

'

Y
_ Tak Ni
/ Write (x); / instrukcja 2 =
X = Xx+1;
¢ Najpierw sprawdzany jest warunek, potem wykonywana
jest mstrukeja. ( dopoki spelniony jest warunek wykonuj
Tak Nie l ’

mstrukeje
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Instrukcja iteracji

Najpierw wykonywana jest instrukeja , a potem
> sprawdzany jest warunek ( wykonuj instrukcje dopoki
spelniony jest warunek
instrukcja
Tak Nie

Instrukcja wykonywana jest z gorv
ustalona (max) ilos¢ razy =0+ 1;
For zmienna := wyrazenie

warunek

W petli te] wartosc licznika .17 :
T i=max

zwigkszana jest o 1 po kazdej instrukcja
wykonywane] instrukeji czyli jest
inkrementowana
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Badanie parzystosci: algorytm 1

Maksymalnie 49 poréwnan
liczby i z liczba 100

Tak

v =i+ 2; Mg
Write ('x nie jest Iiczba/
parzysta');
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/ Write ("x jest liczbag
parzystg');




Badanie parzystosci: algorytm 2

Maksymalnie poréwnan
(x-1)/2 liczby i z liczba x.
Lepsza ztlozono§¢ obliczeniowa

Tak

Nie

i Tak
v i= 0+ 2 s
Write ('x nie jest liczbg

parzystg’):

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Algorytm Euklidesa

Najwiekszy wspdlny dzielnik dwéch liczb.

Pobieramy dwie liczby naturalne, od wigksze) z nich odejmujemy mmniejsza, a nastepnie
wieksza liczbe zastepujemy roznica. Postepujemy tak do momentu, gdy dwie liczby beda
rowne. Otrzymana liczba bedzie NWD.

Przyklad : a=12,b=20, pontewaz b >ato b=20-12=8, teraz a>b czyli a=12-8 =4,
dale] b>a czylib=84=4 1a=4 stad NWD=4

Rownie czgsto stosuje si¢ modyfikacje algorytmu NWD (a,b) = NWD(a mod b, b - (a mod b))

Bedziemy iteracyjnie zmieniac wartosci a 1 b az do momentu, gdy a osiagnie wartosc 0.
Przyklad:a=12,b=20 , a=12mod20=12 ,b=20-12=8 nastgpnie a=12mod 8§ =4,
b=8-4=4 1nastepny krok a=4mod 4=0czylib=NWD =4
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Algorytm Euklidesa: wersja 1
o
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Algorytm Euklidesa: wersja 2
i

( START )
|
Read (a):
/ Read (b): /
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Poszukiwanie lidera zbioru
o4
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Przeszukiwanie sekwencyijne

Specyfikacja algorytmu :

START
Dane wejsciowe :
n - liczba elementéw w sortowanym zbiorze, n eN

/ Read (x): / d[] - zbidr n-elementowy. ktory bedzie przeszukiwany. Elementy zbioru maja indeksy od 1 do

1.
X - wartosé poszukiwana
Dane wyjsciowe :

p=1 P - pozyceja elementu x w zbiorze d[ |. Jesli p=0. to element x w zbiorze nie wystepuje.

NIE
p=n

Warunek gwarantuje zakonczenie petli,

mozemy tez wprowadzi¢ wartownika
TAK

Zlozonosé obliczeniowa O(n)
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Poszukiwanie najczestszego elementu

wystepujaceqgo w zbiorze
m%

Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe :

n - liczba elementéw w zbiorze wejsciowym

d[] - zbidér wejsciowy. w ktérym dokonujemy poszukiwan. Indeksy elementéw rozpoczynaja si¢
od 1. Zbiér musi posiadaé miejsce na dodatkowy element. ktory zostanie dopisany na
koncu.

Dane wyjsciowe :

w n - wartos¢ elementu powtarzajacego sig najczescie)

p n - pierwsza pozycja elementu najezestszego
L n - liczba wystapien najezestszego elementu
Zmienne pomocnicze :

1] - zmienne liczmkowe peth

licznik - licznik wystapien elementu
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Poszukiwanie najczestszego elementu
wystepujgcego w zbiorze

wybieramy kolejne elementy zbioru
i zliczamy czestos¢ ich wystepowania.

Podejscie bezposrednie:
START

Ztozono$¢ obliczeniowa O(n?)

1:=1 :
lhczmk = hiczmik + 1; | |

1=3+1;
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Algorytm sprawdzajqcy czy liczba jest

liczba pierwsza.
mb

Zlozono$é obliczeniowa O(n'/2)

Write { Liczba
prerwsza’);
Write (*Liczba
/ zlozona’);
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Ztozonos¢ obliczeniowa

Porownanie klas zloZonosci obliczeniowych

Klasa zlozonosci

Nazwa klasy zloZonosci

obliczeniowej obliczeniowej Cechy algorytmu
O(1) stala dziala prawie natychmiast
O (logn) logarytmiczna bardzo szybki
O (n) liniowa szybki
O (nlogn) liniowo-logarytmiczna dosyc szybki
O (n) kwadratowa wolny dla duzych n
0 (n’) szescienna wolny dla wiekszych n
©(2".0 (!  |wykladnicza nierealizowalny dla wiekszych n

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Sortowanie naiwne

Cechy Algorytmu Sortowania Naiwnego

( START ) klasa zlozonosct obliczeniowe) optymistyczna |O(n) - O(n’)
1 klasa zlozonosci obliczeniowe] typowa O’
=L klasa zlozonosci obliczeniowej pesymistyczna| — O(n’)
> Sortowanie W miejscu TAK
TAK )
Stabilnos¢ TAK
NIE .
Pesymistyczna:
E=171 d[i] « d[i+1] dla zbioréw posortowanych odwrotnie
Optymistyczna:
dla zbiorow uporzqdkowanych z nieduzq

iloscig elementéw nie na swoich miejscach
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Sortowanie bgbelkowe

NIE

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs

Sortowanie wykonywane jest w dwoch
zagniezdzonych petlach. Petla zewnetrzna nr
1 kontrolowana jest przez zmienna j.
Wykonuje sie ona n - 1 razy. Wewnatrz petli
nr 1 umieszczona jest petla nr 2 sterowana
przez zmienng 1. Wykonuje sie ona rowniez
n - 1 razy. W efekcie algorytm wykonuje w
sumie: Ty(n)=(n-17*=n’-2n+1

obiegow petli wewnetrzne], po ktorych
zakonczeniu zbior zostanie posortowany.

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego
wersjanr 1

klasa zlozonosci obliczeniowej optymistyczna | O(n’)

klasa zlozonosci obliczeniowe] typowa em)

klasa zlozonosci obliczeniowej pesymistyczna | O(n?)

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnosé TAK
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Sortowanie bgbelkowe: modyfikacje

START

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego
wersjanr 2

klasa zloZonosci obliczeniowe) optymistyczna | © (n)
klasa zlozonodci obliczeniowej typowa 0 (%)
klasa zlozonosci obliczeniowej pesymistyezna |© (o)
Sortowanie W migjscu TAK
Stabilnos¢ TAK
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Rekurencja: sortowanie

[slzlsJalsfafs[«]z]

5

[2fz]z]s]s[s]7]s]5]

Przylklad : sortujemy zbidr o postaci: { 654137921

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

dzielenie
Zhiordwr

HiE n zbiorow
jednoelemntowrych

posortowanych

L.gczeme
Thiordw
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Rekurencja: program sortuj
N

C START ) Zlozonoé¢ obliczeniowa
-

is 1= (ip+ik+1) div 2 O(n Iog(n))

e

T AT Dane wejsciowe :
— - dl] - zbidr scalany
Sortuj (ip . is — 1) ip - indeks pierwszego elementu w mtodszym podzbiorze, ip € N
ik - indeks ostatniego elementu w starszym podzbiorze, ike N
-t
NIE Dane 11{vjécim-ve ;
dl] - zbidr scalony
T AR Dane pomocnicze :
Sortuj (is . ik) is - indeks pierwszego elementu w starszym podzbiorze. is € N

Scalaj (ip. is. ik):

ﬂ
o)
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Rekurencja: blok scalaj

Dane wejsciowe :

d[] - zbidr scalany
ip - indeks pierwszego elementu w mtodszym podzbiorze, ipe N

START is - indeks pierwszego elementu w starszym podzbiorze, is € N
ik - indeks ostatniego elementu w starszym podzbiorze, ik e N

i1 := ip; Dane wyjsciowe :

i2:=is: d[] - Zbidr scalony

i=1ip:
Dane pomocnicze :
Pl] - zbidr pomocniczy zawierajacy tyle samo elementow ile zbidr d
il - indeks elementéw w miodszej poldwee zbiorud[ ], il € N
i2 - indeks elementéw w starszej poldwee zbiorud[ ], i2e N

N i=ip i - indeks elementow w zbiorze p[ ]. ie N
(il=is) or —
((i2<=ik) and
(dfi1] = d[iz])) NIE
- -] | <2
! | TAK
plil = d[i2]: pli] = d[il]:
i2:=i2+1: il:=il+1: d[i] = p[il:
i:=1i+1:

Zlozonos¢ obliczeniowa O(n)
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Sortowanie stogowe
CR

Zastosujmy nastepujace odwzorowanie:

Element d[ 1] bedzie zawsze korzeniem drzewa.

i-ty poziom drzewa binarnego wymaga prl

wezlow. Bedziemy je kolejno pobierac z
tablicy.

Otrzymamy w ten sposob nastepujace odwzorowanie
elementow tablicy w drzewo binarne:

Dla wezla k-tego wyprowadzamy nastepujace wzory:

@ wezly potomne maja indeksy rowne:
2k - lewy potomek

2k+1 - prawy potomek
@ wezel nadrzedny ma indeks réwny [k / 2] (dzielenie calkowitoliczbowe)
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Drzewo binarne

Przyklad : Skonstruowac drzewo biname z elementow zbioru {7592 46 1}

Operacja Opis
@ Konstrukcje drzewa binarnego rozpoczynamy od korzenia, ktory jest
7592461 plerwszym elementem zbioru. czyli liczba 7.

Q
(5 ©

7592461

Do korzenia dolaczamy dwa wezly potomne. ktore leza obok w zbiorze.

Sa to dwa kolejne elementy, 51 9.

(2
(5 Q

2) ()

7592461

Do lewego wezla potomnego (5) dolaczamy jego wezly potomne. Sa to

kolejne liczby w zbiorze. czyli 2 1 4.

7592461

Pozostaje nam dolaczyc¢ do prawego wezla ostatnie dwa elementy zbioru,

czvli liczby 6 1 1. Drzewo jest kompletne.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Kopiec : tworzenie

Kopiec jest drizewem binarnym, w ktorvm wszystkie wezly spelniaja nastepujacy warunek (zwany
warunkiem kopca) : wezel nadrzedny jest wiekszy Iub rowny wezlom potomnym (w porzadku
malejacym relacja jest odwrotna - mniejszy lub rowny).

Pr

Przyklad : Skonstruowaé kopiee z elementow zbioru {7596 7 8 10}

Operacja Opis

Budowe kopca rozpoczynamy od pierwszego elementu zbioru, ktory staje
~5987810 si¢ korzeniem.

Do korzenia dolaczamy nastepny element. Warunek kopea jest zachowany.
72967810

(7
O

759673810

Dodajemy kolejny element ze zbioru.

MW

Po dodaniu elementu 9 warunek kopca przestaje byé spelniony. Musimy go
przywrocie, W tym celu za nowy wezel nadrzedny wybieramy nowo dodany
wezel. Poprzedni wezel nadrzedny wedryje w miejsce wezla dodanego -
zamieniamy wezly 7 1 9 miejscami,

Ule Ul 1IUN:. LIAZNVITIWU NIV

||CI-VV\1° 1
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Kopiec

Schemar blekowy

x —d[l.] _ N

Zlozonos$¢ obliczeniowa O(n log(n))
Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

Algorytm tworzy kopiec w tym samym zbiorze
wepdciowym df ] Nie wymaga zatem
dodatkowych struktur danych 1 ma zloZonodé
pamieciows klasy O(n).

Petla nr 1 wyznacza kolejne elementy wstawiane
do kopea. Pierwszy element pomijamy. poniewaz
zostalby 1 tak na swoim miejscu. Dlatego petla
rozpoczyna wstawianie od elementu nr 2.
Wewnatrz petli nr 1 inicjujemy kilka znueml}ch
]- pozvr:la wstawianego clementu (lidcia)

k - pozyeja elementu nadrzednego (przodka)

% - zapamigtuje wstawiany element

Nastepnie rozpoczynamy petle warunkows nr 2.
ktére) zadaniem jest znalezienie w kopeu miejsca
do wstawiemia zapamigtanego elementu w
zmiennej X. Petla ta wykonuje si¢ do momentu
osiagnigcia korzenia kopea (k = 0) lub znaleziemia
przodka wigkszego od zapamigtanego elementu.
Wewnatrz petli przesuwamy przodka na miejsce
potomka., aby zachowaé¢ warunek kopca. a
11'1-=_.‘r'.-‘,-p111e przesuwany pozycje ] na pozycje
zajmowana wezesnie] przez przodka. Pozyeja k
staje si¢ pozyeja nowego przodka 1 petla sie
kontynuuje. Po je; zakoficzeniu w zmiennegj |
znajduje si¢ numer pozyeji w zbiorze d[ ]. na
ktorej nalezy umiescié element w x.

Po zakonczenmu peth nr 1 w zbiorze zostaje
utworzona struktura kopca.
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Kopiec: rozbieranie
N

Zasady rozbioru kopea :

1. Zamien miejscanu korzen z ostatnim lisciem, ktéry wylacz ze struktury kopea. Elementem
pobieranym z kopca jest zawsze jego korzen, czyli element najwickszy.

2. Jesh jest to konieczne. przywroé warunek kopea idac od korzenia w dol.

3

Kontynuuy od kroku 1. az kopiec bedzie pusty.

Przyklad : Rozebra¢ kopiec
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Kopiec: rozbieranie

z Operacja Opis

[

b2

Rozbidr kopea rozpoczynamy od korzenia. ktory usuwamy ze struktury
kopca. W miejsce korzenia wstawiamy ostatni lisé.

Poprzednia operacja zaburzyla
strukturg kopca. Idziemy zatem
od korzenia w dol struktury
przywracajac warunek kopea -
przodek wigkszy lub réwny od
swoich potomkow. Praktycznie
polega to na zamianie przodka z
najwickszym potomkiem.
Operacje kontynuuyjemy dotad. az
natrafimy na wezly spelniajace
warunek kopea.
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Kopiec: rozbieranie

Usuwamy z kopea kolejny korzen zastgpujac go ostatnim lisciem

W nowym kopecu przywracamy
warunek kopcea.

Usuwamy z kopea kolejny korzen zastgpujac go ostatnim lidciem

W nowym kopcu przywracamy warunek kopca. W
tym przypadku juz po pierwsze] wymianie wezléow
warunek koca jest zachowany w calej strukturze.
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Kopiec: rozbieranie

Usuwamy z kopea kolejny korzen zastgpujac go ostatnim lisciem

Przywracamy warunek kopeca w strukturze.

(2] (1)

Usuwamy z kopea kolejny korzen zastepujac go ostatnim lisciem

Przywracamy warunek kopeca w strukturze.

Usuwamy z kopea kolejny korzen zastegpujac go ostatnim lisciem.

o —"

245789

“" " |Po wykonaniu poprzedniej operacji usunigcia w kopeu pozostal tylko jeden
element - usuwamy go. Zwrod uwage. 17 usunicte z kopea elementy tworza
1245789 ciag uporzadkowany.
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Kopiec: rozbieranie

11—
Senoman plokony Rozbior kopeca wykonywany jest w

dwoch zagniezdzonych petlach. Petla nr

1 zamiema miejscami kolene liscie ze

spodu drzewa z korzeniem. Zadaniem

peth nr 2 jest przywrocenie w strukturze

warunku kopea.

Zlozonos¢ obliczeniowa
O(n log(n))

(ke + 1 = i) and (d[k
+ 1] = d[k]):

-
| m =k + 1; | | = k; |
- I
|
k=3 +3
- TAED
TR T
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Sortowanie przez kopcowanie

Krok 1 : Tworz_Kopiec
Krok 2 : Rozbierz Kopiec
Krok 3 : Zakoncz algorytm

Cechy Algorytmu Sortowania Przez Kopcowanie

klasa zlozonosci obliczeniowe] optymistyczna

klasa zlozonosci obliczeniowej typowa O (nlogn)

klasa zlozonosci obliczeniowe] pesymistyczna

Sortowanie w miejscu TAK

Stabilnosc NIE

Poniewaz sortowanie przez kopcowanie sklada sie z dwoch nastepujacych bezposrednio po sobie
operacji o klasie czasowej zlozonosci obliczeniowej O(n log n), to dla calego algorytmu klasa
zlozonosci rowniez bedzie wynosi¢ © (n log n).
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Algorytmy sortujqgce

Naz.wa a!gm‘ytmu Klasa zloZonosci Stabilnos¢ Sortc:ﬁtanie Zalecane?
e optyvmistyczna| typowa |pesymistyczna Wmniejscu

Zwariowane O(l) O (n*n!) O (o) NIE TAK NIE!!!
Naiwne Om) ... O(n) O (n’) O (n') TAK TAK NIE
Babelkowe wersja 1 O(n’) O (n) O (n) TAK TAK NIE
Babelkowe wersja 2 O (n) O (n°) O (nh) TAK TAK TAK
Przez wybor O (n) O (n%) O (n) NIE TAK TAK/NIE
Przez wstawianie ® (n) O (n%) O (n) TAK TAK TAK
Metoda Shella O (n* (n ") O m"") NIE TAK TAK
Przez laczenie O mlogn) |[O(nlogn)| ©O(nlogn) TAK NIE TAK
Przez kopcowanie ® (nlogn) |O(nlogn)| ©O(nlogn) NIE TAK TAK
Szybkie ©®(mnlogn) |O(nlogn) © (ugj NIE TAK TAK
Kubelkowe wersja I © (m +n) O (m-+n) O (m + n) NIE NIE TAK/NIE
Radix Sort O mlogn) |[O(nlogn)| © (nlogn) TAK NIE TAK
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