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Klasy problemoéw — typy algorytmow

Mogq by¢ prosto zaimplementowane w dowolnym
jezyku programowania

Proste (naturalne) rozwigzanie jest efektywne.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs 15/10/2018



Prosty problem: liniowy scan

Znajdz stowo w tekscie.

Przeszukujemy tekst liniowo
Prosty algorytm dziata dobrze

Nie mozna/ nie ma powodu aby go poprawiaé.
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Algorytmiczny problem:
.

0 Znajdz najkrétszg droge pomiedzy dwoma

punktami.
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Algorytmiczny problem:
.

- Znajdz najlepsze przyporzgdkowanie studentéow do
pokoi w akademiku.

%i

A
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Algorytmiczny problem:

Zdefiniuj miare podobienstwa dwoch dokumentow.

DI

ﬁ||||| |
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Algorytmiczny problem:
N

71 Nie jest oczywiste jak rozwigzac.
71 Proste pomysty sq zbyt wolne.

71 Mozna optymalizowaé rozwigzanie.
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Problemy ze sztucznej inteligencii
o

1 Rozumienie wypowiadanych stéw
1 Rozpoznawanie obrazéw
1 Gra w gry planszowe lub inne

- Itd...

)
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Liczby Fibonacciego
B

-1 Definicja

0, n=20,
Fn:<1, n:1,
an—1+Fn—2a n>1.

0,1,1,2.3,5.8,13,21,34. ...
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Liczby Fibonacciego
B

01 Przyktad: studiowanie populacji krélikow

e
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Liczby Fibonacciego
Bardzo szybko rosng

F.>2"2forn>6.

Dowdd indukcyjny
By induction

Base case: n = 6,7 (by direct computation).

Inductive step:

Fo=Fo1+ Fpp > 2002 4 20072)/2 >
2. 0(=2)/2 — on/2
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Liczby Fibonacciego

Przyktad

Foo = 0765

Fso = 12586269025

Fioo = 35422438438179261915075

Fsoo = 1394232245616978801397243828
70407283950070256538769730726
4108962948325571622863290691
557658876222521294125
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Naiwny algorytm: rekurencyjny

Funkcja rekurencyjna (pseudokod)

FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1)+ FibRecurs(n — 2)

Czas wykonania: T(n) oznacza liczbe linii kodu ktére
sq wykonywane dla danej wartosci n.
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
N
fn<l1

FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1) 4+ FibRecurs(n — 2)

T'(n)=2.
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Naiwny algorytm: rekurencyijny

T
fn> 2
FibRecurs(n)

if n<1:
return n
else:

return FibRecurs(n — 1)+ FibRecurs(n — 2)

T(n)=3+T(n—1)+ T(n—2).
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
B

1 Czas wykonania algorytmu: ztozonosé obliczeniowa

p

? it n<l1

T(n) =4
T(n—1)+T(n—2)+3 else

Therefore T(n) > F,
T(100) ~ 1.77 - 102 (1.77 sextillion)
Takes 56,000 years at 1GHz.
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
o

-1 Dlaczego tak czasochtonny?

/ ’ \
Fn—l Fn—2
/N /N
Fn—2 Fn—3 Fn—3 Fn—4
/ \ / \ / \ /N
Fn—3 Fn—4 Fn—4 F, —5. n—4 Fn—5 Fn—5 Fn—6

F
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Naiwny algorytm: rekurencyijny
N

-1 Dlaczego tak czasochtonny?

— Fn—5 Fn—5 Fn—ﬁ
/\ / \ / / \ /\

/
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Efektywny algorytm: iteracja
N

11 Sprébujmy recznie policzyé

0,1, 1, 2 3,5, 8

Definicja
0+1=1 0 —
1 +1=2 F=qL =1,
1__2:3 \Fn_1—|—Fn_2, n>1.
2+3 =5
34+5=28
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Efektywny algorytm: iteracja

Funkcja: iteracyjne wypetnianie tablicy (pseudokod)
FibList(n)
create an array F[0...n]
F[0] <— O
F[1] < 1
for / from 2 to n:
Fli] + F[i — 1] + F[i — 2]

return F|[n]

T(n) =2n+2. So T(100) = 202.
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Liczby Fibonaciego

Naiwny algorytm ( z definicji ): prosty, elegancki,
nieakceptowalnie wolny

lteracyjny algorytm: bardzo szybki

Lastosowanie ulepszonego (iteracyjnego) algorytmu
umozliwia wykonanie obliczen.
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Przeszukiwanie: obrazu, tablicy
i
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
I

-1 Podziel na problemy tego same typu, obszary nie
mogq sie pokrywac.
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
B

-1 Podziel na problemy tego same typu, obszary nie
mogq sie pokrywac.

Nie sq tego samego typu Nie sq roziqczne
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
oo

Bl Dziel na mniejsze problemy:

1]
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Zwyciezaj: rozwigz mniejsze problemy:
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj
S
Potgcz z powrotem:
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy

01 Thumaczenie stéw: w danym wierszu stowa majqg to

samo znaczenie.

english french

italian german spanish

house

maison

Casd

Haus

CasSd

volture

‘ table

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

auto

tavola

Auto

auto

15/10/2018




Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy

Rozwiqgzanie rekurencyjne
LinearSearch(A, low, high, key)

if high < low :
return NOT_FOUND
if Allow| = key:
return low
return LinearSearch(A, low + 1, high, key)

T(n)=T(n—1)+c
T(0)=c

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 15/10/2018



Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy
B T

-1 Rozwigzanie rekurencyjne

lloé¢ operacii
. n | c
L n-1 ] c
L n=2 ] c
2] c
1]
0]

Total: >°7 ;¢ =0©(n)
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Przyktad: liniowe przeszukiwanie tablicy
N T

-1 Rozwiqgzanie iteracyjne

LinearSearchIt(A, low, high, key)

for / from low to high:
if Ali] = key:
return |
return NOT_FOUND
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Przyktad: posortowana tablica
N T

-1 Przeszukiwanie posortowanej tablicy: ilosé¢ operacii

search(2) — 0 search(
search(3) — 1 search(
search(4) — 1 search(

(

2
?
0
search(9

— QD

\
20120150160
4 5 60 7

N | O
L | OO
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Przyktad: przeszukiwanie binarne

Przeszukiwanie binarne posortowanej tablicy:

BinarySearch(A, low, high, key)

if high < low:
return low — 1
mid < {/ow + h’ghglow

if key = A[mid]:

return mid
else if key < A[mid]:

return BinarySearch(A, low, mid — 1, key)
else:

return BinarySearch(A, mid + 1, high, key)
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Przyktad: przeszukiwanie binarne
A e

o1 Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”

BinarySearch(A, 1, 11,50)

12345678 91011

H

low high
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Przyktad: przeszukiwanie binarne

o Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”
BinarySearch(A, 1, 11, 50)
BinarySearch(A,7, 11, 50)
BinarySearch(A, 10,11, 50)

345673 91011

1 2
3158 (10/12]15/18]20/20

mid high
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Przyktad: przeszukiwanie binarne
2

o Przeszukiwanie binarne: szukamy liczby ,,50”
BinarySearch(A, 1,11, 50)

BinarySearch(A,7, 11, 50)
BinarySearch(A, 10,11,50) — 10

4 56 738 91011
10/12/15/18/20/20/50/60

1 23
3|5|8
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Dzielimy rekurencyjnie na roztgczne (dla danego
etapu podziatu) mniejsze problemy tego samego
fypu.

Rozwiqgzujemy mniejsze problemy

Scalamy rozwigzania
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Wersja rekurencyjna: przeszukiwanie binarne

BinarySearch(A, low, high, key)

if high < low: n
return flow — 1 T(n) =T ({_J) +C

2
if key = Almid]:
return mid
else if key < A[mid]:
return BinarySearch(A, low, mid — 1, key)
else:
return BinarySearch(A, mid + 1, high, key)

mid <+ LIOW + h’ghIOWJ

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Metoda: ,,dziel i zwycieza
B

1 Wersja rekurencyjna: ztozonos¢ obliczeniowa

llos¢ operacji
] c
2| T =7(|2])+c
| n/4 | 2
5 T(0)=c
2] c
1 c
o] ¢

Total: lecfgn ¢ = O(log, n)
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Wersja iteracyjna: przeszukiwanie binarne
BinarySearchIt(A, low, high, key)
while Jow < high:

mid < |low - HEer

if key = Almid|:
return mid

else if key < A[mid]:

high = mid — 1
else:
low = mid + 1
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj”
S

1 Ttumaczenie stow: w kazdej kolumnie posortowane wg.
kolejnosci liter stowa w danym jezyku. W danym wierszu
sfowa nie maja tego samego znaczenia.

english french italian german spanish
(sorted) (sorted) (sorted) (sorted) (sorted)

chair \ chaise ‘ Casa ‘ Haus H casa

house || bouton |foruncololl Pickel ||espenilla

pimple || maison || sedia Sessel silla
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Metoda: ,,dziel i zwyciezaj

Tlumaczenie stow: w kazdej kolumnie posortowane wg. kolejnosci
liter stowa w danym jezyku. W danym wierszu stowa nie maja

tego samego znaczenia.

Zorganizuj jako przeszukiwanie binarne: pomocnicze tabele.

english french

italian german spanish

house maison casa Haus casa
ch%ir chaise sedia Sessel Wsilla
pinﬁple] bouton |fforuncolof| Pickel espenill%

english spanish

sorted sorted

2 1

1 3

3 2
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Najwiekszy wspdlny podzielnik (NWP)
44
0 Definicja
Dla pary liczb catkowitych a,b, ich najwiekszy

wspolny podzielnik d = NWP(a,b) to najwieksza
liczba catkowita d taka ze dzieli bez reszty a, b.

Teoria liczb Funkcje specjalne Kryptografia

37 31
17 13

43 47
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Najwiekszy wspdlny podzielnik (NWP)

Definicja

Dla pary liczb catkowitych a,b, ich najwiekszy
wspolny podzielnik d = NWP(a,b) to najwieksza
liczba catkowita d taka ze dzieli bez reszty a, b.

Input: Integers a,b > 0

gcd —

O Ut p ut ng (a:r b) . greatest common divisor

ecd(3918848, 1653264)
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Naiwny algorytm znajdowania NWP

Function NaiveGCD(a, b)

best < 0
for d from 1 to a+ b:
if d|a and d|b:
best < d
return best

llo$é¢ operacji w przyblizeniv réwna a+b

Bardzo wolny juz dla liczb 20-to cyfrowych
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Algorytm Euklidesa

Lemat:

Jezeli a’ = reszta z dzielenia a/b
to gcd(a,b)=gcd(a’,b) = gcd(b,a’)

Dowod (szkic)
a=a’ + b*q
d dzieli a i b wtedy i tylko wtedy jezeli d dzieli a’ i b.
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Algorytm Euklidesa

Function EuclidGCD(a, b)
if b=20:

return a

a <+ the remainder when a is
divided by b

return EuclidGCD(b, d)

Funkcja rekurencyjna, wprost zastosowanie lematu.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs
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Algorytm Euklidesa

Function EuclidGCD(a, b)
if b=0:

return a

a < the remainder when a is
divided by b

return EuclidGCD(b, &)

llos¢ operacji: kazdy krok
redukuje liczby o czynnik 2.
llos¢ krokéw to log(a*b).
Jezeli liczba 100-cyfrowa,
potrzebne okoto 600 krokow.
Kazdy krok to pojedyncze

dzielenie.
Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

Przykdad
gcd (3918848, 1653264)
— gcd(1653264, 612320)
= gcd(612320, 428624)
— 5cd (428624, 183696)
= gcd (183696, 61232)
= gcd(61232,0)
=601232.
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Efektywny algorytm

Naiwny algorytm jest zbyt wolny.
Algorytm Euklidesa duzo efektywniejszy.

Wymyslenie efektywnego algorytmu wymagato
wiedzy na temat problemu, w tym przypadku z
dziedziny teorii liczb..
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Algorytm zachtanny
N

1 Jaka jest najwieksza liczba ktéra mozesz zbudowad
maja do dyspozycji podane cyfry.
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Algorytm zachtanny
s

1 Jaka jest najwieksza liczba ktéra mozesz zbudowad
uzywaijgc wszystkie podane cyfry.

359179, 537991, 913579, . . .

Poprawna odpowiedz

997531
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Strategia zachtanna: najwieksza liczba

Remove

5/ 71319]1]9] —

Znajdz najwiekszqg cyfre

m

01 Dotgcz do liczby

o Usun cyfre z listy cyfr
m

Powtarzaj dopdki lista cyfr nie jest pusta
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Strategia zachtanna: tankowanie benzyny

Peilny bak benzyny wystarcz na przejechanie 400km. Na
ktérych stancjach tankowa¢ paliwo aby ilos¢ tankowan
potrzebna do przejechania 950 km byta minimalna.

Okm  200km 375km 550km 750km 950km

Okm  200km 375km 550km 750km 950km

NN

Tylko dwa tankowania
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Wybér strategii

Jakie sqg mozliwosci
Zatankuj na kazdej stacji po drodze

Zatankuj na najdalszej stacji do ktérej mozesz
dojecha¢

Jedz az do pustego baku.
Strategia zachtanna
Wystartuj w punkcie A
Dojedz do najdalszej mozliwie stacji benzynowej
Zatankuj i potraktuj ten punkt jako nowy punkt A
Powtarzaj (1-3) dopoki nie zajdzie A=B
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Podproblem

Podproblem jest taki sam jak oryginalny problem.

m LargestNumber(3,9,5,9,7,1) =
““9”” 4+ LargestNumber(3,5,9,7,1)
m Min number of refills from A to B =

first refill at G + min number of refills
from G to B
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Algorytm zachtanny: liniowa zaleznosé
od ilosci stacji benzynowych.

A=Xx0<x1 < x < - <x, < X541 =B
MinRefills(x, n, L)

numRefills < 0, currentRefill < 0
while currentRefill < n:
lastRefill < currentRefill
while (currentRefill < n and
x[currentRefill + 1] — x[lastRefill] < L):
currentRefill < currentRefill + 1
if currentRefill == lastRefill -
return IMPOSSIBLE
if currentRefill < n:
numRefills < numRefills + 1
return numRefills
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Jak podzieli¢ na grupy
B

11 Chcemy podzieli¢ na grupy gdzie wiek dziecka nie
rézni sie wiecej niz o 1 rok i tak aby byto jak
najmniej grup.
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm
MinGroups(C)

m < len(C)
for each partition into groups
C=GUGU---UG: co najmniej 2"

good < true dla n elementéw ktére
for / from 1 to k: nalezy pogrupowac.

if max(G;) — min(G;) > 1:
good <— false
1f good:
m <— min(m, k)
return m

llo$¢é operaciji:
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm
Rozwazmy podzial na 2 grupy: C = G1 + G2

Kazdy element i moze by¢ zaakceptowany do grupy
G1 albo odrzucony i wtedy jest w grupie G2.

W ten sposéb mozna uvtworzy¢ 2" réznych grup Gl
llo§¢ operacji co najmniej 2"

n = 50
2°0 = 1125899906842624
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Posortujmy najpierw elementy (punkty): n log(n)
Zdefiniujmy problem jako poszukiwanie
najmniejszej ilosci odcinkow ktore pokryja wszystkie
punkty. Diugosé¢ odcinka nie wieksza niz 1 jednostka.

Jak to zrobi¢: zacznij od najbardziej lewego punktu i
wyznacz odcinek o dtugosci co najwyzej 1. Punkty
lezgce na odcinku tworzqg jedna grupe.
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Posortujmy najpierw elementy (punkty): n log(n)
ZLdefiniujmy problem jako poszukiwanie najmniejszej
ilosci odcinkéw ktére pokryjg wszystkie punkty.
Dlugosé odcinka nie wieksza niz 1 jednostka.

jeeeeesl ]

& """~ .|

. e e

#
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Jak efektywnie podzieli¢ na grupy
I

X1 S X2 S c e § Xn Sortowanie:
llos¢ operaciji
PointsCoverSorted(xy, ..., X;) proporcjonalna
do n log(n)
R+ {}, i+ 1
while 1 < n:
10, r] < [xi, xi + 1]
R+ R U{[f, r]} llo$é operacii
> g proporcjonalna
| <— 1+ 1 o
while 1 < n and x; < r:
I — 1 +1
return R

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs 15/10/2018



Jak efektywnie podzieli¢ na grupy

Naiwny algorytm: ilos¢ operacji ~ 2"
Bardzo wolny juz dla n=50
Sortowanie + algorytm zachtanny

Sortowanie ~ n log()

Algorytm zachtanny ~ n
Calos¢ efektywna nawet dla n=10 000 000
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
Lo I

01 Jak najlepiej zapakowad plecak
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_66_|

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

0 Jak nqilepiei quakowaé plecak

$14

$20 $18

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_68 |

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

$20 $14 $18/3

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka
_ 69|

0 Jak nqilepiei qudkowaé plecak

$14

$14  $18  $20/2

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

01 Jak najlepiej zapakowaé plecak
$20 $18 $14
$5/ unit $6/unit $7 /unit

$14  $18  $20/2

knapsack
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Jak najlepiej zapakowaé plecak
Dopoki plecak nie jest pelny, wybierz grupei o
najwiekszym vi/wi.
Jezeli przedmioty mieszczq sie w plecaku umies¢
wszystkie. Jezeli nie ta tyle aby zapetnic plecak.
Jezeli jeszcze jest miejsce w plecaku, wybierz
nowe i na kolejne o najwiekszym vi/wi.
Powtarzaj (1)-(3) do momentu zapetnienia plecaka
lub az nie bedzie wiece| przedmiotow ktore sie w
nim mieszczq.
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Knapsack(W, wy, vi, ..., wy, vp)

A<+ [0,0,...,0],V <+ 0
repeat n times:

if W =0:

return (V,A)

select /7 with w, > 0 and max %

a < min(w;, W) |

V «— V +atl

Wi <— w,-—a,;é\[i] — Alil+a, W <« W —a
return (V, A)
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

Czy mozna efektywniej?¢
llo$é operacji ktére byly wykonywane: n?
Wybieranie kolejnego i = maksymalnie n-razy
Wkiadanie przedmiotéw — maksymalnie n-razy
Gdybysmy najpierw posortowali wg. malejgcego
vi/wi to ilo§é operacji bylaby: n log(n) + n + n
Sortowanie: n log(n) operacji
Wybranie kolejnego i = 1operacja

Wkiadanie do plecaka — n operacji
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Algorytm zachtanny: pakowanie plecaka

A >%2 > ...>%
Posortowalismy: w; = wy, = — w,

Knapsack(W, wy, vy, ..., wy, vp)

A<+ [0,0,...,0],V«0
for + from 1 to n:

if W = 0:

return (V,A)

a%min(w,,W)

V<V +at

w; <— w; — a, A[]eA[]jLa W+ W —a
return (V. A)
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