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Ztozonosc¢ obliczeniowa

Zlozonosc¢ obliczeniowa:
Jest to miara stuzgca do poréwnywania efektywnosci
algorytmoéw.
Mamy dwa kryteria efektywnosci:
Czas,
Pamiec
Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki logiczne
wyrazajgce zwiqgzek miedzy rozmiarem danych N
(wielkos¢ pliku lub tablicy) a ilosciq czasu T
potrzebng na ich przetworzenie.
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Ztozonos¢ asymptotyczna

Funkcja wyrazajqca zaleznos¢ miedzy N a T jest
zwykle bardzo skomplikowana, a jej obliczenie ma
znaczenie jedynie w odniesieniu do duzych
rozmiardw danych

Przyblizona miara efektywnosci to tzw. zlozonos¢
asymptotyczna.
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Kioére cztony sq wazne?

Funkcja: f(n) =n?+ 100n + log,,n + 1000

n f(n) n? 100en log,,n 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2 101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
103 1 101 003 91% 9% 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
105 99.9% 0.1% 0.0% 0.0000%

n — rozmiar danych,

f(n) — ilo$¢ wykonywanych operaciji
Dla duzych wartosci n funkcja rosnie jak n?, pozostate sktadniki

mogq by¢ zaniedbane.
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Notacja ,,wielkie O ”

Definicja:

f(n) jest O(g(n)), jesli istniejq liczby dodatnie c i n, takie ze:
f(n) < c * g(n) dla wszystkich n = n,.

1 c-g{n)
f(n) = n? + 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizyé jako: F{n)
f(n) = n2 + 100n + O(log n) '
albo jako: i
f(n) = O(n?) — >

Notacja ,,wielkie O " ma kilka pozytywnych wtasnosci ktére mozemy
wykorzystaé przy szacowaniu efektywnosci algorytméw.
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”

Wiasnosc 1 (przechodniosé):

Jesli f(n) jest O(g(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n) jest
O(h(n))

Witasnosc¢ 2:

Jesli f(n) jest O(h(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n)+g(n) jest
O(h(n))

Wilasnosé 3:
Funkcja an jest O(nk)
Wlasnos¢ 4:

Funkcja n* jest O(n**) dla dowolnego dodatniego |
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”

L tych wszystkich wtasnosci wynika, ze dowolny
wielomian jest ,,wielkie O”” dla n podniesionego do
najwyzszej w nim potegi, czyli :

f(n) =annk+ a_n" + ...+ a," +a, jest O(nk)

(jest tez oczywiscie O(n“*i) dla dowolnego
dodatniego )
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Witasnosci notacji ,,wielkie O”

SN2
0 Whasnosé 5:
o1 Jesli f(n) = c g(n), to f(n) jest O(g(n))
0 Whasnosé 6:

o Funkcja log n jest O(log,n) dla dowolnych a i b
wiekszych niz 1

0 Witasnos¢ 7:

o log,n jest O(log,n) dla dowolnego dodatniego a
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Wlasnosci notacji ,,wielkie O”’

Jednqg z najwazniejszych funkcji przy ocenianiu
efektywnosci algorytméw jest funkcja
logarytmiczna.

Jezeli mozna wykazaé ze ztozonosé algorytmu jest
rzedu logarytmicznego, algorytm mozna traktowad
jako bardzo dobry.

Istnieje wiele funkcji lepszych w tym sensie niz
logarytmiczna, jednak zaledwie kilka sposréd nich,
jak O(log, log,n) czy O(1) ma praktyczne
znaczenie.
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Notacja Qi ©

Notacja ,,wielkie O”” odnosi sie do gérnych ograniczen
funkciji. Istnieje symetryczna definicja dotyczgca dolnych
ograniczen
Definicja
f(n) jest Q(g(n)), jesli istniejq liczby dodatnie c i n, takie ze,
f(n) 2 c g(n) dla wszystkich n 2 n,,.
Rownowaznosc¢
f(n) jest Q(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest O(f(n))
Definicja
f(n) jest ©(g(n)), jesli istniejq takie liczby dodatnie ¢, ¢, i n,
takie ze, c,;g(n) < f(n) < c,g(n) dla wszystkich n 2 n,,.
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Notacja O, Qi O

f(n) = O (g(n)) f(n) = © (g(n))
c-gin) ”~ c;gin)
/!‘\/d fh\/fd
§
» -

f(n) = Q (g(n))
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Algorytm Hornera

Latézmy, ze mamy policzyé wartos¢ wielomianu postaci:

f(x) =apx" + a;x" '+ .. +a, 1x+a,

dla danych liczb a4, a;, ..., a, w danym punkcie x.

Algorytm polegajqcy na bezposrednim liczeniu ze
wzoru wymaga n dodawan i (n-2) potegowan lub
(2n-1) mnozen co w wyniku daje niedoktadnosci (btgd
wzgledny i bezwgledny).

Warto poszukac innego rozwigzania.
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Algorytm Hornera

Przedstawiamy wielomian w postaci:

f(x)=(.(lagx+ay)x+az)X+..+a, 1)x+a,

to otrzymujemy nastepujgcqg metode na obliczanie
wielomianu:

bo = ag

]f)]_ — })UXO —+ aq
b2 — bixg + as
by, = bn_1X0 + an

gdzie b, oznacza wartosé i-tego nawiasu dla x réwnego
Xg, d b, szukanqg wartosé wielomianu
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Algorytm Hornera

Otrzymana metoda to tzw. Algorytm Hornera
obliczania wartosci wielomianu.

Algorytm ten jest numerycznie poprawny i jest
jedynym algorytmem ktéry minimalizuje liczbe
dodawan i mnozen przy obliczanivu wartosci
wielomianu wg. podanej postaci.
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O czym nalezy pamietac

Celem wprowadzonych wczesniej sposobdw zapisu
(notaciji) jest poréwnanie efektywnosci rozmaitych
algorytméw zaprojektowanych do rozwigzania
tego samego problemu.

Jezeli bedziemy stosowaé tylko notacje ,,wielkie O”
do reprezentowania ztozonosci algorytmow, to
niektére z nich mozemy zdyskwalifikowaé zbyt
pochopnie.
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Pamietaj o duzych statych

Zatdézmy, ze mamy dwa algorytmy rozwiqzujgce pewien
problem, wykonywana przez nie liczba operacji to
odpowiednio 108n i 10n2. Pierwsza funkcja jest O(n), druga
O(n?).

Opierajqc sie na informacji dostarczonej przez notacje
,wielkie O”” odrzuciliby$my drugi algorytm poniewaz
funkcja kosztu rosnie zbyt szybko.

To prawda ... ale dopiero dla odpowiednio duzych n,
poniewaz dla n<10” drugi algorytm wykonuje mniej
operacji niz pierwszy.

Istotna jest wiec tez stata (108), ktéra w tym przypadku jest
zbyt duza aby notacja byta znaczqgca.
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Przyklady rzedow ztozonosci

Algorytmy mozna klasyfikowac¢ ze wzgledu na ztozonos¢ czasowq
lub pamieciowq.
W zwiqzku z tym wyrdzniamy wiele klas algorytméw.

Algorytm staly: czas wykonania pozostaje taki sam niezaleznie od

ilosci przetwarzanych elementéow.

Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n?).

Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi O(log n).

itd ...
Analiza zlozonosci algorytmow jest niezmiernie istotna i nie
mozna jej lekcewazy¢ argumentujqgc potencjalng szybkosciq obliczen
komputera. Nie sposéb jej przeceni¢ szczegdlnie zastanawiajqc sie
nad doborem struktury danych.
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Najczestsze ztozonosci

log(n) — ztozonos$é logarytmiczna

n — ztozono$¢ liniowa

n log(n) — ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna
n* — ztozono$é wielomianowa

2" — ztozonos$¢ wyktadnicza

n! — ztozonos$é wyktadnicza poniewaz nl > 2" juz
dla n=4.
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Klasy ztozonosci algorytmow

Czasy wykonania logarytméw na komputerze
dziatajgcym z szybkosciq 1 instrukcja / us.

klasa ztozonos<¢ liczba operacji i czas wykonania
n 10 103
staty O(1) 1 lus 1 1 us
logarytmiczny | O(log n) 3.32 3us 9.97 10 us
liniowy O(n) 10 10us 103 1ms
kwadratowy O(n2) 102 100us 10¢ 1s
wyktadniczy o(27) 1024 10ms 10301 | == 10%% lat

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs

20/10/2017



Funkcje niewspéimierne

Bardzo wygodna jest mozliwosé poréownywania
dowolnych funkcji f(n) i g(n) za pomocq notacji ,,wielkie
O"

albo f(n) = O(g(n))

albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = O(g(n)).

Istniejq pary funkcji niewspotmiernych (ang.
incommensurate), z ktérych zadne nie jest ,,wielkim O”
dla drugiej.
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Funkcje niewspéimierne

Rozwazmy funkcje f(n)=n dla nieparzystych n oraz
f(n)=n< dla parzystych n.
Oznacza to, ze f(1)=1, f(2)=4, f(3)=3, f(4)=16, f(5)=5
itd...
Podobnie, niech g(n)=n? dla nieparzystych n oraz g(n)=n
dla parzystych n.
W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze byé O(g(n)) ze
wzgledu na parzyste argumenty n, analogicznie g(n) nie
moze by¢ O(f(n)) ze wzgledu na nieparzyste elementy n.

Obie funkcje mogq byé ograniczone jako O(n?).
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Analiza czasu dziatania programu

Majgc do dyspozycji definicje ,,wielkie O’ oraz wtasnosci (1)-
(7) bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad, skutecznie
analizowaé czasy dziatania wiekszosci programéw spotykanych
w praktyce.

Efektywnosé algorytméw ocenia sie przez szacowanie ilosci
czasu i pamieci potrzebnych do wykonania zadania, dla
ktérego algorytm zostat zaprojektowany.

Najczesciej jesteSmy zainteresowani ztozonosciq czasowq,
mierzonq zazwyczaj liczbqg przypisan i poréwnan
realizowanych podczas wykonywania programu.

Bardzo czesto interesuje nas tylko ztozonos¢ asymptotyczna,
czyli czas dziatania dla duzej ilosci analizowanych zmiennych.
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Czas dzialania instrukcji prostych

Przyjmujemy zasade ze czas dziatania pewnych prosty
operacji na danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny od
rozmiaru danych wejsciowych.

Operacje arytmetyczne, np. (+), (-)

Operacje logiczne (&&)

Operacje porownania (<=)

Operacje dostepu do struktur danych, np. indeksowanie tablic

(A[i])

Proste przypisania, np. kopiowanie wartosci do zmienne;.

Wywotania funkeji bibliotecznych, np. scanf lub printf

Kazdq z tych operacji mozna wykonaé za pomocq pewnej
(niewielkiej) liczby rozkazéw maszynowych.
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Czas dziatania petli ,,for”

Prosta petla

Powyzsza petla powtarza sie n razy, podczas kazdego
iej przebiegu realizuje dwa przypisania:

aktualizujgce zmiennq ,,sum”

zmiane wartosci zmiennej ,,i”
Mamy zatem 2n przypisan podczas catego wykonania
petli.
Ztozonos$¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n).
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Czas dzialania petli ,,for”
T

Initializacja

|

O(D)

| Ol

: O f
Cialo (g(n) f(n))

| O(1)
Inkrementacja

| ,
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Czas dziatania petli ,,for”
2

o Przyklad 2: Petla zagniezdzona

for (i=0; i<n;it++) ({
for (j=1, sum=a[0]; [<=i; j++)
sum+=alj]; }

-1 Petla zewnetrzna powtarza sie n razy, a w kazdej jej iteracji wykonuje sie
wewnetrzna petla oraz instrukcja przypisania wartosci zmiennym ,,i”, ,, i”, ,,sum”.

o1 Petla wewnetrzna wykonuje sie ,,i"” razy dla kazdego i €{1, ...,n-1}, a na kazdq
iteracje przypadajq dwa przypisania: jedno dla ,,sum”, jedno dla ,,j”".

o Mamy zatem: 1+3n+2(1+2+...+n-1) = 1+3n+n(n-1) = O(n)+0O(n?) = O(n?)
przypisan wykonywanych w catym programie.

01 Zlozonoéé asymptotyczna algorytmu jest O(n?). Petle zagniezdzone majq zwykle
wiekszq ztozonos¢ niz pojedyncze, jednak nie musi tak by¢ zawsze.
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Czas dziatania petli ,,for”
I

0 Przyklad 3: Znajdz najdluzszq podtablice zawierajqcq liczby
uporzqgdkowane rosngco.

for (i=0; len=1; i<n-1; i++) {
for (i1=i2=k=i; k<n-1 && a[k]<a[k+1]; k++,i2++);
if(len <i2-i1+1) len=i2-i1+1; }

o1 Jedli liczby w tablicy sq uporzgdkowane malejgco, to petla zewnetrzna
wykonuije sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie tylko 1-raz.

Zlozonos$é asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n).

01 Jesli liczby w tablicy sq uporzqdkowane rosngco, to petla zewnetrzna
wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie i-razy dla i €{1,...,n-1}.

Zlozono$é asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n?2).
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Czas dziatania petli ,,for”

Z reguty dane nie sq uporzgdkowane i ocena
ztozonosci algorytmu jest rzeczq nietatwq ale
bardzo istotnq.
Staramy sie wyznaczy ztozonos¢

w ,,przypadku optymistycznym?”,

w ,przypadku pesymistycznym”

oraz w ,,przypadku srednim”
Czesto postugujemy sie przyblizeniami opartymi o
notacje ,,wielkie O, Q| O .
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Czas dzialania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkowq zapisuje sie w postaci:

Gdzie

<warunek> jest wyrazeniem ktére trzeba obliczy¢. Warunek niezaleznie od tego jak
skomplikowany wymaga wykonania statej liczby operacji (wiec czasu O(1)) chyba ze
zawiera wywotanie funkcji, .

<blok-if> zawiera instrukcje wykonywane tylko w przypadku gdy warunek jest
prawdziwy, czas dziatania f(n).

<blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy warunek jest fatszywy, czas
dziatania g(n).

Czas dziatania instrukcji warunkowej nalezy zapisaé jako O(max (f(n), g(n) )

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 20/10/2017



Czas dziatania instrukeiji ,,if”’
=

O(1)
\ ] O(max (1,(n) , 1,(n) )
O(f,(n)) O(f,(n))
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Czas dzialania instrukeji ,,while”

|

.| Ciato |°(MW
!

Co najwyzej o f
g(n) iteracj ‘ o) (9(n) f(n))
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Czas dziatania instrukcji ,,do while”

Ciato

Co najwyze;
g(n) iteracji

!
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Czas dziatania blokow

Sekwencja instrukcji przypisan, odczytow i zapiséw, z
ktérych kazda wymaga czasu O(1), potrzebuje do
swojego wykonania tgcznego czasu O(1).

Pojawiajq sie rowniez instrukcje ztozone, jak instrukcje
warunkowe i petle.

Sekwencje prostych i ztozonych instrukcji nazywa sie
blokiem.

Czas dziatania bloku obliczymy sumujgc gérne
ograniczenia czasdw wykonania poszczegdlnych
instrukcji, ktére nalezq do tego bloku.
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Czas dzialania bloku instrukcji
s

O(f,(n))

O, (n) O( f:;f::))-l_fZ(n)-l_."-l_ f.(n))
O( najwieksza f,(n) )

O(f,(n))
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Przykiad: ,,sortowanie przez wybieranie”

Drzewo reprezentujace
grupowanie instrukcji

1) for (i=0; i< n-1; i++ ) {

N

)

) small = i;

) for (j=i+1; j<n; j++ )
) if( A[j] < A[small])
)

)

)

)

AW

small =j;
temp = A[small];
Alsmall] = A[il;
Ali] = temp; }

~

(
(
(
(
(
(
(
(

8
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Przyktad: ,,sortowanie przez

wybieranie”
—

¥ Rozpoczynamy analize ,od liscia Drzewo reprezentujace

do korzenia” grupowanie instrukcji
» Kazda instrukcja przypisania

(liscie) wymaga czasu O(1)

~ Instrukcja ,,if" (4-5) wymaga
czasu O(1)

» Instrukcja ‘for” (32)-(5) wymaga
czasu O(n-i-1) oraz i<n

» Instrukcja ,for” (2)-(8) moze by¢
dalej ograniczona przez O(n-1)

» Instrukcja ,for” (1)-(8) moze
by¢ ograniczona przez O(n (n-1) )

Odrzucajac wyraz mniej
zZnaczacy otrzymujemy
oszacowahie czasu dziatania
jako O(n?).
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Przyblizone lub precyzyjne ograniczenie

Dotychczas rozwazalismy szacowanie czasu dziatania petli uzywajqgc
ujednoliconego gérnego ograniczenia, majgcego zastosowanie w
kazdej iteracji petili.

Dla sortowania przez wybieranie, takie przyblizone ograniczenie
prowadzito do szacowania czasu wykonania petli O(n?).

Mozna jednak dokona¢ bardziej szczegoétowe| analizy petli i
dokonaé sumowania gérnych ograniczen poszczegodlnych iteracii.
Czes¢ dziatania petli z wartosciq i zmiennej indeksowej i wynosi
O(n-i-1), gdzie i przyjmuje wartosci od O do n-2.

Gérne ograniczenie czasu niezbedne do wykonania wszystkich
iteracji wynosi:

o( Znij(n-f-l) )= O( n(n-1)/2 )
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Przyblizone lub precyzyjne ograniczenie

n-1

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteracji

iteracja i

1 Gérne ograniczenie czasu niezbedne do wykonania
wszystkich iteracji wynosi:

o( Z:(n-i-l) )= O( n(n-1)/2 )
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Efektywnos¢ algorytmu

Czas dziatania:

Oznaczamy przez funkcje T(n) liczbe jednostek czasu, ktére
zajmuje wykonanie programu lub algorytmu w przypadku
problemu o rozmiarze n.

Funkcje te nazywamy czasem dzialania. Dos¢ czesto czas
dziatania zalezy od konkretnych danych wejsciowych, nie
tylko ich rozmiaru. W takim przypadku, funkcje T(n)
definiuje sie jako najmniej korzystny przypadek z punktu
widzenia kosztéw czasowych. Innq wyznaczanqg wielkosciq
jest tez czas sredni, czyli sredni dla réznych danych
wejsciowych.
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Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...

0 Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...
wystarczy poczekaé kilka lat.

71 Taki poglgd funkcjonuje czasem w srodowisku
programistow, nie okreslono przeciez granicy rozwoju
mocy obliczeniowych komputerow.

71 Nie nalezy sie jednak z nim zgadza¢ w ogdlnosci.

1 Nalezy zdecydowanie przeciwstawiac sie przekonaniu
o tym, ze ulepszenia sprzetowe uczyniq prace nad
efektywnymi algorytmami zbyteczng,.
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Nie przejmuj sie efektywnosciq algorytmu...

Istniejq problemy ktérych rozwigzanie za pomocq zasobéw
komputerowych jest teoretycznie mozliwe, ale praktycznie
przekracza mozliwosci istniejqcych technologii.
Przyktadem takiego problemu jest rozumienie jezyka
naturalnego, przetwarzanie obrazéw (do pewnego stopnia
oczywiscie) czy “inteligentna” komunikacja pomiedzy
komputerami a ludzmi na rozmaitych poziomach.

Kiedy pewne problemy stajq sie “proste”... Nowa grupa
wyzwan, ktére na razie mozna sobie tylko prébowacd
wyobrazaé, wytyczy nowe granice mozliwosci
wykorzystania komputerow.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 20/10/2017



Uwagi koncowe

Na wybér najlepszego algorytmu dla tworzonego
programu wptywa wiele czynnikéw, najwazniejsze
fo:

prostota,

tlatwo$§¢ implementacji

efektywnos¢

Do problemu systematycznej analizy czasu
dziatania programu powrdécimy jeszcze na
wyktadzie za kilka tygodni...
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Pytania do wyktadu

Podaj definicje notaciji: ,,wielkie O”, (2, O.

Podaj wtasnosci notacji ,,wielkie O”.

Wymien znane Ci klasy ztozonosci algorytmu.

Co to sq funkcje niewspotmierne? Podaj przyktad.

Co to jest ztozonos¢ obliczeniowa srednia? Uzasadnij
pojecie dla dowolnie wybranego algorytymu.

Co to jest ztozonos¢ obliczeniowa asymptotyczna?
Uzasadnij pojecie dla dowolnie wybranego
algorytmu.
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