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Indukcja

SN
1 Zagadnieniem rowniez zwiqzanym z iteracja i
rekurencja jest indukcja (ang. induction):
o0 technika stosowana w matematyce do dowodzenia, ze
twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich

nievujemnych liczb catkowitych n lub, vogdiniajqc, dla

wszystkich liczb catkowitych = od pewnego ograniczenia
dolnego.
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Indukcja

Niech bedzie dowolnym twierdzeniem dotyczgcym
liczby catkowitej n. W najprostszej formie dowodu
indukcyjnego ( ) twierdzenia

dowodzi sie dwadch faktow:

za ktory czesto przyjmuje sie

twierdzenie . Przypadkiem podstawowym moze jednak
by¢ réownie dobrze dla dowolnej liczby catkowitej
Dowodzi si¢ wowczas prawdziwosci twierdzenia dla

gdzie dowodzi sie, ze dla wszystkich
(lub wszystkich ), prawdziwos$é implikuje
prawdziwosé
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Indukcja zupetna i czesciowa

7 Indukcja czesciowa (staba): wykorzystujemy
wyldgcznie hipoteze indukcyjna S(n) do wykazania
prawdziwosci S(n+1).

0 Indukcja zupetna (silna): Mozemy wykorzysta¢
kazdqg z wartosci 5S(i), od podstawy az do n do
wykazania prawdziwosci S(n+1).
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Indukcja zupetna i czesciowa

Dla indukcji zupeine| dowodzimy, ze twierdzenie
S(n), dla wszystkich n = O jest prawdziwe na
podstawie dwoch faktow:
Przypadku podstawowego: dowodzi sie prawdziwosci
S(0) ( lub S(k) jezeli to jest przypadek podstawowy)

Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n=0 (lub wszystkich n=k), ze prawdziwos¢
twierdzen S(0), S(1), S(2), ..., S(n) implikuje prawdziwos$¢
S(n+1).
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Indukcja zupetna i czesciowa

Indukcje z wiekszq liczba przypadkow
podstawowych:
Niekiedy przydatne jest wykorzystanie wiecej niz
jednego przypadku podstawowego:
Przypadek podstawowy: dowodzi sie poprawnosci
wszystkich przypadkow podstawowych, czyli S(i,), S(i;),
S(i,), ..., S(i).
Krok indukcyjny: gdzie dowodzi sie, ze dla wszystkich
n2i_ (lub wszystkich n>k), z prawdziwos¢ twierdzen
S(ip), S(iy), S(i,), ..., S(n) dla n2i_, implikuje prawdziwos¢
S(n+1).
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Definicje indukcyijne

W definicji indukcyjnej definiuje sie jednq lub wiecej klas
reprezentujgcych scisle powigzane ze sobq obiekty (lub fakty)
na bazie tych samych obiektow.
Definicja indukcyjna powinna zawieraé:
jedng lub wiecej regut podstawowych, z ktérych niektére definiujq
pewne obiekty proste,

jedng lub wiecej regut indukcyjnych, za pomocq ktérych definiuje
sie wieksze obiekty na bazie mniejszych z tego samego zbioru.

1-sze

n-te

2-gie

zastosowanie T TR zastosowanie
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Definicje indukcyjne

Istnieje Sciste powiqgzanie poje¢ dowodow indukcyjnych,
definicji indukcyjnych oraz programoéw rekurencyjnych.
Kazde z tych pojec¢ opiera sie na ,,kroku podstawowym” i
»Kkroku indukcyjnym?”.

W ,,zwyktych” (,,czesciowych”) indukcjach kolejne kroki
zalezq wylqcznie od krokéw poprzednich.

Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania dowodow

za pomocq indukcji zupetnej, w ktorej kazdy krok moze
zalezeé¢ od wszystkich krokéw wczesniejszych.

Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu
poprawnosci programow lub ich fragmentow.
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Drzewa

Drzewa sq zbiorami punkiow, °
zwanych weziami lub

wierzchotkami, oraz potqczen, Q O Q

zwanych krawedziami.

Krawedz tqczy dwa rézne wezly. @ Q 0

n, = rodzic n,, n;, n,
n, = rodzic ns, ng
n, = dziecko n,
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Indukcyjna definicja drzew

Podstawa: Pojedynczy wezet n jest drzewem.
Moéwimy ze n jest korzeniem drzewa zlozonego z

jednego wezia.

Indukcja: Niech r bedzie nowym wezlem oraz Q
niech T,, T,, ..., T, bedq drzewami zawierajgcymi

odpowiednio korzenie ¢, c,, ..., ¢,. Zalézmy ze

zaden wezel nie wystepuje wiecej niz raz w

drzewach T,, T,, ..., T, oraz ze r, bedqgcy ,,nowym”

wezlem, nie wystepuje w zadnym z tych drzew.

Nowe drzewo T tworzymy z weztaridrzew T,, T,,

..., T, W nastepujgcy sposob:

wezel r staje sie korzeniem drzewa T; a @ ' a

dodajemy k krawedzi, po jednej tqczqcr z kazdym z
weztdéw ¢, ¢, ..., ¢, otrzymujgc w ten sposéb
strukture w ktérej kazdy z tych weztéw jest dzieckiem
korzenia r. Inny sposéb interpretacji tego kroku to
uczynienie z weztla r rodzica kazdego z korzeni
drzew T,, T,, ..., T,.
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Algorytm Dikstry

Szukamy najkrétszej drogi pomiedzy dwoma
wierzchotkami

Rozpatrujemy graf G (skierowany lub
nieskierowany), w ktorym wszystkie krawedzie
zaetykietowano wartosciami reprezentujgcymi ich
dlugosci.

Dlugosc (ang. distance) danej drogi stanowi wartos¢
sumy etykiet zwiqzanych z niq krawedzi. Minimalna
odlegtos¢ z wierzchotka u do wierzchotka v to
minimalna dtugos¢ ktérej$ z drég od u do v.
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Algorytm Dikstry

Traktujemy wierzcholek s jako wierzchotek
zrodlowy. Na etapie posrednim wykonywania
algorytmu w grafie G istniejg tzw. wierzchotki
ustalone (ang. settled), tzn. takie dla ktérych
znane sq odlegtosci minimalne. W
szczegolnosci zbior takich wierzchotkow
zawiera rowniez wierzchotlek s.

Dla nieustalonego wierzchotka v nalezy
zapamietaé dlugosé najkrétszej drogi specjalne|
(ang. special path) czyli takiej ktéra rozpoczyna
sie w wierzchotku zZrédltowym, wiedzie przez
ustalone wierzchotki, i na ostatnim etapie
przechodzi z obszaru ustalonego do
wierzchotka v.

specjalna
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Algorytm Dikstry

Dla kazdego wierzchotka u zapamietujemy wartosé dist(u).

Jesli v jest wierzchotkiem ustalonym, to dist(u) jest dlugosciq
najkrétszej drogi ze zrédla do wierzchotka v.

Jesli v nie jest wierzchotkiem ustalonym, to dist(u) jest dlugosciq
drogi specjalnej ze zrédta do vu.

Na czym polega ustalanie wierzchotkow:

znajdujemy wierzcholek v ktéry jest nieustalony ale posiada
najmniejszq dist(v) ze wszystkich wierzchotkéw nieustalonych

przyjmujemy wartosé dist(v) za minimalng odlegtos$¢ z s do v

dostosowujemy wartosci wszystkich dist(u) dla innych
wierzchotkow, ktére nie sq ustalone, wykorzystujgc fakt, ze
wierzchotek v jest juz ustalony.

Czyli poréwnujemy stare dist(u) z wartosciq dist(v)+etykieta(v, v)
jezeli taka (v, u) krawedz istnieje.

Czas wykonania algorytmu jest O(m log n) .
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

W celu wykazania poprawnosci algorytmu Dijkstry
nalezy przyjqé, ze etykiety krawedzi sq nieujemne.
Indukcyjny dowéd poprawnosci wzgledem k
prowadzi do stwierdzenia ze:

dla kazdego wierzchotka ustalonego v, wartosé dist(v)

jest minimalng odlegtosciq z s do u, a najkrétsza droga
do u skiada sie tylko z wierzchotkow ustalonych.

dla kazdego nieustalonego wierzchotka v, wartos¢
dist(u) jest minimalnq diugosciq drogi specjalnej z s do
U (jesli droga nie istnieje wartos¢ wynosi INF).
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

Podstawa:

Dla k=1 wierzchotek s jest jedynym wierzchotkiem
ustalonym. Inicjalizujemy dist(s) wartosciq O, co
spetnia warunek (1).

Dla kazdego innego wierzchotka v, dist(u) jest
inicjalizowane wartosciqg etykiety krawedzi (s, v), o
ile taka istnieje. Jezeli nie istnieje, wartosciq
inicjalizacji jest INF. Zatem spetniony jest rowniez
warunek (2).
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

Krok indukcyjny:

Zalézmy, ze warunki (1) i (2) za spetnione po
ustaleniu k wierzchotkéw oraz niech v bedzie (k+1)
ustalonym wierzchotkiem.
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

Krok indukcyjny:

Warunek (1) jest wciqz spetniony poniewaz dist(v) jest

najmniejszq diugosciqg drogi z s do v.
Zatozmy, ze tak nie jest. Musiala by wiec istnie¢ hipotetyczna
krotsza droga do v wiodqca przez w i u. Jednakze wierzchotek v
zostal obrany jako k+1 ustalony, co oznacza, ze w tym momencie
dist(u) nie moze by¢ mniejsze od dist(v), gdyz wowczas jako
(k+1) wierzchotek wybrany zostalby wierzchotek v.
Na podstawie warunku (2) hipotezy indukcyjnej wiadomo, ze
dist(u) jest minimalna dlugosciq drogi specjalnej wiodqcej do v.
Jednak droga z s przez w do v jest drogq specjalng, tak wiec jej
dlugos$é rowna jest co najmniej dist(u). Stqd domniemana krétsza
droga z s do v wiodgca przez w i u ma dlugosé rownq co
najmniej dist(v), poniewaz pierwsza jej czes¢, -z s do u — ma
dlugos¢ dist(u), a dist(u) = dist(v). Stqd warunek (1) jest spetniony
dla k+1 wierzchotkéw.
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

Krok indukcyjny:

Warunek (1) jest wciqz spetniony poniewaz dist(v)
jest najmniejszq dlugosciq drogi z s do v.

Dwie mozliwosci okreslenia
przedostatniego wierzchotka
w drodze specjalnej do u.
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Indukcyijny dowdd poprawnosci
algorytmu Dikstry

Krok indukcyjny (cd):

Teraz nalezy pokazaé, ze warunek (2) jest spetniony po dodaniu do
wierzchotkéw ustalonych wierzchotka v.

Wezmy pod uwage pewien wierzchotek u, ktéry wciqz pozostaje nieustalony
po dodaniu v do wierzchotkéw ustalonych. W najkrétszej drodze specjalnej
do u musi istnieé¢ pewien wierzchotek przedostatni. Wierzchotkiem tym moze
byé zaréwno v, jak i pewien inny wierzchotek w.

Przyjmijmy, ze wierzchotkiem przedostatnim jest v. Dlugos¢ drogi z s przez v
do u wynosi dist(v) + wartosé etykiety v — u.

Przyjmijmy, ze wierzchotkiem przedostatnim jest w. Na podstawie warunku
(1) hipotezy indukcyjnej mozna stwierdzi¢, ze najkrétsza droga z s do w
sktada sie jedynie z wierzchotkéw, ktére zostaty ustalone przed v, stqd
wierzchotek v nie wystepuje w tej drodze.

A wiec dlugosé drogi specjalnej do u sie nie zmienia po dodaniu v do
wierzchotkéw ustalonych.

Poniewaz w momencie ustalania wierzchotka v przeprowadzona jest
operacja dostosowywania dist(u), warunek (2) jest spetniony.
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Algorytm Floyda-Warshalla

Podstawa algorytmu jest dziatanie
polegajagce na rozpatrywaniu po kolei
kazdego wierzchotka grafu jako elementu
centralnego (ang. pivot).

Kiedy wierzchotek u jest elementem
centralnym, staramy sie wykorzysta¢ fakt,
ze v jest wierzchotkiem posrednim miedzy
wszystkimi parami wierzchotkow.

Dla kazdej pary wierzchotkéw, na przykiad
v i w, jesli suma etykiet krawedzi (v, u) oraz
(u, w) (na rysunku d+e) , jest mniejsza od
biezqco rozpatrywanej etykiety f krawedzi
wiodqcej od v do w, to wartosc¢ f jest
zastepowana wartosciq d+e.
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu
Floyda-Warshalla

Na dowolnym etapie dziatania
algorytmu Floyda-Warshalla
odlegtosé z wierzchotka v do
wierzchotka w stanowi dlugos¢
najkrétszej z tych drég, ktére wiodq
jedynie przez wierzchotki uzyte
dotqd jako elementy centralne.

numery wyzsze od k

numery nizsze od k
Poniewaz wszystkie wierzcholki @

zostajq w koncu uzyte jako elementy A @
centralne, elementy dist[v][w]

zawierajq po zakonczeniv dziatan

minimalne dlugosci wszystkich k-droga

mozliwych drég.
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu
Floyda-Warshalla

Definivjemy k-droge z
wierzchotka v do
wierzchotka w jako droge z v

do w takq, ze zaden jej numery wyzsze od k
wierzchotek posredni nie ma

numerv wyzszego od k. nhumery nizsze od k
Nalezy zauwazyé, ze nie ma @
ograniczenia odnosnie tego, ST @

ze v lub w majq mie¢

wartos¢ k lub mniejszq. k-droga

k=-1 oznacza ze droga nie
posiada wierzchotkéw
posrednich.
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Dowdd indukcyjny

Teza indukcyjna S(k):
jezeli etykiety krawedzi maja wartosci nieujemne, to po
przebiegu k — petli, element dist[v][w] ma wartosé najkrotszej
k — drogi z v do w lub ma wartos¢ INF, jezeli taka droga nie
istnieje.

Podstawa:

Podstawq jest warunek k = -1. Krawedzie i drogi sktadajqgce
sie z pojedynczego wierzchotka sq jedynymi (-1) drogami.

k-droga Q k-droga R k-droge P mozna rozbié
____________ na dwie k-drogi, Q oraz R.
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Dowdd indukcyjny

Krok indukcyjny:
Zatézmy ze S(k) jest spetnione i rozwazmy co sie dzieje
z elementami dist[v][w] w czasie k+1 przebiegu petli.
Zatézmy, ze P jest najkrétszq (k+1) — drogq wiodgca z v
do w. Mamy do czynienia z dwoma przypadkami, w
zaleznosci czy droga P prowadzi przez wierzchotlek k+1 .

k-droga Q k-droga R k-droge P mozna rozbié
____________ na dwie k-drogi, Q oraz R.
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Dowdd indukcyiny

Przypadek 1:

Jezeli P jest k-drogq, to znaczy, kiedy P nie wiedzie przez wierzcholek
k+1, to na podstawie hipotezy indukcyjnej wartosé elementu dist[v][w] jest
rowna dlugosci P po zakonczeniu k-tej iteracji. Nie mozna zmieni¢ wartosci
dist[v][w] podczas przebiegu wykonywanego dla wierzchotka k+1

traktowanego jako element centralny, gdyz nie istniejq zadne krotsze
(k+1)-drogi.

Przypadek 2:

Jezeli P jest (k+1)- droga, mozna zalozy¢, ze P przechodzi przez
wierzchotek k+1 tylko raz, gdyz cykl nigdy nie moze spowodowac¢
zmniejszenia odlegtosci (przy zatozeniu ze wszystkie etykiety maja
wartosci nieujemne).

Stqd droga P sklada sie z k-drogi Q, wiodqcej od wierzchotka v do k+1,
oraz k-drogi R, wiodqcej od wierzchotka k+1 do w. Na podstawie

hipotezy indukcyjnej wartosci elementow dist[v][k+1] oraz dist[k+1][w]
bedq diugosciami dréog odpowiednio, Q i R, po zakonczeniu k-tej iteraciji.
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Dowdd indukcyiny

Ostatecznie wnioskujemy, ze w (k+1) przebiegu,
wartosciq elementu dist[v][w] staje sie dlugos¢
najkrotszej (k+1)-drogi dla wszystkich wierzchotkow v
oraz w.

Jest to twierdzenie S(k+1), co oznacza koniec kroku
indukcyjnego.

Wezmy teraz, ze k=n-1. Oznacza to, ze wiemy iz po
zakonczeniv wszystkich n przebiegow, wartosé
dist[v][w] bedzie minimalng odlegtoscig dowolnej (n-1)-
drogi wiodqcej z wierzchotka v do w. Poniewaz kazda
droga jest (n-1) drogqg, wiec dist[v][w] jest minimalnqg
dtugosciqg drogi wiodqgcej z wierzchotka v do w.
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