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lteracja

Zrodtem ,potegi” komputerdw jest zdolno$é do
wielokrotnego wykonywania (powtarzania) tego
samego zadania lub jego réznych wersiji.

W informatyce z pojeciem iteracji (ang. iteration)
mozna sie spotkac przy roznych okazjach. Wiele
zagadnien zwigzanych z modelami danych, np.
listami, opiera sie na powtdrzeniach typu:

lista jest albo pusta, albo skiada sie z jednego

elementu poprzedzajgacego inny, kolejny element
itd....
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lteracja

Programy I algorytmy wykorzystujg iteracje do
wielokrotnego wykonywania okreslonych
zadan bez koniecznosci definiowania ogromnej
liczby pojedynczych krokow, np. w przypadku
zadania: wykonaj dany krok 1000 razy.

Najprostszym sposobem wielokrotnego
wykonania sekwencji operacji jest
wykorzystanie konstrukcji iteracyjnej, jaka
jest instrukcja for lub while w jezyku C.
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Prosty przyktad iteracji

Mamy tablice n liczb catkowitych,
sprawdzamy czy jakas liczba
catkowita ,,x”’ jest elementem tej

tab
tab

Alil

icy. Algorytm przeglada catg
iIce, po napotkaniu
= x konczy dziatanie.

Jezeli A[O] = x to algorytm O(1)

Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n)
Sredni czas dziatania algorytmu:

<T(n)> = X7 (ci + d) * (1/n)

=ce(n-1)/2+d

<T(n)>~ ce+n/2 dladuzegon
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lteratory

lteracje, poza organizacjg petli wykonujacych obliczenia,
uzywane sg powszechnie do przetwarzania tablic. Mozliwe
jest przetwarzanie w kolejnosci indeksow malejgcych oraz
w kolejnosci indeksow rosngcych.

Potrzebujemy tez bardziej porgcznego mechanizmu,
separujgcego logike zwigzang z wyborem elementow od
reszty kodu. Mechanizm taki zwany jest iteratorem lub
enumeratorem, dostarcza mozliwosci iterowania po
dowolnym zbiorze danych okreslonym przez jakas
strukture danych lub inny bardziej ogdlny schemat.

lterator ma umozliwi¢ wykonywanie operacji: nastepny,
poprzedni, ostatni, pierwszy, biezacy, itp...

Iterator to jest pewna koncepcja, implementacja zalezy od
jezyka programowania.
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Predykatory

lteratorem filtrujgcym nazywamy iterator
dziatajgcy na bazie innego iteratora | procedury
klasyfikujace] (akceptujacej lub odrzucajgce))
elementy zwracane przez ten ostatni.

Procedura taka nosi nazwe predykatora.

terator filtrujgcy ignoruje wszystkie te elementy
Ktore nie spetniajg warunkow okreslonych przez
oredykator.
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Rekurencja

- Zagadnieniem blisko zwigzanym z
powtorzeniami (iteracjg) jest rekurencja (ang.
recursion) — technika, w ktorej definiuje sie
pewne pojecie bezposrednlo lub posrednio na
podstawie tego samego pojecia.

- Np. mozna zdefiniowac pojecie lista
stwierdzeniem:
!ilsftajest albo pusta, albo jest sklejeniem elementu
| listy
o Definicje rekurencyjne sg szeroko stosowane do
specyfikacji gramatyk jezykoéw programowania
(patrz nastepne wyktady).
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Rekurencja (przyktad)

Rozpatrzmy system plikow, jak na dysku
komputera. W systemie tym istnieje katalog
najwyzszego poziomu (root), w ktorym
znajdujg sie pliki I podkatalogi.

Owa zagniezdzona struktura bywa nazywana
powszechnie drzewem katalogow (directory
tree) — drzewo to zakorzenione jest w katalogu
najwyzszego poziomu, zas pliki mogg byc
uwazane za liscie tego drzewa.
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Rekurencja

204
- Kazda z gatezi moze byc¢ traktowana jak inne
mniejsze drzewo.

- er eWwo | - f mniejsze
1 drzewo

I

- [tmp]
!-
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Rekurencja

Podobienstwo dwoéch obiektow roznigcych sie
miedzy sobg skala lub granulacja jest interesujgca
koncepcjg niezwykle uzyteczng w rozwigzywaniu
problemow.

Strategia podziatu oryginalnego problemu na
,mniejsze” podproblemy tej samej natury - zwana
strateqig ,,dziel i zwyciezaj” (divide and conquer) —
jest jednym z przyktaddéw rekurenciji.

Rekurencja jest w pewnym sensie przyktadem
wielokrotnego wykorzystywania tych samych
rozwigzan: metoda wywotuje samg siebie.
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Definicja rekurencyjna

o Definicja rekurencyjna sktada sie z dwdch
czescl.

W pierwszej, zwane| podstawowa lub warunkiem
poczatkowym, sg wyliczone elementy podstawowe,
stanowigce czesci sktadowe wszystkich pozostatych
elementow zbioru.
W drugiej czesci, zwanej krokiem indukcyjnym, sa
podane reguty umozliwiajagce konstruowanie
nowych obiektow z elementow podstawowych lub
obiektow zbudowanych wczesniej. Reguty te
mozna stosowac wielokrotnie, tworzgc nowe obiekty.
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Definicja rekurencyjna
S
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Rekurencja w jez. programowania

Rekurencja jest zaimplementowana w wielu
Jezykach programowania.
Np. w jezyku C, funkcja f moze wywotaCc samag
siebie albo bezposrednio z poziomu funkcji f, albo
posrednio wywotujgc inng funkcje (ktéra wywotuje
iInng funkcje, ktéra wywotuje inng funkcje, ... , ktora
wywotuje funkcje f).
Czesto mozna opracowywac algorytmy
rekurency|ne, nasladujac definicje rekurencyjne
zawarte w specyfikacji programu, ktory jest
iImplementowany.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 26/10/2015



Rekurencja w jez. programowania

Implementacja w jezyku C jest prosta... ale kod
Zrodtowy nie sugeruje jak to sie odbywa.

Jak funkcja wywotujaca sama siebie moze w
ogole dziatac i jeszcze dawac prawidiowy wynik?
Realizacja (pomyst od E. W. Dijkstry) przy pomocy
stosu i systemu operacyjnego (patrz nastepne

wyktady).
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Funkcja rekurencyjna obliczajgcan! dlan >1

e ..

int fact(int n)

{
if (n < 1)
return 1; /*podstawa®*/
else
return n - fact(n-1) /* indukcja®/
}
Wywotanie l { Zwrocenie 24
fact(4) fact(4)
Wywotanie l T Zwrocenre 6
fact(3) fact(3)
Wywotanie | Zwrocenie 2
fact(2) I fact(2)
Wywoftanie | T Zwrocenie 1

fact(1)
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Rekurencja czy iteracja?

e

Jak obliczac cigg Fibonacciego?

F(n)=n jeslhin <2
F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2
Iteracja:

IterativeFib (int n) {
if (n <2) return n;
else {
int tmp, current =1, last=0;
for (i=2, i<=n, ++i) {
tmp=current;
current+=last;
last=tmp;

}

return current;

}
}

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wags

Rekurencja:
Fib (int n)

{
if (n <2)
return n;

else
return Fib(n-2) + Fib(n-1);

}

Mozna pokazac ze liczba wywolan
funkcji Fib() jest 2:Fib(n+1)-1

w celu obliczenia wartosct Fib(n).

Trzeba miec dobry pomysl
na prosty algorytm iteracyjny.
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Rekurencja dla ciggu Fibonacciego

g

&

o+

Obliczenia sq bardzo nieetektywne bo tunkeja F()
jest wywolywana 25 razy dla obliczenia 7-go
elementu. Powtarzamy wiele razy te same obliczenial
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Rekurencja czy iteracja?

O Jak obliczac cigg Fibonacciego?
F(n) = n jeslin < 2
F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslhin = 2

2

liczba Przypisania
B dodawan Algorytm iteracyjny Algorytm rekurencyjny
6 5 15 25
10 9 27 177
15 14 42 1973
20 19 57 21891
25 24 72 242785
30 29 87 2692537

Algorytm rekurencyjny ma ztozonos¢ O(2"), to zbyt
wysoka cena za prostote. (3 10° wywotan dla F(30))

Algorytm iteracyjny ma ztozonos¢ O(n)
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Rekurencja czy iteracja?

Kazdy problem majacy rozwiazanie rekurencyjne daje sie
takze rozwigzac w sposob iteracyjny, chocC jego rozwigzanie
iteracyjne moze byC mniej czytelne w poréwnaniu z
rekurencyjnym, a niekiedy wrecz sztuczne.

Rekurencja moze by¢ ponadto symulowana w sposob
iteracyjny, przy uzyciu struktur danych zwanych stosami.

Programy rekurencyjne sg czesto mniejsze i tatwiejsze do
zrozumienia od ich iteracyjnych odpowiednikow.

Co wazniejsze, niektore problemy (szczegolnie niektore
problemy wyszukiwania) sg znacznie tatwiejsze do rozwigzania
Za pomocg programow rekurencyjnych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 26/10/2015



Indukcja
N
- Zagadnieniem rowniez zwigzanym z iteracja i
rekurencja jest indukcja (ang. induction):

o technika stosowana w matematyce do
dowodzenia, ze twierdzenie S(n) jest prawdziwe
dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych n
lub, uogolniajac, dla wszystkich liczb catkowitych
> o0d pewnego ograniczenia dolnego.
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Indukcja

Niech bedzie dowolnym twierdzeniem
dotyczacym liczby catkowitej n. W najprostsze) formie
dowodu indukcyjnego ( )
twierdzenia dowodzi sie dwoch faktow:
za ktory czesto przyjmuje
sie twierdzenie . Przypadkiem podstawowym moze
jednak by¢ rownie dobrze dla dowolnej liczby

catkowitej k. Dowodzi sie wowczas prawdziwosci
twierdzenia dla

gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich (lub wszystkich ), prawdziwos¢
Implikuje prawdziwosc
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Indukcja zupetna | czesciowa

.23 4
o Indukcja czesciowa (staba): wykorzystujemy
wytgcznie hipoteze indukcyjna S(n) do wykazania
prawdziwosci S(n+1).

o Indukcja zupetna (silna): Mozemy wykorzystac
kazdg z wartosci S(i), od podstawy az do n do
wykazania prawdziwosci S(n+1).
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Indukcja zupetna | czesciowa

Dla indukcji zupetnej dowodzimy, ze twierdzenie
S(n), dla wszystkich n > 0O jest prawdziwe na
podstawie dwoch faktow:
Przypadku podstawowego: dowodzi sie
prawdziwosci S(0) ( lub S(k) jezeli to jest przypadek
podstawowy)

Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n>0 (lub wszystkich n>k), ze prawdziwosc¢
twierdzen S(0), S(1), S(2), ..., S(n) implikuje
prawdziwosC S(n+1).
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Indukcja zupetna | czesciowa

Indukcje z wiekszg liczba przypadkow
podstawowych:
Niekiedy przydatne jest wykorzystanie wiecej niz
jednego przypadku podstawowego:
Przypadek podstawowy: dowodzi sie poprawnosci
wszystkich przypadkow podstawowych, czyli S(iy),
S(iy), S(i,), ..., S(i,)-
Krok indukcyjny: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n>i . (lub wszystkich n>k), ze prawdziwosc
twierdzen S(iy), S(iy), S(i,), ..., S(n) dla n>i_,, implikuje
prawdziwosc¢ S(n+1).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 26/10/2015



Definicje indukcyjne

o W definicji indukcyjnej definiuje sie jedng lub wiecej klas
reprezentujgcych scisle powigzane ze sobg obiekty (lub

fakty) na bazie tych samych obiektow.
o Definicja indukcyjna powinna zawierac:

jedng lub wiecej regut podstawowych, z ktorych niektére
definiujg pewne obiekty proste,

jedng lub wiecej regut indukcyjnych, za pomocg ktorych

definiuje sie wieksze obiekty na bazie mniejszych z tego
samego zbioru.
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Definicje indukcyjne

Istnieje sciste powigzanie pojeC dowodow indukcyjnych,
definicji indukcyjnych oraz programow rekurencyjnych.

Kazde z tych pojec oplera sie na ,kroku podstawowym” i
,kroku indukcyjnym?”.

W ,zwyktych” (,czesciowych”) indukcjach kolejne kroki
zalezg wytgcznie od krokow poprzednich.

Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania
dowodow za pomocg indukcji zupetnej, w ktorej kazdy
krok moze zalezeC od wszystkich krokow
wczesniejszych.

Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu
poprawnosci programow lub ich fragmentow.
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Wyktad 4 — czesc |l
I I —

=u o Algorytmy iteracyjne: sortowanie
S przez wybieranie

o Algorytmy rekurencyjne: sortowanie
przez dzielenie | scalanie

sortowania
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Elementy technik sortowania

Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania sekwencji
operacji jest wykorzystanie konstrukcji iteracyjne| (instrukcje
for, while w jezyku C).

Przyktad:
Przypuscmy ze mamy liste liczb catkowitych
(7,4,2,8,9,7,7,2,1).

Sortujemy te liste (w porzgdku niemalejgcym) permutujgc jg do
postaci
(1,2,2,4,7,7,7,8,9).

Nalezy zauwazyc¢, ze sortowanie nie tylko porzgadkuje wartosci, tak
ze kazda jest rowna lub mniejsza kolejnej liczbie z listy, ale takze
zachowuje liczbe wystgpien kazdej wartosci.
Algorytm sortujgcy pobiera na wejsciu dowolna liste i zwraca
jako wynik liste posortowang. Kazdy element wystepujacy w
liscie pierwotnej wystepuje rowniez w liscie posortowane;.
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Elementy technik sortowania

Liste elementow dowolnego typu mozna sortowac
wowczas, gdy istnieje mozliwos¢ zdefiniowania
miedzy nimi relacji mniejszosci oznaczanej typowo
b < 7))

Jezeli elementami do posortowania sg liczby
catkowite lub rzeczywiste, symbol ” < oznacza
znang wszystkim relacje mniejszosci

Jezeli elementami sg ciggi znakow, mozna np.
stosowac ,,porzadek leksykograficzny”.

Jezeli elementy sg skomplikowane (struktury) to
mozemy do posortowania wykorzystac czesc
kazdego elementu (jedno konkretne pole).
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Sortowanie przez wybleranie —
iteracy|ny algorytm sortujacy

Mamy tablice A zawierajgcg n liczb catkowitych
ktore chcemy posortowac¢ w porzgdku
niemalejgcym. Mozna to zrobi¢ wielokrotnie
powtarzajgc krok:

wyszukaj najmniejszy element nieposortowan
czesci tablicy

wymien go z elementem znajdujgcym sig na
pierwszej pozycji nieposortowanej czesci tabli

Pierwsza iteracja: wybiera najmniejszy
element w A[O, n-1], zamienia z elementem 1
pozycji A[O];

Druga iteracja: wybiera najmniejszy elemer 9
A[1, n-1], zamienia z elementem na pozycji / 7 Afo-1]

Trzecia iteracja: ...

I-ta iteracja wymaga przejrzenia (n-i)
elementow.

poitl

1 —1 B O Y —

iteracjach

——-

o0
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Sortowanie przez wybleranie —
rekurencyjny algorytm sortujgcy

Mamy tablice A zawierajgca n liczb catkowitych ktore
chcemy posortowac w porzadku niemalejgcym.

Mozna to robi¢ rekurencyjnie
wybieramy najmniejszy element z reszty tablicy A (czyli z AJi,

., n-1]),

wymieniamy wybrany w poprzednim kroku element z
elementem A[i],

sortujemy reszte tablicy czyli A[i+1, ..., n-1].
Podstawa:

Jesli i = n-1, to pozostaje do posortowania jedynie ostatni
element tablicy. Poniewaz pojedynczy element jest zawsze
posortowany nie trzeba podejmowac zadnych dziatan.

Indukcia:

Jesli i < n-1, to nalezy znalez¢ najmniejszy element w tablicy / Aln-1]
Ali, ..., n- 1] wymieni¢ go z elementem AJi] i rekurencyjnie
posortowac tablice A[i+1,...,n-1].

Kompletny algorytm realizujgcy powyzszg rekurencje
rozpoczyna sie od i=0. 26/10/2015
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie”
rekurencyjny algorytm sortujgcy

Najlepszy opis sortowania przez scalanie opiera sie na
rekurenciji i ilustruje rownoczesnie bardzo korzystne
zastosowanie techniki ,dziel i zwyciezaj”.

Liste (a,, a,, a,, ..., a,) sortuje sie dzielgc na dwie listy o
dwukrotnie mnlejszyc rozmiarach. Nastepnie obie listy sg
sortowane osobno. Aby zakonczycC proces sortowania
oryginalnej listy n-elementow, obie listy zostajg scalone przy
pomocy specjalnego algorytmu

Scalanie:

Prostym sposobem scalania dwdch list jest analiza od ich
poczatkow. W kazdym kroku nalezy znalezC mniejszy z dwdch
elementow bedacych aktualnie na czele list, Wybrac go jako kolejny
element tgczonej listy i usungc go z plerwotnej listy”, wskazujgc na
kolejny pierwszy element. W przypadku rownych plerwszych
elementow mozna dodawac je do tgczonej listy w dowolnej
kolejnosci.
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Rekurencyjne dzielenie | scalanie

/N S
Lok
[\

7 1

o Dzielenie:

~ —

~J
N
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Rekurencyjne dzielenie | scalanie

o Scalanie:

122477789
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12779 \
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17 9 2 7 4 7 8 2
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Sortowanie przez ,dzielenie | scalanie” —
rekurencyjny algorytm sortujgcy

Podstawa:

Jesli lista do posortowania jest pusta lub
jednoelementowa, zostaje zwrocona ta sama lista
— jest ona juz posortowana.

Krok indukcyjny:
Jezeli lista ma nie mniej niz 2 elementy to podziel
liste na dwie (np. elementy o parzystym indeksie i
elementy o nieparzystym indeksie).
Posortuj kazdg z dwoch list osobno i scal.
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Techniki sortowania

Istnieje wiele roznych sposobow sortowania:

sortowanie przez wybieranie jest tatwym ale wolnym
Sposobem sortowania,

sortowanie przez scalanie jest szybszym ale tez bardzie;
skomplikowanym algorytmem,

iInne algorytmy sortowania: patrz nastepne wyktady.
Mozna pokazac ze algorytm sortowania przez

wybieranie zachowuje si¢ jak O(n?), natomiast
algorytm sortowania przez scalanie O(n log n).

To sg tylko ograniczenia asymprtotyczne, w praktyce
juz dla kilkudziesigciu elementow sortowanie przez
scalanie jest szybsze.
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Techniki sortowania

Dla matych n algorytm sortowania przez
wybieranie jest szybszy niz sortowania przez
scalanie. Wobec tego optymalne bedzie
uzywanie go jako elementu algorytmu
sortowania przez scalanie.

Czesto rozwazamy modyfikacje algorytmu
sortowania przez scalanie, w ktorej
doprowadzamy do podziatu na n/k list, a kazda
Z nich sortujemy przez wybieranie (a wiec nie
doprowadzamy az do list 2-elementowych!).
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Podsumowanie

Jak wskazuje praktyka programistyczna, wiekszosc algorytmow
daje sie zaliczy¢ do jednej z dwoch kategorii: pierwsza z nich
tworza algorytmy o charakterze iteracyjnym, druga —
zdecydowanie mniejszg — o charakterze rekurencyjnym.

Dla wielu problemoéw znane jest tylko rozwigzanie
rekurencyjne.

Istnieje Scisle powigzanie dowodow indukcyjnych, definicji
rekurencyjnych oraz programow rekurencyjnych. Kazde opiera sig
na podstawie i kroku indukcyjnym.

W indukcjach czesciowych kolejne kroki zalezg wytgcznie od
krokow poprzednich.

Czesto zachodzi koniecznosc¢ przeprowadzania dowodow za
pomocg indukcji zupetnej, w ktorej kazdy krok moze zalezec€ od
wszystkich wczesniejszych.

Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu poprawnosci
dziatania programow lub ich fragmentow.
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= ...

soa--0- 0 Rekurencja dla algorytmu ,dziel |
nie
rekurencji

zwyciezaj”
- Rozwigzywanie rekurencji

o Metoda podstawiania

o Metoda iteracyjna
= Drzewa rekurs;ji

= Metoda uniwersalna
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Czas dziatania programu

- Dla konkretnych danych wejsciowych jest wyrazony
liczba vwkonanych prostych (elementarnych) operacj
lub “krokow”. Jest dogodne zrobienie zatozenia ze
operacja elementarna jest maszynowo niezalezna.

O Kazde wykonanie i-tego wiersza programu jest rowne
C,, przy czym c; jest stata.

o Kiedy algorytm zawiera rekurencyjne wywotanie
samego siebie, jego czas dziatania mozna czesto
opisac zaleznosmq rekurencyjna (rekurencja)
wyrazajgcg czas dla problemu rozmiaru n za pomocag
czasu dla podproblemow mniejszych rozmiarow.

0 Mozemy wiec uzy¢ narzedzi matematycznych aby
rozwiazac¢ rekurencje i w ten sposob otrzymac
oszacowania czasu dziatania algorytmu.
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Rekurencja dla algorytmu typu
,dziel | zwyciezaj”

RekurenCJa odpowmdamca czasowi dziatania algorytmu
typu “dziel i zwycigza]” opiera sie na podziale jednego
poziomu rekursji natrzy etapy.

Niech T(n) bedzie czasem dziatania dla jednego problemu
rozmiaru n.

Jesli rozmiar problemu jest odpowiednio maty, powiedzmy n < c
dla pewnej statej c, to jego rozwigzanie zajmuje staty czas, co

zapiszemy jako @)(1)

Zatozmy ze dzielimy problem na a podproblemow, kazdy
rozmiaru n/b. Jesli D(n) jest czasem dzielenia problemu na
podproblemy, a C(n) czasem scalania rozwigzan podproblemow

w petne rozwigzanie dla oryginalnego problemu, to otrzymujemy
rekurencje

T(n) = 6(1) jeslinsc
T(n) =aT(n/b) + D(n) + C(n) w przeciwnym przypadku



Rekurencja dla algorytmu typu
,dziel | zwyciezaj”

Przykfad: algorytm sortowania przez scalanie

dziel: znajdujemy srodek przedziatu, zajmuje to czas
staty D(n)= ©(1),

zwyciezaj: rozwigzujemy rekurencyjnie dwa
podproblemy, kazdy rozmiaru n/2, co daje czas dziatania
2 T(n/2),

pofgcz: dziata w czasie ®(n), a wiec C(n)= O(n).
Ostatecznie:

T(n) = ©(1) jesli n=1

T(n) =2 T(n/2) + O(1) + O(n)  jesli n>1
Rozwigzaniem tej rekurenciji jest T(n) = ®(n log n).
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Metody rozwigzywania rekurencii

Metoda podstawiania:
zgadujemy oszacowanie, a nastepnie dowodzimy
przez indukcje jego poprawnosc.

Metoda iteracyjna:

przeksztatcamy rekurencje na sume, korzystamy z
technik ograniczania sum.

Metoda uniwersalna:

stosujemy oszacowanie na rekurencje majgce postac
T(n) =a T(n/b) + f(n), gdzie a=1, b>1, a f(n) jest dang
funkcja.
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Metoda podstawiania

Polega na zgadnieciu postaci rozwiazania, a
nastepnie wykazaniu przez indukcje, ze jest ono
poprawne.

Trzeba tez znalezC odpowiednie state.

Bardzo skuteczna, stosowana tylko w
przypadkach kiedy tatwo jest przewidziecC postac
rozwigzania.
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Metoda podstawiania

Przyktad:

Postac rekurencii:
T(n) =2T(n/2) + n

Zgadniete rozwigzanie:
T(n) = ©(n log n)

Podstawa:
n=2; T(1)=1; T(2)=4;

Indukcja:
T(n) =2 (c(n/2)log(n/2)) + n <c nlog(n/2) + n
T(n) <cnlog(n/2) + n =cnlog(n) —cnlog(2) + n
T(n) <cnlog(n) —cnlog(2) + n=cnlog (n) —cn+n
T(n) <cnlog (n) — cn + n < cn log(n)

spetnione dla c>=1;
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Metoda iteracyjna

Polega na rozwijaniu (iterowaniu) rekurencji i
wyrazanie jej jako sumy sktadnikow zaleznych
tylko od n warunkow brzegowych. Nastepnie
mog3a bycC uzyte techniki sumowania do
oszacowania rozwigzania.
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Metoda iteracyjna

Przykiad:
Postac rekurencji:

T(n) = 3T(n/4) + n

lterujemy:

T(n) =n+ 3T(n/4) =n + 3((n/4) +3T(n/16)) =n + 3 (n/4) +

9T(n/16)

T(N) =n+3(n/4) + 9T(n/16) =n + 3 n/4 + 9 n/16 + 27 T(n/64)
Iterujemy tak dtugo az osiggniemy warunki brzegowe.
Sktadnik i-ty w ciggu wynosi 3i n/4i.

Iterowanie konczymy, gdy n=1 lub n/4i =1 (czylii >
log4(n)).

T(n) <n +3n/4 + 9n/16 + 27n/64 + ..... + 3 log4n ©(1)

T(n) <4n + 3 log4n B(1) = B(n)




Metoda iteracyjna

Metoda iteracyjna jest zazwyczaj zwigzana z duzg
lloscig przeksztatcen algebraicznych, wiec
zachowanie prostoty nie jest tatwe.

Punkt kluczowy to skoncentrowanie sie na dwoch
parametrach:

liczbie iteracji koniecznych do osiggniecia warunku
brzegowego

oraz sumie sktadnikdw pojawiajgcych sie w kazdej
iteracji.
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Drzewa rekursjl

Pozwalajg w dogodny sposéb zilustrowac
rozwijanie rekurencji, jak rowniez utatwiajg
stosowanie aparatu algebraicznego stuzgcego do
rozwigzywania te] rekurencii.

Szczegolnie uzyteczne gdy rekurencja opisuje
algorytm typu “dziel i zwyciezaj".
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Drzewa rekursji dla algorytmu

,dziel | zwyciezaj”

0 T(n) = 2T(n/2) + n?

-
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Drzewa rekursji dla algorytmu

,dziel | zwyciezaj”

0 T(n) = 2T(n/2) + n?

SN

(ﬂ/ 2)2 (ﬂ/ 2)2 > Y5 n?

T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4) —— 1/4n?

2. =0

- Rozwigzaniem tego rownania jest T'(n) = O(n?)
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Drzewa rekursj

0 T(n)=T(n/3) + T(2n/3) + n

A

/ﬂ .
3

; n/ ; ;Zn/ 3 ; > .
v Drzielimy tak dlugo az n (2/3)k=1 => n = (3/2)k .
=>k = log; ,(n) = 1093,(2) * log(n) Z o @(ﬂ logn)

0 Rozwigzaniem tego réwnania jest T(n) = ®(nlogn)
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Funkcje tworzgce

Rekurencje byty badane juz od 1202 roku
przez L. Fibonacciego

A. de Moivre w 1730 roku wprowadzit pojecie
funkcji tworzgcych do rozwigzywania
rekurencji.
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Metoda rekurencji universalnej

Metoda rekurencji uniwersalnej podaje
“uniwersalny przepis” rozwigzywania rownania
rekurency nego postaci:

T(n) =a T(n/b) + f(n)
gdzie az=1 i b>1 sg statymi, a f(n) jest funkcja
asymptotycznie dodatnia.
Za wartosc¢ (n/b) przyjmujemy najblizszg liczbe
catkowitg (mniejsza lub wiekszg od wartosci
doktadne)).
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Metoda rekurencji universalnej

Rekurencja opisuje czas dziatania algorytmu,
ktory dzieli problem rozmiaru n na a
problemoéw, kazdy rozmiaru n/b, gdzieaib
sg dodatnimi statymi.

Kazdy z a problemow jest rozwigzywany
rekurencyjnie w czasie T(n/b).

Koszt dzielenia problemu oraz tgczenia
rezultatow czesciowych jest opisany funkcja

f(n).
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Twierdzenie o rekurencii
uniwersalnej

O Niech a21: b>1 beda stalymi, niech f(n) bedzie pewna tunkcja 1
niech T'(n) bedzie zdetiniowane dla nienjemnych liczb
calkowitych przez rekurencje

T(n) = a'T(n/b) + f(n)
gdzie (n/b) oznacza najblizsza liczbe calkowita do wartoscs

dokladne; n/b.

O Wtedy tunkcja T(n) moze by¢ ograniczona asymptotyczuie w
nastepuyacy sposob:
= Jesh f(n) = O(n'°sp*€) dla pewnej stalej €>0, to T(n) = O(n'°sp?).
m Jesli f(n) = O(n'°%r?) to T(n) = O(n'°%? log n).
m Jesli f(n) = n'°8,*7¢ dla pewnej stalej €20 1 jesli af(n/b) = cf(n) dla
pewnej stale; ¢<11 wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) = O(f(n)).
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Twierdzenie o rekurenciji

uniwersalne"

O “Intuicyjnie...”:

B W kazdym z trzech przypadkow pordéwnujemy tunkcje f(n) z
funkcja n'°g,2. Rozwiazanie rekurency: zalezy od wickszej z
dwoch tunkeys.

B Jesli tunkcja nlog,? jest wieksza, to rozwiqzaniem rekurency
jest:

o T(n) = O(nl°%p?).

B Jesl: tunkcje sa tego samego rzedu, to mnozymy przez log n 1
rozwigzamem jest:

o T(n) = O@(n'°%* log n) = T(n) = O(f(n) log n).

B Jesli f(n) jest wicksza, to rozwigzaniem jest:

7 T(n) = O(f(n)).
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Przyktad

O0T(n)=9Tn/3) +n
a=9,
b=3,
f(n)=n,
a zatem n'°8p* = n'°83? = O(n?).

0 Poniewaz f(n)=0(n'°83"¢), odzie €=1, mozemy
zastosowac przypadek 1 z twierdzeniar wnioskowac ze
rozwiazaniem jest T(n) = @(n?).
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Przyktad

O0T(n)= T(2n/3) +1
a=1,
b=3/2,
f(n)=1,
1 — 0 —

a zatem n°8p? = nl°83 0l = n' = 1.

O Stosujemy przypadek 2, edyz f(n) = @(n'°%,* ) = O(1),

a zatem rozwigzaniem rekurencyi jest T(n) = @(log n) .
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Przyktad

O T(n) = 3T(n/4) + nlogn

a=3,
b=4,
f(n)=n log n,
a zatem nl°2p? = nlogyd = 0(110 79")

O Poniewaz f(n) = Q(n!°24%¢ ) | odzie € = 0.2, wiec stosuje sie
tuta) przypadek 3, jesli mozemy pelﬂz"w ze dl”l f(n) zachodzi
warunek 16011111110%(‘1
Dla do%tf{teczme duzych n:

af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) < (3/4)nlog(n) = c f(n)
dla ¢=3/4.

O W ’lluﬂﬁ'k ]E“’st “‘aPE‘hllOllT 1 ITlOZE‘ﬂlT 11’1131‘%”1(_“ Ze fOZW 1412’1111(?111

rekurenci: jest T (n) = @(nlog n).
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Przyktad
e 4
O Tm)= 2T(n/2) +nlogn

a=2,

b=2,

f(n)=n log n,
a zatem nl°%,? = n.

O Wydaje sie ze powinten to by¢ przypadek 3, gdyz f(n)=n log n
jest asymptotycznie wieksze niz nl°€,2 = n, ale nie wielomianowo
wiekszy.

O Stosunek f(n)/ nl°g,? = (nlog n)/n = log n jest asymptotycznie
muieszy niz n® dla kazdej dodatniej staley €.

O W konsekwency: rekurencja ta “wpada” w luke muiedzy

przypadkiem 21 3.
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Pytania do wyktadu

Podaj przyktad algorytmu iteracyjnego, wskaz
gdzie w algorytmie wystepuje iteracja

Podaj przyktad algorytmu rekurencyjnego, wskaz
gdzie w algorytmie wystepuje rekurencja.

Na czym polega dowod indukcyjny?

Na czym polega proces sortowania przez
wybieranie? Jakg ma ztozonosc¢ obliczeniowg?

Na czym polega proces sortowania przez
,dzielenie i scalanie™? Jakg ma ztozonosc¢
obliczeniowg?
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