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Graf

Graf to jest relacja binarna.

Dla grafbw mamy ogromne mozliwosci wizualizacji jako zbior

punktéw (zwanych wierzchotkami) potgczonych liniami

lub strzatkami (nazwanych krawedziami). Pod tym

\C/lvzgledhem graf stanowi uogolnienie drzewiastego modelu
anyc

Podobnie jak drzewa, grafy wystepujg w roznych postaciach:
grafow sklerowanych | nieskierowanych lub
etykietowanych i1 niezaetykietowanych.

Grafy sg przydatne do analizy szerokiego zakresu
problemow: obliczanie odlegtosci, znajdowanie cyklicznosci w
relacjach, reprezentacji struktury programow, reprezentacji
relacji binarnych, reprezentacji automatow i uktadow
elektronicznych.

Teoria grafow jest dziedzing matematyki zajmujgca sie
witasciwosciami grafow.
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Implementacje grafow

Istniejg dwie standardowe metody reprezentacii
grafow.

Pierwsza z nich, listy sasiedztwa (ang. adjacency
lists), jest, ogolnie rzecz biorgc, podobna do
Implementacji relacji binarnych.

Druga, macierze sgsiedztwa (ang. adjacency
matrices), to nowy sposob reprezentowania relac;i
binarnych, ktory jest bardziej odpowiedni dla relacji, w
przypadku ktorym liczba istniejgcych par stanowi
Znaczgcyg czesc catkowitej liczby par, jakie mogtyby
teoretycznie istnieC w danej dziedzinie.
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Listy sgsiedztwa

o Listy sgsiedztwa zostaty posortowane wg.
kolejnosci, ale nastepniki mogg wystepowac w
dowolnej kolejnosci na odpowiednigj liscie
sgsiedztwa.
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Macierz sgsiedztwa
_ 6

Tworzymy dwuwymiarowg tablice;
BOOLEAN vertices[MAX][MAX];

w ktorej element vertices[u][v] ma wartos¢ TRUE
wowczas, gdy istnieje krawedz (u, v), zas FALSE, w
przeciwnym przypadku.
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Sktadowa spodjna grafu

nieskierowanego
n Kazdy graf nieskierowany mozna podzieli¢ na jedna lub

wiekszg liczbe spojnych sktadowych (ang. connected
components).

- Kazda spojna sktadowa to taki zbior wierzchotkow, ze dla
kazdych dwoch z tych wierzchotkow istnieje ’faczaca je
sciezka. Jezeli graf sktada si¢ z jednej spojnej sktadowej to
mowimy ze jest spojny (ang. connected).

To jest graf spdjny
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Algorytm wyznaczania spojnych
sktadowych

Przeprowadzamy rozumowanie indukcyjne.

o Podstawa:

Graf G, zawiera jedynie wierzchotki grafu G i zadnej jego krawedzi.
Kazdy wierzchotek stanowi odrebng spodjng sktadowsg .

o Indukcja:
Zaktadamy, ze znamy juz spojne sktadowe grafu G; po rozpatrzeniu
pierwszych i krawedzi, a obecnie rozpatrujemy (|+1) krawedz {u, v}.
= jezeli wierzchotki u, v nalezg do jednej spojnej sktadowej to nic sie nie zmienia
= jezeli do dwoch réznych, to tgczymy te dwie spdjne sktadowe w jedna.
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Minimalne drzewa rozpinajgce

Drzewo rozpinajace (ang. spanning tree) grafu

nieskierowanego G stanowi zbior wierzchotkow tego

grafu wraz z podzbiorem jego krawedzi, takich ze:
lgczg one wszystkie wierzchotki, czyli istnieje droga miedzy

dwoma dowolnymi wierzchotkami ktora sktada sie tylko z
Krawedzi drzewa rozpinajgcego.

tworzg one drzewo nie posiadajgce korzenia,
nieuporzadkowane. Oznacza to ze nie istniejg zadne
(proste) cykle.

Jesli graf G stanowi pojedynczg spojng sktadowg to
drzewo rozpinajgce zawsze istnieje. Minimalne
drzewo rozpinajgce (ang. minimal spanning tree) to
drzewo rozpinajgce, w ktorym suma etykiet jego
kKrawedzi jest najmniejsza ze wszystkich mozliwych do
utworzenia drzew rozpinajgcych tego grafu.
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Minimalne drzewa rozpinajgce
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Graf nieskierowany Drzewo rozpinajgce
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Algorytm Kruskala

Istnieje wiele algorytmow do znajdowania
minimalnego drzewa rozpinajgcego.

Jeden z nich to algorytm Kruskala, ktory stanowi
proste rozszerzenie algorytmu znajdowania
spojnych sktadowych. Wymagane zmiany to:
nalezy rozpatrywac krawedzie w kolejnosci zgodnej z
rosngcg wartoscig ich etykiet,
nalezy dotaczyC krawedz do drzewa rozpinajgcego
tylko w takim wypadku gdy jej konce nalezg do dwoch
roznych spojnych sktadowych.
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Algorytm Kruskala
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Graf nieskierowany Minimalne drzewo rozpinajgce

(w nawiasach podano kolejnos¢ dodawanych
krawedzi)
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Algorytm Kruskala

Algorytm Kruskala jest dobrym przyktadem algorytmu
zachlannego (ang. greedy algorithm), w przypadku ktérego
podejmowany jest szereg decyzji, z ktorych kazdg stanowi
wybranie opcji najlepsze] w danym momencie.

Lokalnie podejmowane decyzje polegajg w tym przypadku na
wyborze krawedzi dodawanej do formowanego drzewa
rozpinajgcego.

Za kazdym razem wybierana jest krawedz o najmniejsze
wartosci etykiety, ktora nie narusza definicji drzewa
rozpinajgcego, zabraniajgcej utworzenia cyklu.

Dla algorytmu Kruskala mozna wykazac, ze jego rezultat jest
optymalny globalnie, to znaczy ze daje on w wyniku drzewo
rozpinajgce o minimalnej wadze.

Czas wykonania algorytmu jest O(m log m) gdzie m to jest
wieksza z wartosci liczby wierzchotkow i liczby krawedzi.
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Algorytm przeszukiwania w gtgb

Jest to podstawowa metoda badania grafow skierowanych.

Bardzo podobna do stosowanych dla drzew, w ktorych
startuje sie od korzenia i rekurencyjnie bada wierzchotki
potomne kazdego odwiedzonego wierzchotka.

Trudnosc polega na tym ze w grafie mogg pojawiac sie
cykle... Nalezy wobec tego znaczyC wierzchotki juz
odwiedzone i nie wracaé wiecej do takich wierzchotkow.

Z uwagi na fakt, ze w celu unikniecia dwukrotnego odwiedzenia
tego samego wierzchotka jest on odpowiednio oznaczany, graf w
trakcie jego badania zachowuje sie podobnie do drzewa.

W rzeczywistosci mozna narysowac drzewo, ktorego
krawedzie rodzic-potomek bedg niektorymi krawedziami
przeszukiwanego grafu G.

Takie drzewo nosi nazwe drzewa przeszukiwania w gtab (ang.
depth-first-search) dla danego grafu.
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Algorytm przeszukiwania w gtgb
N

Las przeszukiwania:
dwa drzewa o korzeniach a, d

Jedno z

mozliwych drzew ’

Graf skierowany przeszukiwania

Las przeszukiwania w gtgb. 17
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Drzewo przeszukiwania w gigb

wstecZna

- Po (podczas) konstruowaniu drzewa
przeszukiwania w gtgb mozna ponumerowac
jego wierzchotki w kolejnosci wsteczne]j
(ang. post-order).
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Znajdowanie spojnych sktadowych

Do znajdowania spdjnych sktadowych mozemy uzyc
algorytmu poszukiwania w gtgb.

Traktujemy graf nieskierowany jako graf skierowany,
w ktorym kazda krawedz nieskierowana zostata
zastgpiona dwiema krawedziami skierowanymi
wiodgcymi w obu kierunkach.

Do reprezentacji grafu uzywamy list sgsiedztwa.

Tworzymy las przeszukiwania w gtgb grafu
skierowanego. Kazde drzewo w tym lesie odpowiada
jednej sktadowej spdjnosci grafu nieskierowanego.

Czas wykonania algorytmu O(m)

przy uzyciu struktury drzewiastej czas wykonania wynosi
O(m log n).
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Algorytm Dikstry

Szukamy najkrotszej drogi pomiedzy dwoma
wierzchotkami
Rozpatrujemy graf G (skierowany lub

nieskierowany), w ktorym wszystkie krawedzie
zaetykietowano wartosciami reprezentujgcymi ich
dtugosci.

Diugosc (ang. distance) danej drogi stanowi
wartosc sumy etykiet zwigzanych z nig krawedzi.
Minimalna odlegtos¢ z wierzchotka u do
wierzchotka v to minimalna dtugosc ktorejs z drog

od u do v.
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Algorytm Dikstry

Traktujemy wierzchotek s jako wierzchotek
zrodtowy. Na etapie posrednim
wykonywania algorytmu w grafie G istniejg
tzw. wierzchotki ustalone (ang. settled), tzn.
takie dla ktorych znane sg odlegtosci
minimalne. W szczegolnosci zbior takich
wierzchotkow zawiera rowniez wierzchotek s.

Dla nieustalonego wierzchotka v nalezy specjalna
zapamietac dtugosc najkrotszej drogi
specjalne] (ang. special path) czyli takiej
ktdra rozpoczyna sie w wierzchotku
zrodtowym, wiedzie przez ustalone
wierzchofki, i na ostatnim etapie przechodzi z
obszaru ustalonego do wierzchotka v.
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Algorytmy znajdowania
najkrotszych drog

Jesli potrzebne jest poznanie minimalnych odlegtosci
miedzy wszystkimi parami wierzchotkéw w grafie o n
wierzchotkach, ktore posiadajg etykiety o wartosciach
nieujemnych, mozna uruchomic algorytm Dijkstry dla
kazdego z n wierzchotkow jako wierzchotka zrodtowego.

Czas wykonania algorytmu Dijkstry wynosi O(m log n ),
gdzie m oznacza wiekszg wartosc z liczby wierzchotkow |
liczby krawedzi. Znalezienie w ten sposob minimalnych
odlegtosci miedzy wszystkimi parami wierzchotkow zajmuje
czas rzedu O(m n log n).

Jesli m jest bliskie swojej maksymalnej wartosci m = n? to
mozna skorzystac z implementacji algorytmu Dijkstry ktory
d2|a§a w czasie O(n?). Wykonanie go n razy daje czas rzedu
O(n°).
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Algorytm Floyda-Warshalla

Podstawa algorytmu jest dziatanie
polegajgce na rozpatrywaniu po kolei
kazdego wierzchotka grafu jako
elementu centralnego (ang. pivot).

Kiedy wierzchotek u jest elementem
centralnym, staramy sie wykorzystac fakt,
ze U jest wierzchotkiem posrednim
miedzy wszystkimi parami wierzchotkow.

Dla kazdej pary wierzchotkow, na
przyktad v 1 w, jesli suma etyklet krawedzi
(v, u) oraz (u, W) (na rysunku d+e) , jest
mniejsza od biezgco rozpatrywanej
etykiety f krawedzi wiodgcej od v do w, to
\évartosc f jest zastepowana wartoscig

+e
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Podsumowanie
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Wyktad 10, part |

e

Wzorce, o Definicja

automaty

o Grafy reprezentujgce maszyny
stanow

o Symulacje automatow
o Automaty deterministyczne

- Automaty niedeterministyczne

o Przejscie do automatu
deterministycznego

- Minimalizacja automatow
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Wzorce | automaty

Problematyka wzorcow stanowi bardzo rozwinietg
dziedzine wiedzy. Nosi ona nazwe teori
automatow lub teorii jezykow, a jej podstawowe
definicje i techniki stanowig istotng czesc
iInformatyeki.

Poznamy trzy rownowazne opisy wzorcow:

oparty na teorii grafow, polegac bedzie na
wykorzystaniu sciezek w grafie szczegolnego rodzaju
ktory nazwiemy automatem.

0 charakterze algebraicznym, wykorzystujgcy
notacje wyrazen regularnych.

oparty o wykorzystanie definicji rekurencyjnych,
nazwany gramatykg bezkontekstowa.
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Automat rozpoznajgcy ciagi liter

Stany programu sg reprezentowane za pomocg grafu skierowanego,
ktorego krawedzie etykietuje sie zbiorami znakow. Krawedzie takie nazywa
sie przejsciami (ang. transition).

Niektore wierzchotki sg zaznaczone jako stany koncowe (ang. accepting
states). Osiggniecie takiego stanu oznacza znalezienie poszukiwanego
wzorca i jego akceptacje.

Jeden z wierzchotkéw jest zawsze okreslany jako stan poczgtkowy (ang.

start state) — stan w ktérym nastepuje rozpoczecie procesu rozpoznawania

wzorca. Wierzchotek taki oznacza sig przez umieszczenie prowadzacej do

niego strzatki ktora nie pochodzi od innego wierzchotka. Graf posiadajgcy

opisywang posta¢ nosi nazwe automatu skonczonego (ang. finite
automaton) lub po prostu automatu.

A-a A-e A-l A-0 A-uU

start
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Automat rozpoznajgcy ciagi liter

Stany programu sg reprezentowane za pomocg grafu skierowanego,
ktorego krawedzie etykietuje sie zbiorami znakow. Krawedzie takie nazywa
sie przejsciami (ang. transition).

Niektore wierzchotki sg zaznaczone jako stany koncowe (ang. accepting
states). Osiggniecie takiego stanu oznacza znalezienie poszukiwanego
wzorca i jego akceptacje.

Jeden z wierzchotkéw jest zawsze okreslany jako stan poczgtkowy (ang.

start state) — stan w ktérym nastepuje rozpoczecie procesu rozpoznawania

wzorca. Wierzchotek taki oznacza sig przez umieszczenie prowadzacej do

niego strzatki ktora nie pochodzi od innego wierzchotka. Graf posiadajgcy

opisywang posta¢ nosi nazwe automatu skonczonego (ang. finite
automaton) lub po prostu automatu.

A-a A-e A-l A-0 A-uU

start
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Filtr odbijajgcy

- Automat pobiera cigg zer i jedynek.

o Celem jego jest ,wygtadzenie” ciggu przez
traktowanie pojedynczego symbolu 0, ktory
jest otoczony dwoma symbolami 1 jako
,Szumu” i zastgpienie go symbolem 1.

o W podobny sposéb jest traktowany symbol 1
gdy jest otoczony dwoma symbolami O —
zastepujemy go symbolem O.

o Stanem poczgtkowym jest a. Stanami
kohcowymi (akceptujgcymi) sg ci d.

0
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Automaty deterministyczne

Mozna z tatwoscig przerobi¢ automat
deterministyczny na program.

Dla kazdego stanu tworzy sie fragment kodu.
Kod stanu s bada znak wejsciowy i okresla,
Ktore (o ile jakiekolwiek) przejscie ze stanu s
powinno zostac wybrane.

Jezeli zostanie wybrane przejscie ze stanu s
do stanu t, to kod napisany dla stanu s musi

uwzgledniac przekazanie sterowania do kodu
stanu t, np. przy uzyciu instrukciji go to.
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Automaty niedeterministyczne

o Automaty niedeterministyczne (ang.
nondeterministic) moga (ale nie musza) posiadac
dwa (lub wiecej) przejscia z danego stanu
zawierajgce ten sam symbol.

- Warto zauwazyc, ze automat deterministyczny
jest rownoczesnie automatem
niedeterministycznym, ktory nie posiada wielu
przejsc dla jednego symbolu.

o Automaty niedeterministyczne nie moga byc
bezposrednio implementowane za pomoca
programow, ale stanowiag przydatne pojecie
abstrakcyjne.
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Automaty niedeterministyczne

niedeterminizm = ,przypadkowosc¢”
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Jak zastgpic automat niedeterministyczny
deterministycznym?

Automat niedeterministyczny zastepujemy
deterministycznym przez skonstruowanie
rownowaznego automatu
deterministycznego. Technika ta nosi nazwe
konstrukcji podzbiorow (ang. subset
construction).
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Konstrukcja automatu deterministycznego D

A Niedeterministyczny

automat rozpoznajgcy
cigg znakow konczacy
sie sekwencja “ man “.

Rozpoczynamy od zbioru {0}, ktory jest stanem poczgtkowym automatu

Stan {0} i jego przejscia

Dla dowolnej litery opréocz m ze stanu O
nastepuje przejscie do stanu 0, w przypadku
m nastepuje przejscie do stanu 0 lub 1.
Automat D potrzebuje stanu {0}, ktéry juz
posiada oraz stanu {0,1} ktory nalezy dodac.
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Automat deterministyczny D
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Minimalizacja automatow

Jednym z zagadnien dotyczgcych automatow jest kwestia okreslenia
minimalnej liczby stanow wymaganych do wykonania danego zadania.

Posiadajgc pewien automat mozemy zadac pytanie czy istnieje
rownowazny automat posiadajgcy mniejszg liczbe stanow, a jesli tak, jaka
jest najmniejsza liczba stanéw dowolnego automatu réwnowaznego.

Dla automatéw deterministycznych zawsze istnieje pewien unikatowy
automat deterministyczny o minimalnej liczbie stanéw, rownowazny z
danym automatem.

Dowodzimy przez pokazanie ze nie ma stanow nierownowaznych.
Nie istnieje podobna teoria w sytuacji automatow niedeterministycznych.

Nierownowaznos¢ dwoch stanow:

Podstawa: Jezeli stan s jest stanem akceptujgcym, a stan t nie jest stanem
akceptujgcym (lub odwrotnie), to s i t nie sg rownowazne.

Indukcja: Jezeli istnieje pewien symbol wejsciowy x, taki, ze ze stanow s i t
nastepujg przejscia wzgledem tego symbolu do dwaéch roznych stanow, o ktorych
wiadomo ze nie sg rownowazne, to stany s i t nie sg rwnowazne.
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Wyktad 10, part I

=e .. ...

regularne

- Operatory
- Prawa algebraiczne

- Od wyrazen do automatow z e-
przejsciami
o Eliminacja e-przejsc

o Od automatow do wyrazen
o Eliminacja stanow

- Redukcja zupetna automatow
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Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne (ang. regular
expressions) stanowig algebraiczny sposob
definiowania wzorcow.

Wyrazenia regularne stanowig analogie do
algebry wyrazen arytmetycznych oraz do
algebry relacyjne;.

Zbior wzorcow ktére mozna wyrazi¢ w ramach
algebry wyrazen regularnych odpowiada
doktadnie zbiorowi wzorcow, ktore mozna
opisac za pomocg automatow.
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Operatory wyrazen regularnych

Suma:

Symbol sumy (ang. union) oznacza sig¢ za pomocg symbolu | . Jezeli Ri S
sg dwoma wyrazeniami regularnymi, to R | S oznacza sume jezykéw
okreslanych przez R i S. To znaczy L(R|S) = L(R) u L(S).

L(R) i L(S) sa zbiorami ciggow znakowych, notacja sumowania jest
uzasadniona.

Zlozenie:

Operator ztozenia (ang. concatenation) nie jest reprezentowany przez
zaden odrebny symbol.

Jezeli R i S sg wyrazeniami regularnymi to RS oznacza ich ztozenie.
L(RS), czyli jezyk okreslony przez RS, jest tworzony z jezykow L(R) i L(S)
W Sposob nastepujacy:
Dla kazdego ciggu znakowego r nalezgcego do L(R) oraz kazdego ciggu
z?ag())wego s nalezgcego do L(S), cigg rs, czyli ztozenie ciggow r i s, nalezy do
L(R
Ztozenie dwoch list takich jak ciagi znakow, jest wykonywane przez
pobranie po kolei elementow pierwszej z nich i uzupetnienie ich po
kolei elementami drugiej listy.
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Operatory wyrazen regularnych

Domkniecie:

Operator domkniecia (ang. closure), jest to operator
jednoargumentowy przyrostkowy. Domkniecie
oznacza sie za pomocg symbolu *, tzn. R* oznacza
domkniecie wyrazenia regularnego R. Operator
domkniecia ma najwyzszy priorytet.

Efekt dziatania operatora domkniecia mozna
zdefiniowac jako ,okreslenie wystepowania zera lub
wiekszej liczby wystgpien ciggow znakow w R”.
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KolejnoscC operatorow wyrazen
regularnych

Istnieje okreslona kolejnos¢ wykonywania
trzech dziatan wyrazen regularnych: sumy,
ztozenia oraz domkniecia. Kolejnosc ta jest
nastepujaca:

Domkniecie (najwyzszy priorytet)

Ztozenie

Suma (najnizszy priorytet)
Przykiad:

albc*d = (@|(b(c*))d)
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Od wyrazen regularnych do
automatow z epsilon przejsciami

Twierdzenie S(n):

Jezeli R jest wyrazeniem regularnym o n
wystgpieniach operatorow i braku zmiennych jako
operatorow niepodzielnych, to istnieje automat A z
g-przejsciami, ktory akceptuje ciggi znakow
nalezgce do jezyka L(R) i zadne inne.
Ponadto automat A:

posiada tylko jeden stan akceptujgcy,

nie posiada krawedzi wiodgcych do jego stanu
poczatkowego,

nie posiada krawedzi wychodzgcych z jego stanu
akceptujgcego.
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Podstawa

Jezeli n=0, to R musi by¢ operandem niepodzielnym, ktérym jest &,
¢ lub x dla pewnego symbolu x.

Dla owych trzech przypadkéw mozna zaprojektowac 2-stanowy
automat, spetniajgcy wymagania twierdzenia S(0).

start
_" Automat dla &
start ‘ g
 ——
start ‘ X

Automaty dla przypadkow bazowych.
Kazdy spetnia warunki 1, 2, 3 (patrz poprzednia strona).

Automat dla ¢

Automat dla x
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Indukcja

Zaktadamy teraz, ze S(i) jest prawdziwe dla wszystkich i
<n.

To znaczy, ze dla kazdego wyrazenia regularnego R o
maksymalnie n wystgpieniach istnieje automat
spetniajgcy warunek hipotezy indukcyjnej i akceptujacy
wszystkie ciggi znakow jezyka L(R) i zadnych innych.

Zajmiemy sie tylko najbardziej zewnetrznym operatorem
w R, co oznacza, ze wyrazenie R moze miec tylko forme

R1| R2, R1 R2, R1*
w zaleznosci od tego czy ostatni uzyty operator byt
operatorem sumy, ztozenia lub domkniecia.
Wyrazenie R1, R2 nie mogg posiadac wiecej niz n
operatorow.
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Przypadek1: R=R1|R2

Przechodzimy krawedzig zaetykietowang
symbolem ¢ do stanu poczatkowego automatu dla
R1 lub automatu dla R2.

Nastepnie przechodzimy do stanu akceptujgcego
tego automatu, a pdzniej przejsciem ¢ do stanu
akceptujacego automatu R.
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Przypadek 2. R =R1 R2

Automat posiada jako swoj stan poczatkowy stan poczgtkowy
automatu dla wyrazenia R1, a jako swoj stan akceptujacy —
stan akceptujgcy dla wyrazenla R2.

Dodajemy takze ¢ - przejscie ze stanu akceptujgcego
automatu dla wyrazenia R1 do stanu poczatkowego
automatu dla wyrazenia R2.

Stan akceptujgcy pierwszego automatu przestaje by¢ stanem
akceptujgcym, a stan poczatkowy drugiego automatu

przestaje byC stanem poczatkowym w skonstruowanym
automacie.

start

DlarRl @
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Przypadek 3: R =R1*

Do automatu dla wyrazenia R1 dodajemy nowy stan poczgtkowy i akceptujgcy.

Stan poczgtkowy posiada ¢ przejscie do stanu akceptujgcego (a wiec
akceptowany jest cigg €) oraz do stanu poczatkowego automatu dla wyrazenia R1.

Stan akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 otrzymuje e-przejscie z powrotem do
swojego stanu poczgtkowego oraz do stanu akceptujgcego automatu dla
wyrazenia R.

Stan poczgtkowy i akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 nie sg stanami
poczgtkowym i akceptujgcym konstruowanego automatu. Etykiety Sciezek
odpowiadajg ciggom nalezgcym do jezyka L(R1*) czyli L(R).

€

€

start € €
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y 7

Eliminacja epsilon-przejsc¢

Jezeli stanem biezacym jest dowolny stan s automatu z e-
przejsciami, oznacza to ze jednoczesnie stanem biezgcym jest
dowolny stan, do ktérego mozna sie dostac z s w wyniku przejscia
Sciezki zawierajgcej krawedzie zaetykietowane symbolem e,

Wynika to z faktu, ze bez wzgledu na to, jaki cigg etykietuje
wybrang sciezke prowadzaca do s, ten sam cigg bedzie takze
stanowit etykiete sciezki rozszerzonej o e-przejscia.

Automat z e-przejsciami dla wyrazenia a | bc* &
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Eliminacja epsilon-przejsc¢

Automat skonstruowany na
podstawie eliminacji € -
przejsc.

Automat akceptuje wszystkie
ciagi jezyka L (a | bc*).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 25/01/2016




r

Eliminajca epsilon-przejsc¢

Automat z e-przejsciami dla wyrazenia a | bc* &

o Prostsza wersja automatu
dla jezyka L (a | bc?).

o Wykorzystano obserwacje
ze stany (5) i (8) sg )
rownowazne | moga zostac

C potaczone.
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Od automatow do wyrazen regularnych
I

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Sciezka z wyrazeniami regularnymi
jako etykietami. Etykieta sciezki nalezy
do wyrazen regularnych utworzonych
w wyniku zlozen.
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Konstrukcja eliminacji stanow

Kluczowym etapem konwersji z postaci automatu
na wyrazenie regularne jest eliminacja stanow.
Chcemy wyeliminowac stan u, ale chcemy
zachowac etykiety krawedzi wystepujgce w
postaci wyrazen regularnych, tak aby zbior etykiet
sciezek miedzy dowolnymi pozostatymi stanami
nie ulegt zmianie.

Poprzedniki stanu uto sy, S,, ....., S, Zas
nastepniki stanuutot,,t,, ...... , t - (moga tez
IstnieC stany wspadlne).
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Konstrukcja eliminacji stanow

o Zbidr ciggow znakow
etykietujgcych sciezki wiodgce
z wierzchotkow s; do
wierzchotka u, w’facznle Z
sciezkami biegnqcymi
Kilkakrotnie wokot petli u — u,
oraz z wierzchotka u do
wierzchotka {;, jest opisany za
pomoca wyrazema regularnego
SiU* T,

O Po e|lmlnaCjI wierzchotka u
nalezy zastgpic etykiete R;,
czyli etykiete krawedzi s, —» t
przez etykiete R; | Si U* T
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Konstrukcja eliminacji stanow

Automat skonczony
filtra odbijajgcego.

Automat skonczony
filtra odbijajgcego
po wyeliminowaniu
stanu b.
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Redukcja zupetna automatu

start

S
start

Automat posiadajgcy jedynie
stan poczatkowy.
Wyrazenie regularne: S*

Automat zredukowany do dwoch stanow.
Wyrazenie regularne: S*U(T | VS*U)*
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Wyktad 11
54 4

Gramatyki - Gramatyki bezkontekstowe

o Jezyk gramatyk

- Drzewa rozbioru

- Niejednoznacznosc¢ gramatyk

- Analiza sktadniowa i konstrukcja
drzew rozbioru

o Gramatyki a wyrazenia regularne
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Opis wzorcow

Opis wzorcow polegajgcy na wykorzystaniu modelu definicji
rekurencyjnych, nazywamy gramatyka bezkontekstowg
(ang. contex-free grammar).

Jednym z waznych zastosowan gramatyk sg specyfikacje
jezykow programowania. Gramatyki stanowig zwieztg notacje
opisu ich sktadni. Istnieje mozliwos¢ mechanicznego
przekonwertowania gramatyki typowego jezyka
programowania na analizator skltadniowy (ang. parser), ktory
stanowi jeden z kluczowych elementow kompilatora takiego
jezyka. Analizator sktadniowy pozwala na zidentyfikowanie
struktury programu zrodtowego, czesto w postaci drzewa
wyrazen dla kazdej instrukcji programu.
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Gramatyki bezkontekstowe

Wyrazenia arytmetyczne mozna w naturalny sposob
zdefiniowac rekurencyjnie.

Wezmy pod uwage wyrazenia arytmetyczne
zawierajgce:

(a) Cztery operatory dwuargumentowe +, -, *, /
(b) Nawiasy stuzgce do grupowania podwyrazen
(c) Operandy ktére sg liczbami

Tradycyjna definicja takich wyrazen stanowi
iIndukcje:
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Gramatyka sktada sie z jednej lub wiekszej liczby produkcji (ang. productions).
Kazda produkcja sktada sie z trzech czesci:
(1) Czesci nagtéwkowej (ang. head), ktora jest kategoria syntaktyczna
umieszczona po lewej stronie strzatki
(2) Metasymbolu (np. strzatki)
(3) Czesci zasadniczej (ang. body)

<Cyfra>—> 0|1|2|3|4|5|6|7|8]|9
<Liczba> —» <Cyfra>

<Liczba> — <Liczba> <Cyfra>

<Wyrazenie> — <Liczba>

<Wpyrazenie> — ( < Wyrazenie> )
<Wyrazenie> — <Wyrazenie> + <Wyrazenie>
<Wyrazenie> — <Wyrazenie> - <Wyrazenie>
<Wpyrazenie> — <Wyrazenie> * <Wyrazenie>
<Wpyrazenie> — <Wyrazenie> / <Wyrazenie>
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<Cyfra>— 0|1|2]|3]4|5|6|7|8]9 <W >

<Liczba> - <Cyfra> / ‘ AN

<Liczba> — <Liczba> <Cyfra> < W > <W >

<Wyrazenie> — <Liczba> * / \

<Wyrazenie> — ( < Wyrazenie> ) ‘ ‘

<Wyrazenie> — <Wyrazenie> + <Wyrazenie>| < | > ( )

<Wyrazenie> — <Wyrazenie> - <Wyrazenie> <W>

<Wyrazenie> — <Wyrazenie> * <Wyrazenie> / | \

<Wyrazenie> — <Wyrazenie> / <Wyrazenie> | C> <W> < W >

3 <L> <L>

/" \
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drzewo rozbioru

3 <L> <L>
/

Prof. dr hab. Elzbieta Richtel-Was

drzewo wyrazen

O
N
@/

O /E\CD

/" \

2)
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Rozpatrzmy gramatyke zbilansowanych nawiaséw. <7>->¢
Chcemy utworzy¢ drzewo rozbioru dla ciagu znakéw | <Z> — (<Z>)

() () (). Mozna utworzy¢ dwa takie drzewa. <7>_y <7><7>
<7> <7>

/<K /<Z>\ /<Zi /<Z>\
> <Z>\( <Z> ) ( <Z> ) </> <Z>
/ /1IN /N

SR
( <7> ) ( <7> ) € € ( <7> ) ( <7> )
e e = e

Gramatyka w ktdrej istnieja dwa lub wiecej drzewa rozbioru o tym samym
wyhiku oraz tej samej kategorii syntaktycznej etykietujacej korzen jest

N L Et et Fﬂchter-w S . . Bz Zeb¥5/01/2016
istniat choC Jeden faki ciag ?(Tor'y jest niejednoznaczny.



Rozpatrzmy inng gramatyke zbilansowanych nawiaséw.

Chcemy utworzy¢ drzewo rozbioru dla ciagu znakéw
() () (). Mozna utworzyc tylko jedno takie drzewo.

</>—>¢
<Z>— (<Z>) <Z>

Gramatyka, ktéra nie jest niejednoznaczna nosi

nazwe
W przypadku takiej gramatyki dla kazdego
<Z> ciagu s oraz kategorii syntaktycznej <S>
/ \ istnieje co hajwyzej jedno drzewo rozbioru
( )\ z wyhikiem s oraz korzeniem zaetykietowanym
<Z> przez <S>.
<Z>
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Niejednoznaczno$é gramatyk wyrazen moze byé powaznym problemem.

Niektore drzewa rozbioru mogq dawac zte wartosci dla wyrazen.
Dwa drzewa rozbioru dla wyrazenia:

<\W>

AN

<W> 4+ <W>
/\\

<W> <L>

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

<\W/>

/1N

<\W\/> - <\W>

N

<L>
<W> N

<C> <L>

<W>

25/01/206@



Konstrukcja jednoznacznej gramatyki polega na zdefiniowaniu trzech
kategorii syntaktycznych o nastepujacym znaczeniu:

- generuje wyrazenia, ktére nie mogq zostac rozdzielone, o znaczy
czynnik jest albo pojedynczym operandem, albo dowolnym wyrazeniem
umieszczonym w hawiasie.

- generuje iloczyn lub iloraz czynnikéw. Pojedynczy czynnik jest
sktadnikiem, a wiec stanowi ciag czynnikéw rozdzielonych operatorami * lub /.
Przyktadami sktadnikéw sq 12 lub 12/3*45.

- generuje roznice lub sume jednego lub wiekszej liczby
sktadnikéw. Pojedynczy sktadnik jest wyrazeniem, a wiec stanowi sekwencje
sktadnikow rozdzielonych operatorami + lub -.

Przyktadami wyrazen sq 12, 12/3*45 |ub 12+3*45-6.

(1) <W>—> <W> + <S> | <W> - <S> | <S>
(2) <S> — <5>*<Cz>|<S5>/<Cz>|<Cz> yramatyka jednoznaczna
(3)<Cz>— (<W>) | <L> wyrazen arytmetycznych
(4) <L> — <L><C> | <C>
(5)<C> -0|1]...... | 9
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<\W>
7N
<W>
/ | \\ + <S>
<|\N> i <S> <Cz>

Poprawne drzewo rozbioru
1 1-2+3

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wags

Poprawne drzewo rozbioru
1+2*3

<\W>

/N

<W> 4 <S>

RN

<S> <S> % <Cz>
| |
<Cz> <Cz> <L>
| |
<L> <L> <C>
| |
<C> <C> 3
1 2
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Rozréznienie miedzy wyrazeniami, sktadnikami i czynnikami wymusza
poprawne grupowanie wyrazeh na réznych poziomach pierwszenstwa
dziafan.

Gramatyki przypominaja wyrazenia reqularne tym, ze obie notacje
opisuja jezyki, ale nie definiuja bezposrednio algorytmu okreslania,
czy dany ciag znakéw nalezy do definiowanego jezyka. W przypadku
wyrazeh regularnych pokazalismy jak mozna konwertowac wyrazenia
regularne najpierw na automat niedeterministyczny, a potem na
automat deterministyczny. Ten drugi mozna bezposrednio
implementowaé jako program.

Analogiczny proces mozna opisa¢ w przypadku gramatyk. Konwersja
gramatyki na automat deterministyczny jest niemozliwa. Istnieje
mozliwo$¢é przekonwertowania gramatyki na program, ktéry podobnie
jak automat odczytuje dane wejsciowe i okresla czy dany ciag wejsciowy
nalezy do jezyka gramatyki. Najwazniejsza z takich technik nosi hazwe
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<Instrukcja> — while (warunek) <Instrukcja>

<Instrukcja> — if (warunek) <Instrukcja>

<Instrukcja> — if (warunek) <Instrukcja> else <Instrukcja>
<Instrukcja> — {<Listalnstr>};

<Instrukcja> — prostalnstr;

<Listalnstr> — ¢

<Listalnstr> — <Listalnstr> <Instrukcja>

Mozna opisywac gramatycznie strukture przebiegu sterowania wystepujaca w
jezykach takich jak C. Zatozmy istnienie abstrakcyjnych symboli terminalnych
oraz . Pierwszy z nich oznacza wyrazenie warunkowe i mozna
go zastapi¢ kategoria syntaktyczna . Symbol terminalny
okresla instrukcje nie zawierajaca zagniezdzonych struktur sterujacych, takich
jak instrukcja przypisania, wywotania funkcji, odczytu, zapisu i skoku. Mozna
zastapi¢ symbol terminalny kategoria syntaktyczng oraz rozszerzajacymi ja
produkcjami. Jako kategorii syntaktycznej instrukcji jezyka C bedziemy uzywaé
kategorii
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Jednym z metodycznych sposobéw zaimplementowania takiej definicji jest
wykonanie sekwencyjnego przebiegu przez produkcje gramatyki. W kazdym
przebiegu nastepuje uaktualnienie jezyka kazdej kategorii syntaktycznej przy
uzyciu reguly indukcyjnej na wszystkie mozliwe sposoby, tzn. dla kazdego Xi
bedacego kategoriq syntaktyczng wybieramy ciagi znakow ze zbioru L(<Xi>)

ha wszystkie mozliwe sposoby.

(1) <Instrukcja>— while (warunek) <Instrukcja>
(2) <Instrukcja>— {<Listalnstr>};
(3) <Instrukcja> — prostalnstr;

(4) <Listalnstr> — <Listalnstr> <Instrukcja>

<I>>wc<I>
<I>—> {<L>}
<I>->s5;

<L> o<L><]|I>

(5) <Listalnstr> — ¢ <L> > ¢
Uproszczona - Uproszczona
gramatyka instrukci notacja
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Pelne drzewo rozbioru / \
dla analizy skladniowej
dla ciagu: {wcs;s;} ENDM

VAN
N\

s 1 |
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a| bc*

1. Tworzymy kategorie syntaktyczne dla trzech symboli, ktore pojawiaja sie
w tym wyrazeniu:
<A>->a <B>-—>b <C>—>cC

2. Tworzymy gramatyke dlac*: < D> > < C > <D > | ¢
Wiéwczas L(<D>) = L(<C>))* = c*

3. Tworzymy gramatyke dlabc*: < E > 5> < B > <D >

4. Tworzymy gramatyke dla catego wyrazenia regularnego a | bc*:
<F>—>o><A>]| <E>

<F>—> <A>|<E>
<E>—> <B><D>
kohcowa postaé gramatyki |<D> — <C><D>|e
<A>—> a

<B>->b

<C>> ¢
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Jezyk E bedzie zbiorem znakow sktadajacych sie z jednego lub wiekszej
liczby symboli O, po ktérych wystepuje ta sama liczba symboli 1, o znaczy:

E = {01, 0011, 000111, ...}

W celu opisania ciagéw znakéow jezyka E mozna uzy¢ przydatnej notacji
opartej na wyktadnikach. Niech s", gdzie s jest ciagiem znakow, za$ n liczba
catkowita, oznacza ss....s (h razy), fo znaczy s ztozone ze soba h razy.

Wdwczas:

E = {0111, 0212, 0313, ...} lub E = {O"1" | n > 1}

Jezyk E mozna zapisa¢ za pomocq gramatyki:

<S>50<«<85»>1
<S>->501

Poniewaz nie istniejq zadne inne ciagi znakéw mozliwe do utworzenia na

podstawie tych dwéch produkcji, E = L(<S>).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Posumowanie

=Gramatyka bezkontekstowa wykorzystuje model
funkcji rekurencyjnych.

—Jednym z waznych zastosowan gramatyk sq
specyfikacje jezykdw programowania. Gramatyki
stanowiq zwieztg notacje opisu ich sktadni.

—Drzewa analizy sktadniowej (drzewa rozbioru)
stanowiq forme reprezentacji, ktéra przedstawia
strukture ciagu znakdéw zgodna z dang gramatyka,
—Niejednoznacznos¢ - to problem, ktéry pojawia sie w
sytuacji gdy ciag znakow posiada dwa lub wiece;
odrebnych drzew analizy sktadniowej, przez co nie
posiada unikatowej struktury zgodnie z dang gramatyka
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