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Kombinatoryka |
prawdopodobienstwo

Czesto spotykamy sie z problemem obliczenia
wartosci wyrazajgcej prawdopodobienstwo
zajscia okreslonych zdarzen.

Dziedzina matematyki zajmujgca sie tg
tematykg to kombinatoryka.

Pojecia zwigzane z probami szacowania

prawdopodobienstwa wystepowania zdarzen
definiuje teoria prawdopodobienstwa.

Zacznijmy od kombinatoryki...
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Wariacje z powtorzeniami

o Jednym z najprostszych, ale tez najwazniejszych problemow
jest analiza listy elementow, z ktoérych kazdemu nalezy
przypisac jedng z wartosci nalezacych do statego zbioru.

- Nalezy okresliC mozliwg liczbe réznych przyporzgdkowan
(wariacji z powtorzeniami) wartosci do elementow.

o Przykiad:

4 kwadraty, kazdy mozna pokolorowac jednym z 3 kolorow.
lle mozliwych pokolorowan? 3+3+3+3=34=81
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Wariacje z powtorzeniami

o Mamy liste n-elementow. Istnieje zbior k-wartosci
z ktorych kazda moze byc przyporzadkowana do
jakiegos elementu. Przyporzgdkowanie jest listg n
wartosci (n,, n,,...n,). Gdzie kazda z n4, n,,...n,
jest jedng z wartosci k.

Istnieje k" réznych przyporzadkowan.

o Twierdzenie:

S(n): liczba mozliwych sposobow
przyporzadkowania dowolnej z k wartosci do
kazdego z n elementéow wynosi k".
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Wariacje z powtorzeniami

Przypadek podstawowy to n=1. Jezeli mamy 1 element mozemy
wybrac dla niego dowolng sposrod k wartosci. Istnieje wiec k
réznych przyporzagdkowan. Poniewaz k'=k, podstawa indukcji jest
prawdziwa.

Zatdozmy ze S(n) jest prawdziwe i rozwazmy S(n+1),okreslajgce ze
Istnieje k"t mozliwych przyporzgdkowan jednej z k wartosci do
kazdego z n+1 elementow.

Wiemy, ze istnieje k mozliwosci doboru wartosci dla
pierwszego elementu. Zgodnie z hipotezg indukcyjng, istnieje
K" przyporzgdkowan wartosci do pozostatych n elementow.

t gczna liczba przyporzgdkowan wynosi  k * k" = k" *1, Cnd.
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Permutacje

Majgc n roznych obiektow, na ile roznych

sposobow mozna je ustawiC w jednej lini”?
Kazde takie uporzgdkowanie nazywamy
permutacja.

Liczbe permutacji n obiektow zapisujemy jako
P(n).
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Jak obliczyc P(n+1)?

Problem: mamy n+1 obiektow (a1, a2, ..., an,
a n+1) ktore majg zostac ustawione.

llos¢ mozliwych wynikdw ustawien jest P(n+1)

Pierwszy obieki Pozostate n obiektow

Obiekt 1 »P(n) kolejnosci Permutacje
~ + Obiekt 2 +P(n) kolejnosci n+1 obiektow
Obiekt n+1- »P(n) kolejnosci
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Jak obliczyé P(n+1)?

P(n) = n! dla wszystkichn [0 1

Dla n=1, P(1)=1 okresla ze istnieje jedna permutacja dla
jednego obiektu.

Zatozmy ze P(n) = n!
Wowczas wg. naszego twierdzenia: P(n+1)=(n+1)!
Rozpoczynamy od stwierdzenia ze P(n+1)=(n+1) * P(n)

Zgodnie z hipotezg indukcyjng P(n)=n!, zatem
P(n+1)=(n+1) * n!

Zatem P(n+1)=(n+1) *n! =(n+l)*ne(n-1)*(n-2)°...° 1
= (n+1)!, czyli nasze twierdzenie jest poprawne. Cnd.
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Jak obliczy¢ P(n+1)?

Jednym z interesujgcych zastosowan wzoru na
liczbe permutacji jest dowdd na to ze algorytmy
sortujgce muszg dziataCc w czasie co najmniej
proporcjonalnym do (n log n), dla n elementow
do posortowania, chyba ze wykorzystujg jakies
specjalne wtasnosci sortowanych elementow.
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Wariacje bez powtorzen

Niekiedy chcemy wybrac tylko niektore sposrod
elementow zbioru | nadac im okreslony porzadek.

Uogolniamy opisang poprzednio funkcje P(n)
reprezentujgcy liczbe permutacji, aby otrzymac
dwuargumentowg funkcje P(n,m), ktéra
definiujemy jako ilos¢ mozliwych sposobow
wybrania m elementow z n-elementowego
zbioru, przy czym istotng role odgrywa
kolejnosc wybierania elementow, natomiast
niewazne jest uporzgdkowanie elementéw nie

wybranych.
Zatem P(n) = P(n,n).
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Wariacje bez powtorzen

lle istnieje sposobow utworzenia sekwencji m liter ze zbioru n
liter, jezeli zadna litera nie moze wystepowac wiecej niz raz?

Warunek aby zadanie miato sens: n=2m

Pierwszg litere mozemy wybrac na na n sposobow
(wybieramy ze zbioru n-elementowego), drugg na n-1
sposobow (gdyz nie mozemy wybrac tej samej litery co
poprzednio), trzecia na n-2 sposoby, ...

Ostatnig na n-(m-1) sposobow.

Twierdzenie: P(h,m)=n ¢ (n-1) ¢ ... * n-(m-1) dlawszystkichm<n
n!

Twierdzenie: P(h,m) = dla wszystkich m £ n

(n-m)!
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Kombinacje

Kombinacja to kazdy podzbidr zbioru
skonczonego. Kombinacja m-elementowg zbioru
n-elementowego A nazywa sie kazdy m-
elementowy podzbior zbioru A (0 = m < n). Uzywa
sie terminu ,kombinacja z n elementéw po m
elementach” lub wrecz ,kombinacja z n po m”.

Taka funkcje zapisujemy jako:

ny _ P(n,m) _ n!
() = P(m) (n-m)! s m!
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Wyznaczanie liczby kombinacjl
I

Podstawa: (5 ) =1 dla dowolnego n>1.

Oznacza to ze istiueje tylko jeden sposob wybrama zero elementow ze zbioru
n-elementowego — wybranie niczego.

Takze () =1, poniewaz jedynym sposobem wybrania n-elementéw ze zbiom
n-elementowego jest wybramue ich wszystkich.

SR VST ny_ ¢n-1 n-1
Indukcja: Jesls .O{ .m*i n, to ( m)—( o )+ ( m-1)- |
Oznacza to, ze jezeli chcemy wybrac m elementow ze zbioru n-
elementowego, mozemy albo:

B nie wybrac pierwszego elementu, po czym wvbrfé m elementow z pozostalych n-1
elementow. Taka liczbe mozliwoser wyraza (1:;1 )
® wybraé pierwszy element, po czym wybra¢ m-1 elementow z pozostalych n-1

elementow. Taka liczbe mozliwosc wyraza (“'11 .
’ m-
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Trojkat Pascala

Rekurencje przy obliczaniu liczby kombinacji
czesto ilustruje sie przy pomocy trojkata Pascala.

(.?1) = (m+1) liczba w (n+1) wierszu
podstawa 1
—1 1
ndukcja 1 7 1

1 4 GM
(4)=ay(2! x21)

=6
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Interesujgce witasnosci funkcji (z)

To sg rowniez wspotczynniki rozktadu

dwuwyrazowego wielomianu (dwumianu) (Xx+y) "

.ngo (::‘) = 2" .
®Wykres funkcji (m)

dla statej duzej wartosci n:

€4
NN
() S
2"Nnni2
|
\
1 0 s'?J'Z 4]
m
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t.gczenie regut kombinatorycznych

Typowy problem kombinatoryczny wymaga
taczenia przedstawionych regut (cegietek) w
bardzie] skomplikowane struktury.
Techniki ktorych uzywamy to:

prowadzenie obliczen jako sekwencji wyborow;

prowadzenie obliczen jako roznicy innych
obliczen (np. wszystkich wyborow —
nieprawidtowych wyborow );

prowadzenie obliczen jako sumy rozwigzan dla
podprzypadkow ktdre sg wzajemnie roztgczne.
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Wyktad 4 — czesc |l

Prawdopodobier: | Co to jest teoria prawdopodobienstwa

S e o Podstawowe pojecia:
probabilistyczne o regufa sum, regufa iloczynéw
o prawdopodobienstwa warunkowe

Przyktad z kartami

Analiza probabilistyczna

Liczby losowe, generatory liczb losowych
Algorytmy wykorzystujgce
prawdopodobienstwo

o Czy pudetko jest wadliwe?
o Czy liczba N jest liczba pierwszg?

O O O O
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Teoria prawdopodobienstwa

Teoria prawdopodobienstwa, szeroko stosowana
we wspotczesnej nauce, ma rowniez wiele
zastosowan w mformatyce np.:

szacowanie czasu dziatania programow dla
przypadkow ze srednimi, czyli typowymi danymi
wejsciowymi,

wykorzystanie do prOJektowanla algorytmow
,podejmujacych decyzje” w niepewnych sytuacjach,
np. najlepsza mozliwa diagnoza medyczna na
podstawie dostepnej informacji,

algorytmy typu Monte Carlo,
roznego rodzaju symulatory procesow,
prawie zawsze ,prawdziwe” rozwigzania.
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Podstawowe pojecia

Skonczony zbidr punktow, z ktorych kazdy reprezentuje jeden z
mozliwych wynikow doswiadczenia. Kazdy punkt x jest zwigzany z
takg nieujemng liczbg rzeczywistg zwang prawdopodobienstwem x,
ze suma prawdopodobienstw wszystkich punktow wynosi 1.
Istnieje takze pojecie nieskonczonych przestrzeni
probabilistycznych ale nie majg one wiekszego zastosowania w
Informatyce.

Podzbior punktow w przestrzeni probabilistyczne,.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, P(E), jest sumag
prawdopodobienstw punktéw nalezgcych do tego zdarzenia.

Zbior punktow przestrzeni probablllstycznej ktore nie nalezg do
zdarzenia E. P(E) + P(E) =
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia
zdarzenia F pod warunkiem zajscia zdarzenia E,
gdzie P(E) > 0 nazywamy liczbe:
P(FIE)=P(ENF)/P(E).

Jest to iloraz prawdopodobienstwa czesci wspolne;
zdarzen E, F i prawdopodobienstwa zdarzenia E.

Zdarzenia E, F nazywamy niezaleznymi jesli
zachodzi:

P(ENF)=P(E) - P(F)
W przeciwnym wypadku zdarzenia sg zalezne.

Dla zdarzen niezaleznych E, F zachodzi:
P(FIE) = P(F)
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Przyktady

Rzucamy dwoma kostkami, wyrzucenie liczby ,1” na pierwsze;
kostce (zdarzenie E) nie wptywa na mozliwos¢ pojawienia sie liczby
,1” na drugiej kostce (zdarzenie F). P(F|E) = P(F)

Ciggniemy dwa razy karte z talii kart. Wyciggniecie jako pierwsze;
karty asa (zdarzenie E), wptywa na mozliwos¢ wyciggniecia jako
drugiej karty asa (zdarzenie F). P(F|E) = P(F).

W niektorych sytuacjach liczenie prawdopodobienstw jest tatwiejsze
Jezell podzielimy przestrzen probablllstyczna na rozdzielne obszary Ry,

R, ..., R,.. Wowczas P(E) = Y¥ , P(E|R,)P(Ri).
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Przyktad z kartami

Ciggniemy dwie karty z talii 52 kart. Liczba mozliwych
wynikow tego doswiadczenia (czyli wariacji bez
powtorzen) wynosi |W| = 52 * 51 = 2652.

Oznaczmy poprzez E zdarzenie polegajqce na
wyciggnieciu jako pierwszej karty As’a.

IE| =4 *51 = 204.

P(E) = |E|/|W| = 204/2652 = 1/13.
Prawdopodobienstwo wyciggniecia As’a jako drugie|

karty, (zdarzenie F), jezeli pierwsza wyciggnigta karta
to byt As jest

P(FIE) = P(E N F) / P (E) = 4+3/204 = 1/17.
P(ENF) = P(E)*P(F|E) = 1/13 » 1/17 = 1/221.
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Przyktad z kartami

Podzielmy przestrzen na dwa obszary:

R1 - pierwszg karta jest As, |[R1]| = 4*51 = 204.

R2 - pierwszg karta nie jest As, |R2| = 2652-204 = 2448.

P(E N F)=P((E N F)|R1) « P(R1) + P((E N F)|R2) « P(R2)

PENF R2)=0

PENF|R1)=4+3/4+51=1/17

P(R1) = 204/ 2652 = 1/13

PENF)=P(E N F)R1)+«P(R1)+P((E N F)|R2) « P(R2)
=1/17 + 113 + 0 - P(R2)
=1/221.

Gdybysmy po wyciagnieciu pierwszej karty zwracali jg z powrotem
do talii, to mielibysmy
P(F|E) = P(F) = 1/13 (zdarzenia niezalezne).

Wowczas P(E) « P(F|E)=1/13 « 1/13=1/1609.
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Reguty zwiazane z wieloma
zdarzeniami

ENF=peq

(zdarzenia niezaleZne)

Oznaczmy: P(E) = p, P(F) = q.

Wodwczas:
max(0, (p+g-1)) = P(ENF) < min(p,q) )
P(EUF) = p+q — P(ENF) —L

9

P(EUF) = p+q — pq (zdarzenia niezalezne) /= =
=p q-P*q ‘

(zdarzenia niezalezZne)

W zastosowaniach czasem akceptujemy ze nie mozemy
wyznaczyC doktadnie prawdopodobienstw oraz zaleznosci
miedzy zdarzeniami. Potrafimy tylko wskazac sytuacje
najmniej lub najbardziej prawdopodobne.
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Oczekiwane wartosci obliczen |
analiza probabilistyczna

Przypuscémy, ze mamy pewng funkcje okreslong
na przestrzeni probabilistycznej f(x). Wartos¢
oczekiwana tej funkcji po wszystkich punktach

przestrzeni 1 A[O]
E(f) =X f(x) P(x) 8
7
Mamy tablice n liczb catkowitych, sprawdzamy 5
czy jakas liczba catkowita ,x” jest elementem tej .
tablicy. Algorytm przeglada catg tablice, po = Al
napotkaniu 4 [i]
A[i] = x konczy dziatanie.
Jezeli A[0] = x to algorytm O(1) 8
Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n) 9
7 | A[n-1]

E) =X 5 (ci+d)*(1/n)=ce(n-1)/2+d
E(f)~ c+n/2 dladuzegon
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Algorytmy wykorzystujace
prawdopodobienstwo

Jest bardzo wiele réznych typow algorytmow
wykorzystujgcych prawdopodobienstwo.

Jeden z nich to tzw. ktore

wykorzystujg liczby losowe do zwracania albo wynlku
pozadanego (,prawda”), albo zadnego (,nie wiem”).

Wykonujgc algorytm liczbe razy, mozemy rozwigzac
problem, dochodzgc do wniosku, ze jesli zadne z tych powtorzen

nie doprowadzito nas do odpowiedzi ,prawda”, to odpowiedzig
jest fatsz”.

Odpowiednio dobierajgc liczbe powtorzen, mozemy dostosowac
prawdopodobienstwo niepoprawnego wniosku ,fatsz” do tak

niskiego poziomu, jak w danym przypadku uznamy za
konieczne.

jednak nie osiggniemy prawdopodobienstwa popetnienia
btedu na poziomie
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Co to s3 liczby losowe?

Mowimy, ze wyniki pewnych doswiadczensg
losowe, co oznacza ze wszystkie mozliwe wyniki
sg rownie prawdopodobne.

Przyktadowo, jezeli rzucamy normalng
(prawidtowg) kostkg do gry to zaktadamy ze nie
ma mozliwosci fizycznego kontrolowania wyniku
tego rzutu w taki sposob aby jeden wynik byt
bardzie] prawdopodobny od drugiego.

Podobnie zaktadamy ze majac uczciwie
potasowana talie kart nie mozemy wptyngc na
wynik - prawdopodobienstwo otrzymania w
rozdaniu kazdej karty jest identyczne.
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Generatory liczby losowych?

Wszystkie generowane przez komputer losowe sekwencje sg
wynikiem dziatania specjalnego rodzaju algorytmu zwanego
generatorem liczb losowych (ang. random number generator).

Przyktad prostego generatora ktory catkiem dobrze sprawdza sie w
praktyce to tzw. “liniowy generator kongurencyjny”.

Wyznaczamy state a > 2, b > 1, xO0 > 0 oraz wspoétczynnik m > max(a, b,
x0). Mozemy teraz wygenerowac¢ sekwencje liczb x1, x2, ... za pomocg
WZOru:

Xn+ = (@ X, + b) mod(m)

Dla wtasciwych wartosci statych a, b, m oraz x0, sekwencja wynikowa
bedzie wygladata na losowg, mimo ze zostata ona wygenerowana przy
uzyciu konkretnego algorytmu i na podstawie “jgdra” x0.

Dla szeregu zastosowan istotna jest odtwarzalnos¢ sekwenc;ji liczb
losowych.
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Algorytmy wykorzystujace
prawdopodobienstwo

Mamy pudetko w ktorym jest n-procesorow, nie mamy pewnosci czy zostaty
przetestowane przez producenta. Zaktadamy ze prawdopodobienstwo ze
procesor jest wadliwy (w nieprzetestowanym pudelku) jest 0.10.

przejrze¢ wszystkie procesory -> algorytm O(n)
losowo wybraé k procesorow do sprawdzenia -> algorytm O(1)
btad polegatby na uznaniu ze pudetko dobre (przetestowane) jezeli nie byto takie.

Losujemy k=131 procesorow.

Jezeli procesor jest dobry odpowiadamy ,nie wiem”. Prawdopodobienstwo
ze ,nie wiem” dla kazdego z k-procesoréw (0.9)k = (0.9)131 = 10,

10% to jest prawdopodobienstwo ze pudetko uznamy za dobre cho¢ nie
byto testowane przez producenta.

Za cene btedu = 106, zamienilismy algorytm z O(n) na O(1).

Mozemy regulowac wielkos¢ btedu/czas dziatania algorytmu zmieniajac k.
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, Czy liczba N jest liczbg pierwszg ?”

W potowie lat 70-tych odkryto

sprawdzajgce, czy liczba jest pierwsza. Byty one jednymi z
pierwszych rozwigzan probabilistycznych dla trudnych problemow
algorytmicznych. Wywotaty fale badan ktore doprowadzity do
probabilistycznych rozwigzan wielu innych problemow.

Oba algorytmy wykonujg sie w czasie wielomianowym (niskiego stopnia),
zaleznym od liczby cyfr w danej liczbie N (czyli ).

Oba algorytmy sg oparte na losowym szukaniu pewnych rodzajow
potwierdzen lub liczby N.

Po znalezieniu takiego swiadectwa algorytm moze sie bezpiecznie
zatrzymac z odpowiedzig poniewaz
istnieje bezdyskusyjny dowdd ze N jest liczbg ztozona.

Poszukiwanie musi byC przeprowadzone w taki sposob aby w pewnym
rozsgdnym czasie algorytm mogt przerwac¢ szukanie odpowiadajac, ze
jest liczbg pierwszg z bardzo matg szansg omyiki.

Trzeba zatem znalez¢ dajgca sie definicje swiadectwa
ztozonosci.
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, Czy liczba N jest liczbg pierwszg ?”

e

nie

czy juz sprawdzono
200 K?

| m

TAK, N jest
liczba pierwsza

jesli to jest odpowiedz to

jest to prawda z bledem
1/2200
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Swiadectwa ztozonosci

Kazda liczba parzysta poza 2 to jest ztozona

Jezeli suma cyfr liczby jest podzielna przez 3 to liczba jest ztozona
(iteracyjny prosty algorytm liniowo zalezny od liczby cyfr)

Test pierwszosci Fermata:

jesli n jest liczbg pierwszg oraz k jest dowolna liczba catkowita (1, n-1),
to kn-1 =1 (mod n).

natomiast jesli n jest liczbg ztozong (z wyjatkiem kilku ztych liczb ztozonych —
liczb Carmichael’a) oraz jesli k wybierzemy losowo z przedziatu (1, n-1) to
prawdopodobienstwo tego ze kn-1 # 1 (mod n) jest mniejsze niz V.

Zatem liczby ztozone (poza liczbami Carmichael’a) spetniajg warunek testu dla
danego k z prawdopodobienstwem nie mniejszym niz V.

Test pierwszosci Solovay-Strassena:

jeéll_i k i n nie maja wspolnych dzielnikow (co by byto swiadectwem ztozonosci)
policz:

X =Kk(n-1)/2 (mod n), Y = Js(n,k) (symbol Jacobiego),

jesli X #Y to k jest swiadectwem ztozonosci liczby n.

dla tego testu nie ma ‘ztych’ liczb ztozonych.
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Podsumowanie

Przestrzen probabilistyczna sktada sie z
punktow z ktorych kazdy reprezentuje wynik
Jjakiegos doswiadczenia. Kazdy punkt x zwigzany
jest z nieujemna liczbg zwang
prawdopodobienstwem punktu x. Suma
prawdopodobienstw wszystkich punktow

sktadajgcych sie na przestrzen probabilistyczna
wynosi 1.

Zdarzenie jest podzbiorem punktow z przestrzeni
probabilistycznej. Prawdopodobienstwo zdarzenia
jest sumg prawdopodobienstw nalezgcych do
niego punktow. Prawdopodobienstwo kazdego
zdarzenia miesci sie w przedziale od 0 do 1.
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Podsumowanie

Reguta sum okresla, ze prawdopodobienstwo tego,
ze zajdzie jedno z dwoch zdarzen E lub F jest wigksze
lub rowne wigkszemu z prawdopodobienstw obu
zdarzen, ale nie wieksza niz suma tych
prawdopodoblenstw

Reguta iloczynow okresla, ze prawdopodobienstwo
tego, ze wynikiem pewnego doswiadczenia bedg dwa
zdarzenia E 1 F, jest nie wieksze niz mniejsze z
prawdopodobienstw obu zdarzen.

Wykonujgc algorytm Monte Carlo statg liczbe razy,
mozemy rozwigzac problem, dochodzgc do wniosku,
ze jesli zadne z tych powtdrzen nie doprowadzito nas
do odpowiedzi ,prawda”, to odpowiedzig jest ,fatsz”.
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