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Rekurencja

Rekurencje byty badane juz w 1202 roku
przez L. Fibonacciego, od ktérego
nazwiska pochodzi nazwa liczb
Fibonacciego.

A. De Moivre w 1730 roku wprowadzit
pojecie funkcji tworzgcych do
rozwigzywania rekurencji.
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Czas dziatania programu

% Dla konkretnych danych wejhsaowych jest
wyrazony liczba wykonanyc prosty ch
(elementarnych) operacji lub krokow Jest
dogodne zrobienie zatozenia ze operacja
elementarna jest maszynowo niezalezna.

¥ Kazde wykonanie i-tego wiersza programu jest
rowne c,, przy czym c, jest statq.

¥ Kiedy algorytm zawiera rekurencyjne
wywotanie samego siebie, jego czas dziatania
mozna czesto opisac zaleznosua rekurencyjna
wyrazajgcg czas dla problemu rozmiaru n za
pomoca czasu dla podproblemow mniejszych
rozmiarow.

¥ Mozemy wiec uzy¢ narzedzi matematycznych aby
»rozwigzac rekurencje” i w ten sposob
otrzymac oszacowania czasu dziatania algorytmu.
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Rekurencja dla alg. typu “dziel i zwyciezaj”

W Rekurencja odpowiadajgcg czasowi dziatania
algorytmu typu “dziel i zwyciezaj” opiera sie na
podziale jednego poziomu rekursji na trzy etapy.

® Niech T(n) bedzie czasem dziatania dla jednego problemu
rozmiaru n.

® Jesli rozmiar problemu jest odpowiednio maty, powiedzmy n = ¢
dla pewnej statej ¢, to przyjmujemy ze jego rozwigzanie zajmuje
staty czas, co zapiszemy jako ©(1).

® Zatézmy ze dzielimy problem na a podproblemow, kazdy
rozmiaru n/b. Jesli D(n) jest czasem dzielenia problemu na
podproblemy, a C(n) jest czasem scalania rozwigzan
podprobleméw w petne rozwigzanie dla oryginalnego problemu,
to otrzymujemy rekurencje

T(n) = 6(1) jeslin = c
T(n) = a T(n/b) + D(n) + C(n) w przeciwnym przypadku
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Rekurencja dla alg. “dziel 1 zwyciezaj”

¥Przyktfad: algorytm sortowania przez scalanie

* dziel: znajdujemy srodek przedziatu, zajmuje to
czas staty D(n)=06(1),

* zwyciezaj: rozwigzujemy rekurencyjnie dwa
podproblemy, kazdy rozmiaru n/2, co daje czas
dziatania 2 T(n/2),

* potacz: dziata w czasie ©(n), a wiec C(n)=0(n).
BQOstatecznie:

* T(n) = 6(1) jesli n=1

*T(n) = 2 T(n/2) + ©6(1) + ©(Nn) jesli n>1
WRozwigzaniem tej rekurencji jest T(n) = ©(n log n).

Jak to sprawdzic¢?
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Metody rozwigzywania rekurencji

EMetoda podstawiania:
* zgadujemy oszacowanie, a nastepnie dowodzimy
przez indukcje jego poprawnosc.
BEMetoda iteracyjna:

* przeksztatcamy rekurencje na sume, korzystamy
z technik ograniczania sum.

BEMetoda uniwersalna::

* stosujemy oszacowanie na rekurencje majgce
postac
T(n) = a T(n/b) + f(n), gdzie a=1, b>1, a f(n)
jest dang funkcjg. Nastepnie korzystamy z
gotowego rozwiazania.
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Metoda podstawiania

¥ Polega na zgadnieciu postaci
rozwigzania, a nastepnie wykazaniu
przez indukcje, ze jest ono poprawne.
Trzeba tez znalez¢ odpowiednie state.
Bardzo skuteczna ale stosowana tylko w
przypadkach kiedy tatwo jest przewidziec
postac rozwigzania.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 7 27.11.2012




Metoda podstawiania

Przyktad:

® Postad rekurencji:
T(n) = 2T(n/2) + n

® Zgadniete rozwigzanie:
T(n) = ©(n log n)

® Podstawa:
n=2; T(1)=1; T(2)=4;

® Indukcja:
T(n) = 2 (c(n/2)log(n/2)) + n = c nlog(n/2) + n

T(n) = cnlog(n/2) + n = cn log(n) - cn log(2) + n
T(n) = cnlog(n) -cnlog(2) + n=cnlog (n) -cn + n
T(n) =cnlog (n) -cn + n = cn log(n)

spetnione dla c>=1,;
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Metoda iteracyjna

¥ Polega na rozwijaniu (iterowaniu)
rekurencji i wyrazanie jej jako sumy
sktadnikéw zaleznych tylko od n warunkoéw
brzegowych. Nastepnie mogg byc¢ uzyte
techniki sumowania do oszacowania
rozwigzania.
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Metoda iteracyjna

Przyktad:

® Postac rekurenciji:
T(n) = 3T(n/4) + n
® lterujemy:
T(n) =n+ 3T(n/4) =n + 3((n/4) +3T(n/16) )
=n+ 3(n/4) + 9T(n/16)
=n+3n/4+9n/16 + 27 T(n/64)

® Iterujemy tak dtugo az osiggniemy warunki brzegowe.
Sktadnik i-ty w ciggu wynosi 3' n/4',
lterowanie kohczymy, gdy n=1 lub n/4' = 1 (czylii > log,(n)).
T(n) = n +3n/4 + 9n/16 + 27n/64 + ..... + 3'°9;" O(1)
T(n)= 4n + 3'°9," ©(1) = O(n)
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Metoda iteracyjna

® Metoda iteracyjna jest zazwyczaj zwigzana
z duzg iloscig przeksztatcen algebraicznych,
wiec zachowanie prostoty nie jest tatwe.

® Punkt kluczowy to skoncentrowanie sie na
dwdoch parametrach:
® liczbie iteracji koniecznych do osiggniecia
warunku brzegowego
® oraz sumie sktadnikow pojawiajgcych sie w
kazdej iteracji.
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Drzewa rekursji

® Pozwalajg w dogodny sposob zilustrowad
rozwijanie rekurencji, jak réwniez utatwia
stosowanie aparatu algebraicznego
stuzgcego do rozwigzywania tej rekurencii.

® Szczegodlnie uzyteczne gdy rekurencja
opisuje algorytm typu “dziel i zwyciezaj”.
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Drzewo rekursji dla alg. ,,dziel 1 zwyciezaj

T(n) = 2 T(n/2) + n2

/ \ > N2
/nz\ /(n/2)2 (n/2)2\ .+ 14 02

T(n/2) T(n/2) T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4) — " 1/4n°

ostateczny wynik: T(n) = ©(n?) w sumie: ©(n?)
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Drzewa rekursji

T(n) =T(n/3) + T(2n/3) + n

k= log,,n

.

n/9 2n/9 2n/9 4n/9 - N

w sumie ©(n log(n))
Dzielimy tak dtugo az n (2/3)k=1 => n = (3/2)k

=> k = log,;,(n) = log,,(2) * log(n)

ostateczny wynik: T(n) = O(n log(n))
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Metoda rekurencji uniwersalnej

® Metoda rekurencji uniwersalnej podaje
“uniwersalny przepis” rozwigzywania
rOwnania rekurencyjnego postaci:

T(n) = a T(n/b) + f(n)
® gdzie a=1 i b>1 sg statymi, a f(n) jest
funkcja asymptotycznie dodatnia.
® Za wartos¢ (n/b) przyjmujemy najblizsza
liczbe catkowitg (mniejsza lub wiekszg od
wartosci doktadnej).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 15 27.11.2012



Metoda rekurencji uniwersalnej

® Rekurencja opisuje czas dziatania
algorytmu, ktoéry dzieli problem rozmiaru n
na a problemow, kazdy rozmiaru n/b,
gdzie a | b sg dodatnimi statymi.

® Kazdy z a problemow jest rozwigzywany
rekurencyjnie w czasie T(n/b).

® Koszt dzielenia problemu oraz tgczenia
rezultatdw czesciowych jest opisany
funkcja f(n).
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Niech a=1 | b>1 bedga statymi, niech f(n) bedzie pewna
nkcjg i niech T(n) bedzie zdefiniowane dla nieujemnych
czb catkowitych przez rekurencje
T(n) = a T(n/b) + f(n)

gdzie (n/b) oznacza najblizszg liczbe catkowitg do
wartosci doktadnej n/b.

® Wtedy funkcja T(n) moze by¢ ograniczona
asymptotycznie w nastepujgcy sposob:
® Jesli f(n) = O(n'99,2¢) dla pewnej statej e>0, to T(n) = ©(n'°9,2).
® Jesli f(n) = ©(n'9%2) to T(n) = ©(n'"%2 log n).

® Jesli f(n) = n'o9,2*: dla pewnej statej e>0 i jesli af(n/b) = cf(n)
dla pewnej statej c<1 | wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n)
= ©(f(n))
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

“Intuicyjnie...”:

® W kazdym z trzech przypadkow poréwnujemy
funkcje f(n) z funkcjg n'°9,2. Rozwigzanie
rekurencji zalezy od wiekszej z dwéch funkcji.

® Jesli funkcja n'°9,? jest wieksza, to rozwigzaniem
rekurencji jest:
T(n) = ©(n'9,?)

® Jesli funkcje sg tego samego rzedu, to mnozymy
przez log n i rozwigzaniem jest:
T(n) = ©6(n'%?2 log n) = T(n) = ©(f(n) log n).

® Jesli f(n) jest wieksza, to rozwigzaniem jest:
T(n) = ©(f(n))
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Przykiad

T(n) =9 T(n/3) + n

a=9, b=3,

f(n)=n,

a zatem n'°9,@ = n'993? = O(n?).

Poniewaz f(n)=0(n'"95%¢), gdzie e=1,
mozemy zastosowac przypadek 1 z
twierdzenia i wnioskowac ze rozwigzaniem

jest T(n) = ©(n?).
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Przykiad

T(n) = T(2n/3) + 1

a=1, b=3/2,
f(n)=1,
a zatem n'e9y@ = n'egzl = N0 = 1,

Stosujemy przypadek 2, gdyz

f(n) = O(n'9%2 ) = O(1),
a zatem rozwigzaniem rekurencji jest
T(n) = ©(log n).
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Przyktad

T(n) = 3T(n/4) + nlog n
=3, b=4,
f(n) n Iog n,
a zatem nl°9,2 = nleg,3 = O(n0793),

Poniewaz f(n) = Q(n'"93* ), gdziee = 0.2, wiec
stosuje sie tutaj przypadek 3, jesli mozemy
pokazac ze dla f(n) zachodzi warunek
regularnosci.

Dla dostatecznie duzych n:

af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) = (3/4)nlog(n) = c f(n)
dla c=3/4.

Warunek jest spetniony i mozemy naplsac ze
rozwigzaniem rekurencji jest T(n) = O©(nlog n).
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Przyktad

T(n) = 2T(n/2) + nlog n
a=2, b=2,

f(n)=n log n,

a zatem n'°9,@ = n.

Wydaje sie ze powinien to by¢ przypadek 3, gdyz
f(n)=n log n jest asymptotycznie wigksze niz
n'°9,® = n, ale nie wielomianowo wiekszy.

Stosunek f(n)/ n'99,2 = (n log n)/n = log n jest
asymptotycznie mniejszy niz n¢ dla kazde]
dodatniej statej ¢.

W konsekwencji rekurencja ta “wpada” w luke
miedzy przypadkiem 2 i 3.
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Prawdopodobienstwo i
algorytmy probabilistyczne
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Teoria prawdopodobienstwa

B Teoria prawdopodobienstwa, szeroko
stosowana we wspotczesnej nauce, ma
rowniez wiele zastosowan w informatyce,
np.:

» szacowanie czasu dziatania programow dla
przypadkow ze Srednimi, czyli typowymi
danymi wejsciowymi,

» wykorzystanie do projektowania algorytmoéw
,podejmujgcych decyzje” w niepewnych
sytuacjach, np. najlepsza mozliwa diaghoza
medyczna na podstawie dostepnej informacji,

»algorytmy typu Monte Carlo,

» réznego rodzaju symulatory procesow,

> prawie zawsze ,,prawdziwe” rozwigzania.
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Teoria prawdopodobienstwa

B Przestrzen probabilistyczna Q:

Skonczony zbiér punktow, z ktdérych kazdy reprezentuje
jeden z mozliwych wynikéw doswiadczenia. Kazdy punkt x
jest zwigzany z takg nieujemng liczbg rzeczywistg zwang
prawdopodobienstwem x, ze suma prawdopodobienstw
wszystkich punktéw wynosi 1.

Istnieje takze pojecie nieskonczonych przestrzeni
probabilistycznych ale nie majg one wiekszego
zastosowania w informatyce.

B Zdarzenie E:

Podzbidr punktéw w przestrzeni probabilistyczne;.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, P(E), jest sumg
prawdopodobienstw punktéw nalezgcych do tego zdarzenia.

B Dopetnienie zdarzenia E czyli E :

Zbiér punktéw przestrzeni probabilistycznej ktore nie nalezg
do zdarzenia E. P(E) + P(E) = 1.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

® Prawdopodobienhstwem warunkowym zajscia
zdarzenia F pod warunkiem zajscia zdarzenia E,
gdzie P(E) = 0 nazywamy liczbe:
P(F|E) = P(ENF) /P (E).

B Jest to iloraz prawdopodobiehstwa czesci
wspolnej zdarzen E, F i prawdopodobienstwa
zdarzenia E.

B Zdarzenia E, F nazywamy niezaleznymi jesli
zachodzi:

P(E N F) = P(E) * P(F)
W W przeciwnym wypadku zdarzenia sg zalezne.

B Dla zdarzenh niezaleznych E, F zachodzi:
P(F|E) = P(F)
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Przyktady

B Zdarzenia niezalezne:
Rzucamy dwoma kostkami, wyrzucenie liczby ,, 1" na
pierwszej kostce (zdarzenie E) nie wptywa na mozliwosc
pojawienia sie liczby ,,1” na drugiej kostce (zdarzenie F).
P(F|E) = P(F)

B Zdarzenia zalezne:

Ciggniemy dwa razy karte z talii kart. Wyciggniecie jako
pierwszej karty asa (zdarzenie E), wptywa na mozliwos¢
wyciggniecia jako drugiej karty asa (zdarzenie F). P(F|E) #
P(F).

® W niektorych sytuacjach liczenie prawdopodobienstw jest
tatwiejsze jezeli podzielimy przestrzen probabilistyczna na
rozdzielne obszary R, R,, ... , R_.

Wowczas P(E) = =._, P(E|R,) » P(R)).
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Przykiad z kartami

Ciggniemy dwie karty z talii 52 kart. Liczba mozliwych wynikéw tego
doswiadczenia (czyli wariacji bez powtdrzen) wynosi |Q] =52 * 51 = 2652.
Oznaczmy poprzez E zdarzenie polegajgce na wyciggnieciu jako pierwszej
karty As’a.

E| =4 *51 = 204.

(E) = |E|/|Q| = 204/2652 = 1/13.
Prawdopodobienstwo wyciggniecia As’a jako drugiej karty, (zdarzenie F),
jezeli pierwsza wyciggnieta karta to byt As jest P(F|E) = P(ENF) /P (E)
= 43/204 = 1/17.
P(E)*P(F|E) = 1/13 » 1/17 = 1/221.

Podzielmy przestrzeh na dwa obszary:

> R, - pierwszg karta jest As, |R,| = 4*51 = 204.
R, - pierwszg karta nie jest As, |R,| = 2652-204 = 2448.
P(E N F)=P((E N F)|R1) « P(R1) + P((E N F)|R2) « P(R2)
PENF|R,)=0
PENF|R,)=4°¢3/4¢51=1/17
P(R,) = 204/ 2652 = 1/13

P(EN F) = P((E N F)|R,) * P(R,) + P(EN F)|R,) * P(R,) = 1/17 « 1/13 + 0 ¢
P(R,) = 1/221.

YV VYV V

vV V V

Gdybysmy po wyciagnieciu pierwszej karty zwracali jg z powrotem do talii,
to mielibysmy
P(F|E) = P(F) = 1/13 (zdarzenia niezalezne).

Wowczas P(E) » P(F|E)=1/13 » 1/13=1/169.
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Reguty zwigzane z wieloma zdarzeniami

ENF=peq

(zdarzenia niezalezne)

EUF:p+q—p'q

(zdarzenia niezalezne)

4

® W zastosowaniach czasem akceptujemy ze nie
mozemy wyznaczy¢ doktadnie
prawdopodobienstw oraz zaleznosci miedzy
zdarzeniami. Potrafimy tylko wskazac sytuacje
najmniej lub nanard2|eJ prawdopodobne.

B Zastosowanie: réznego typu diagnostyka
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Oczekiwane wartosci obliczen

® Przypusémy, ze mamy pewng funkcje
okreslong na przestrzeni probabilistycznej
f(x). Wartos¢ oczekiwana tej funkcji po
wszystkich punktach przestrzeni A[O]

E(f) = Z f(x) P(x).

¥ Mamy tablice n liczb catkowitych,
sprawdzamy czy jakas liczba catkowita ,, x”
jest elementem tej tablicy. Algorytm
przeglgda catg tablice, po napotkaniu

NN © 0 (B~ WUl 9O -

Ali]l = x kohczy dziatanie. Ali]
» Jezeli A[0] = x to algorytm O(1)
» Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n)
n-1
B E(f)=3(ci+d)es(l/n)=ce(n-1)/2+d Aln-1]

E(f) ~ c » n/2 dladuzegon
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

¥ Jest bardzo wiele roznych typéw algorytmoéw
wykorzystujgcych prawdopodobienstwo.

¥ Jeden z nich to tzw. algorytmy Monte-Carlo ktore
wykorzystujg liczby losowe do zwracania albo wynlku
pozgdanego (,,prawda”), albo zadnego (,, nie wiem”).
Wykonujac algorytm stata liczbe razy, mozemy rozwigzac
problem, dochodzgc do wniosku, ze jesli zadne z tych
powtdrzen nie doprowadzito nas do odpowiedzi , prawda”,
to odpowiedzig jest ,fatsz”.
Odpowiednio dobierajac liczbe powtdérzen, mozemy
dostosowac prawdopodobienstwo niepoprawnego wniosku
,fatsz” do tak niskiego poziomu, jak w danym przypadku
uznamy za konieczne.

® Nigdy jednak nie osiggniemy prawdopodobienstwa
popetnienia btedu na poziomie zero.
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Co to sa liczby losowe?

B Moéwimy, ze wyniki pewnych doswiadczen sg
losowe, Cco oznhacza ze wszystkie mozliwe wyniki
sg rownie prawdopodobne.

¥ Przyktadowo, jezeli rzucamy normalng
(prawidtowg) kostkg do gry to zaktadamy ze nie
ma mozliwosci fizycznego kontrolowania wyniku
tego rzutu w taki sposéb aby jeden wynik byt
bardziej prawdopodobny od drugiego.

¥ Podobnie zaktadamy ze majgc uczciwie
potasowana talie kart, nie mozemy wptynac na
wynik rozdania- prawdopodobienstwo otrzymania
w rozdaniu kazdej karty jest identyczne.
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Co to sa liczby losowe?

W Wszystkie generowane przez komputer losowe sekwencje
sq wynikiem dziatania specjalnego rodzaju algorytmu
zwanego generatorem liczb losowych (ang. random
number generator). Zaprojektowanie takiego algorytmu
wymaga specjalistycznej wiedzy matematycznej.

Przyktad prostego generatora ktory catkiem dobrze
sprawdza sie w praktyce to tzw. “liniowy generator
kongurencyjny”.

Wyznaczamy state a= 2, b > 1, x, = 0 oraz wspotczynnik
m > max(a, b, x,).

Mozemy teraz wygenerowac sekwencje liczb x,, x,, ... za
pOMoCg wWzoru:

X,y = (@ X, + b) mod(m)

® Dla wtasciwych wartosci statych a, b, m oraz x,, sekwencja

wynikowa bedzie wyglgdata na losowa, mimo ze zostata ona
wygenerowana przy uzyciu konkretnego algorytmu i na
podstawie “jadra” X,.

B Dla szeregu zastosowan istotna jest odtwarzalnos¢
sekwencji liczb losowych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 33 27.11.2012




Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

¥ Mamy pudetko w ktorym jest n-procesorow, nie mamy
pewnosci czy zostaty przetestowane przez producenta.
Zaktadamy ze prawdopodobienstwo ze procesor jest
wadliwy (w nieprzetestowanym pudelku) jest 0.10.

B Co mozemy zrobi¢ aby potwierdzi¢ czy pudetko
dobre?
» przejrze¢ wszystkie procesory -> algorytm O(n)
» losowo wybrac k procesoréw do sprawdzenia -> algorytm O(1)

btad polegatby na uznaniu ze pudetko dobre (przetestowane)
jezeli nie byto takie.

¥ Przyktad: Losujemy k=131 procesorow.
Jezeli procesor jest dobry odpowiadamy ,,nie wiem”.
Prawdopodobienstwo ze ,,nie wiem” dla kazdego z k-
procesorow (0.9)k = (0.9)*31 = 10+,
10-¢ to jest prawdopodobienstwo ze pudetko uznamy za
dobre choc nie byto testowane przez producenta.
Za cene btedu = 10¢, zamieniliSmy algorytm z O(n) na
O(1). Mozemy regulowac wielkos¢ btedu/czas dziatania
algorytmu zmieniajgc k.
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Probabilistyczne algorytmy sprawdzania

» Czy liczba N jest liczba pierwszag ?”

® W potowie lat 70-tych odkryto dwa bardzo eleganckie
probabilistyczne algorytmy sprawdzajgce, czy liczba jest
pierwsza. Byty one jednymi z pierwszych rozwigzanh
probabilistycznych dla trudnych probleméw algorytmicznych.
Wywotaty fale badan ktére doprowadzity do probabilistycznych
rozwigzahn wielu innych problemow.

% Oba algorytmy wykonuja sie w czasie wielomianowym (niskiego
Is\ic;))pnla), zaleznym od liczby cyfr w danej liczbie N %lczyli O (log

¥ Oba algorytmy sg oparte na losowym szukaniu pewnych rodzajow
potwierdzen lub swiadectw ztozonosci liczby N.

B Po znalezieniu takiego swiadectwa algorytm moze sie bezpiecznie
zatrzymac z odpowiedzig ,,nie, N nie jest liczba pierwsza”,
poniewaz istnieje bezdyskusyjny dowdd ze N jest liczbg ztozong.

B Poszukiwanie musi by¢ przeprowadzone w taki sposdb aby w
pewnym rozsgdnym czasie algorytm mogt przerwac szukanie
odpcm/_iadajac, ze N jest liczbg pierwszg z bardzo matg szansg
omyiki.

¥ Trzeba zatem znalezC dajgca sie szybko sprawdzac definicje
Swiadectwa ztozonosci.
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»Czy liczba N jest liczba pierwsza ?

> N
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_ 1aN-1
nie ‘
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l tak l tak
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1/2200

jesli to jest odpowiedz
to jest to prawda
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Swiadectwa zlozonosci (zarys)

W Kazda liczba parzysta poza 2 to jest liczba ztozona

W Jezeli suma cyfr liczby jest podzielna przez 3 to liczba jest
ztozona (iteracyjny prosty algorytm liniowo zalezny od
liczby cyfr)

B Test pierwszosci Fermata:

> j(elS|I n J§st liczbg pierwszg oraz k jest dowolna liczba catkowita
n-
to k1= 1 (mod n).
» natomiast jesli n {est liczba z’rozona (z wyjatkiem kilku ztych
liczb ztozonych - liczb Carmichael’a) oraz jesli k wybierzemy

losowo z przedziatu (1, n-1) to prawdopodobienstwo tego ze
kr-1Z 1 (mod n) jest mniejsze niz Y.

» Zatem liczby ztozone (poza liczbami Carmichael’a) spetniaja
warunek testu dla danego k z prawdopodobienstwem nie
mniejszym niz Y.

[ Test pierwszosci Solovay-Strassena:

» jesli ki n nie maja wspdélnych dzielnikéw (co by byto
Swiadectwem z’fozonosu) policz:

X = k»12 (mod n), Y = Js(n,k) (symbol Jacobiego),
jesli X # Y to k jest $wiadectwem zt0zono&Ci liczby n.

» dla tego testu nie ma ‘ztych’ liczb ztozonych.
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Podsumowanie

B Przestrzen probabilistyczna sktada sie z punktéw
z ktorych kazdy reprezentuje wynik jakiegos
doswiadczenia. Kazdy punkt x zwigzany jest z
nieujemna liczbg zwang prawdopodobienstwem
punktu x. Suma prawdopodobienstw wszystkich
punktdw sktadajgcych sie na przestrzen
probabilistyczna wynosi 1.

B Zdarzenie jest podzbiorem punktéw z przestrzeni
probabilistycznej. Prawdopodobienstwo zdarzenia
jest sumag prawdopodobienhstw nalezgcych do
niego punktéow. Prawdopodobiehstwo kazdego
zdarzenia miesci sie w przedziale od 0 do 1.
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Podsumowanie

B Reguta sum okresla, ze prawdopodobienstwo tego,
ze zajdzie jedno z dwdch zdarzen E lub F jest
wieksze lub réwne wiekszemu z prawdopodobienstw
obu zdarzen, ale nie wieksza niz suma tych
prawdopodobienstw.

B Reguta iloczyndw okresla, ze prawdopodobienstwo
tego, ze wynikiem pewnego doswiadczenia bedg
dwa zdarzenia E | F, jest nie wieksze niz mniejsze z
prawdopodobienstw obu zdarzen.

¥ Wykonujgc algorytm Monte Carlo statg liczbe razy,
mozemy rozwigzac problem, dochodzgc do wniosku,
ze jesli zadne z tych powtdrzeh nie doprowadzito nas
do odpowiedzi ,,prawda”, to odpowiedzig jest ,fatsz”.
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