Teoretyczne podstawy informatyki

Wyktad 7:

Grafowy model danych
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Relacje

® Chociaz zatozylismy, ze w 0gdlnosci elementy nalezgce do
zbioréw sg niepodzielne, w praktyce czesto korzystnym
rozwigzaniem jest przypisanie elementom pewnych
struktur.

B Wazng strukturg dla elementow jest lista o statej
dtugosci zwana krotka.

Kazdy element takiej listy nazywamy skfadowa krotki.

Zbior elementow, z ktérych kazdy jest krotkg o takiej
samej licznosci - powiedzmy k - nazywamy relacja.
Licznoscig takiej relacji jest k.

B Jesli licznos¢ wynosi 2 méwimy o krotce lub relacji
binarnej.
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Relacje

B lloczyn kartezjanski A x B:

» Jest to zbidr par, z ktérych pierwszy element pochodzi
ze zbioru A, drugi ze zbioru B, czyli
AxB={(a,b):all Aorazb B}

» lloczyn kartezjanhski nie ma wtasnosci przemiennosci, A
XBZBXA

» K-elementowy iloczyn kartezjanski A; X A, X A; ... X A,
to zbiér k-krotek (a,,a,, ..., a,).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 3 23.11.2002




Graf

B Graf to jest relacja binarna.
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Graf

® Dla graféw mamy ogromne mozliwosci wizualizac jako
zbior punktow (zwanych wierzchotkami)
potaczonych liniami lub strzatkami (nazwanych
krawedziami). Pod tym wzgledem graf stanowi
uogolnienie drzewiastego modelu danych.

" Podobnie jak drzewa, grafy wystepujg w réznych
postaciach: graféw skierowanych |
nieskierowanych |lub etykietowanych |
niezaetykietowanych.

¥ Grafy sa przydatne do analizy szerokiego zakresu
probleméw: obliczanie odlegtosci, znajdowanie
cyklicznosci w relacjach, reprezentacji struktury
programow, reprezentacji relacji binarnych,
reprezentacji automatow i uktadow
elektronicznych.
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Podstawowe pojecia

W Graf skierowany (ang. directed graph)
Sktada sie z nastepujgcych elementéw:
» Zbioru V wierzchotkéw (ang. nodes, vertices)
» Relacji binarnej E na zbiorze V. Relacje E nazywa sie

zbiorem krawedzi (ang. edges) grafu skierowanego.
Krawedzie stanowig zatem pary wierzchotkéw (u,v).

v={0,1,2,3,4}
E={(0,0), (0,1), (0,2), (1,3),

(2,0), (2,1), (2,4), (3,2),
(3,4), (4,1) }
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Podstawowe pojecia

B Etykiety:
» Podobnie jak dla drzew, dla graféw istnieje mozliwos¢
przypisania do kazdego wierzchotka etykiety (ang. label).

» Nie nalezi myli¢ nazwy wierzchotka z jego etykietg. Nazwy
wierzchotkOw musza bycC niepowtarzalne, ale kilka |
wierzchotkow moze byC oznaczonych ta sama etykieta.

@ gryzie :@

pies kot

B Drogi:
» Droga (ang. path) w grafie skierowanym stanowi liste
wierzchotkow,
(n, n,, ..., n.) taka, ze wystepuje krawedz tgczgca kazdy
wierzchotek z nastepnym, to znaczy (n,, n,.,) [0 E dla i=1, 2,
..., k. Dtugos¢ (ang. lengh) drogi wynosi k-1, co stanowi liczbe
krawedzi nalezgcych do tej samej drogi.
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Podstawowe pojecia

B Grafy cykliczne i acykliczne:

> Cyékl (ang. cycle) w grafie skierowanym jest drogg o dtugosci 1
lub wi ce{, ktora zaczyna sie i konczy w tym samym
wierzchotku.

» Dtugosc¢ cyklu jest dtugosciag drogi. Cykl jest prosty (ang.
simple) jezeli zaden wierzchotek (oprocz pierwszego) nie
pojawia sie na nim wiecej niz raz.

» Jezeli istnielje,gykl nieprosty zawierajgcy wierzchotek n, to.
mozna znalezC prosty cykl ktory zawiera n. Jezeli graf posiada
jeden lub wiecej cykli to mowimy ze jest grafem cyklicznym
(ang. cyclic). Jesli cykle nie wystepuja to, graf okresla sie
mianem acyklicznego (ang. acyclic).

Przyktady cykli prostych:
(OIO)I (0;2,0), (1131211)1
(113121411)

Przyktad cyklu
nieprostego:
(0,2,1,3,2,0)
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Grafy wywotan

® Wywotania dokonywane przez zestaw funkcji mozna
reprezentowac za pomoca grafu skierowanego, zwanego
Erafem, wywofan. Jego wierzchotki stanowig funkcje, a
rawedz (P, Q) istnieje wowczas, gdy funkcja P wywotuje
funkcje Q.

B |stnienie cyklu w grafie implikuje wystepowanie w
algorytmie rekurencji.
» Rekurencja w ktérej funkcja wywotuje samg siebie
nazywamy bezposrednia (ang. direct).

» Czasem mamy do czynienia z rekurencja posrednia (ang.
indirect) ktora reprezent: © :ykl o dtugosci wiekszej niz 1,
np. (P, Q, R, P).
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Grafy wywotan

Graf wywotan dla algorytmu
sortowania przez scalanie

Rekurencja bezposrednia
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Grafy nieskierowane

B Czasem zasadne jest potgczenie wierzchotkéw
krawedziami, ktdore nie posiadaja
zaznaczonego kierunku. Z formalnego punktu
widzenia taka krawedz jest zbiorem dwoch
wierzchotkéw.

B Zapis {u,v} mowi ze wierzchotki u oraz v sg
potgczone w dwédch kierunkach. Jesli {u,v} jest
krawedzig nieskierowana, wierzchotki u i v
okresla sie jako sasiednie (ang. adjacent) lub
mianem sasiadow (ang. neighbors).

W Graf zawierajacy krawedzie nieskierowane, czyli
graf z relacjg symetrycznosci krawedzi, nosi
nazwe grafu nieskierowanego (ang. undirected

graph).
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Grafy nieskierowane

Graf nieskierowany reprezentujacy
drogi na wyspie Hawajow Maui.

Kahului

Keokea

¥ Droga to lista wierzchotkow. Nieco trudniej jest
sprecyzowac co to jest cykl, tak aby nie byta to
kazda lista (v,, Vo, «eey Vi1y Viy Viqy seey Vo, V,)
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Pewne pojecia z teorii grafow

B Teoria grafow jest dziedzing matematyki
Zajmujgcg sie wtasciwosciami grafow.
B Grafy petne:

» Nieskierowany graf posiadajacy krawedzie pomiedzy
kazdg parg roznych wierzchotkdw nosi nazwe grafu
petnego (ang. complete graph). Graf petny o n
wierzchotkach oznacza sie przez K,..

» Liczba krawedzi w nieskierowanym grafie K wynosi
n(n-1)/2, w skierowanym grafie K wynosi n?,

LA

K, K, K;
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Grafy planarne 1 nieplanarne

® O grafie nieskierowanym mowi sie ze jest planarny (ang.
planar) woéwczas, gdy istnieje mozliwosc¢ rozmieszczenia
jego wierzchotkéw na ptaszczyznie, a nastepnie
narysowania jego krawedzi jako lini ciggtych ktére sie nie
przecinaja.

B Grafy nieplanarne (ang. nonplanar) to takie ktére nie
posiadajg reprezentacji ptaskiej.

Reprezentacja planarna: Najprostsze grafy nieplanarne:
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Zastosowania planarnosci i kolorowanie grafow

B Planarnos¢ ma duze zastosowanie do graficznych reprezentacji w
mformat%ce dla projektowania réznego rodzaju uktadow (np.
scalonych, bramek, etc.)

® Kolorowanie grafu (ang. graph coloring) polega na przypisaniu
do kazdego wierzchotka pewnego koloru, tak aby zadne dwa
wierzchotki potgczone krawedzig nie miaty tego samego koloru.

® Minimalna liczba koloréw potrzebna do takiej operacji nazwana
jest liczba chromatyczna grafu (ang. chromatic number),
oznaczang x(G).
> {_eZeI_i graf jest petny to jego liczba chromatyczna jest rowng
iczbie wierzchotkow

» Jezeli graf moZemc}/ pokolorowac przy pomocy dwoch koloréw
to nazywamy go dwudzielnym (%ng. bipartite graph). Np. K.
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Sposoby implementacji grafow

B [sthiejg dwie standardowe metody
reprezentacji grafow.

» Pierwsza z nich, listy sasiedztwa (ang. adjacency lists),
jest, ogolnie rzecz biorgc, podobna do implementacji
relacji binarnych.

» Druga, macierze sgsiedztwa (ang. adjacency
matrices), to nowy sposob reprezentowania relacji
binarnych, ktdry jest bardziej odpowiedni dla relacji, w
przypadku ktorym liczba istniejgcych par stanowi
Zznaczgcyq czesc catkowitej liczby par, jakie mogtyby
teoretycznie istnieC w danej dziedzinie.
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Listy sasiedztwa

¥ Wierzchotki s ponumerowane kolejnymi liczbami
catkowitymi O0,%,....., MAX-1 lub oznaczone za
pomoca innego adekwatnego typu wyliczeniowego
(uzywamy ponizej typu NODE jako synonimy typu
wyliczeniowego). Wowczas mozna skorzystac z
podejscia opartego na wektorze wtasnym.

B Element successors[ul zawiera wskaznik do listy
jednokierunkowej wszystkich bezposrednich
nastepnikow wierzchotka u. Nastepniki moga
wystepowal w dowolnej kolejnosci na liscie
jednokierunkowej.

typedef struct CELL *LIST;

) ) struct CELL {
Listy sasiedztwa: NODE nodeName:

LIST next;

}
LIST successors[MAX]
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Reprezentacja grafu za pomoca list sasiedztwa

W Listy sgsiedztwa zostaty posortowane wg.
kolejnosci, ale nastepniki moga
wystepowal w dowolnej kolejnosci na
odpowiedniej liscie sgsiedztwa.

0 0 1 2| °
1 3 |°

2 0 4 |o
3 2 4 | o

4| —T— LI
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Reprezentacja grafu za pomoca macierzy sasiedztwa

¥ Tworzymy dwuwymiarowgq tablice;
BOOLEAN vertices[MAX][MAX];

w ktorej element vertices[ullv] ma wartosc
TRUE wéwczas, gdy istnieje krawedz (u, v), zas
FALSE, w przeciwnym przypadku.

AN = O

o o~ o =|lo
_ O = O | =
O = O O |
O OO~ Olw
O == O Ok
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Porownanie macierzy sasiedztwa z listami

sgsiedztwa.

¥ Macierze sgsiedztwa sg preferowanym sposobem reprezentacji
E_rafow. wowczas, gdy grafy sa geste (ang. dense), to znaczy,
iedy liczba krawedzi jest bliska maksymalnej mozliwej ich liczby.

¥ Dla grafu skierowanego o n wierzchotkach maksymalna liczba

krawedzi wynosi n2.

B Jesli graf jest rzadki (ang. sparse) to reprezentacja oparta na
istach sgsiedztwa moze pozwoli¢ zaoszczedzic pamiec.

B |stotne réznice miedzy przedstawionymi reﬁrezentac_jami grafow

sq widoczne juz przy wykonywaniu prostyc

Preferowany sposéb reprezentacji:

operacji.

OPERAC]A GRAF GESTY | GRAFRZADKI
Wyszukiwanie krawedzi Macierz sasiedztwa | Obie

Znajdowanie nastepnikow Obie Lista sastedztwa
Znajdowanie poprzednikow Macierz sasiedztwa | Obie

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 20

13.11.2012



Spojna sktadowa grafu nieskierowanego

B Kazdy graf nieskierowany mozna podzieli¢ na
jedna lub wiekszg liczbe spojnych skfadowych
(ang. connected components).

B Kazda spojna sktadowa to taki zbior
wierzchotkow, ze dla kazdych dwoch z tych
wierzchotkow istnieje tgczgca je sciezka. Jezel
graf sktada sie z jednej spojnej sktadowej to
mowimy ze jest spojny (ang. connectedg.

Kahului

To jest graf spojny

Keokea
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Spdjne sktadowe jako klasy rownowaznosci

¥ Pojecie spojnych skftadowych mozna .
potraktowac formalnie jako klasy rownowaznosci
relacji rownowaznosci P zdefiniowanej na
wierzchotkach grafu nieskierowanego jako uPv
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga z
wierzchotka u do v.

B Relacja P dzieli graf na klasy rownowaznosci.
Kazda klasa rownowaznosci zdefiniowana relacja
drogi odpowiada spojnej sktadowej tego grafu.
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Spdjne sktadowe jako klasy rownowaznosci

B Sprawdzenie czy P jest relacja
rownowaznos$ci

» Relacja P jest zwrotna, to znaczy zachodzi uPu dla
dowolnego wierzchotka u, gdyz istnieje droga o dtugosci O
z dowolnego wierzchotka do niego samego.

» Relacja P jest symetryczna. Jesli zachodzi uPv, to
Istnieje droga z wierzchotka u do v. Poniewaz graf jest
nieskierowany, odwrotny porzgdek wierzchotkow
rowniez stanowi droge. Stad zachodzi vPu.

» Relacja P jest przechodnia. Zatézmy, ze relacje uPw
oraz wPv sg prawdziwe. Wowczas istnlege pewna droga,
na przyktad (X;, X,, «.., X;) Z U do w. Zatem u=Xx, oraz
w=X;. Ponadto istnieje droga (y,, Y., .= ¥,) Z Wierzchotka
w do v, gdzie w=y, oraz v=y,. Sktadajgc obie drogi
razem otrzymujemy droge z u do v, czyli (u=x,, X5, «u)

X;= W= Y, Yoy weny Y= V).
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Algorytm wyznaczania spodjnych sktadowych

® Chcemy okresli¢ spojne sktadowe grafu G. Przeprowadzamy
rozumowanie indukcyjne.

B Podstawa:
» Graf G, zawiera jedynie wierzchotki grafu G i zadnej jego

krawedzi. Kazdy wierzchotek stanowi odrebng spdjna
sktadowg .

B |Indukcja:
» Zaktadamy, ze znamy juz spodjne sktadowe grafu G, po
rozpatrzeniu pierwszych i krawedzi, a obecnie rozpatrujemy
(i+1) krawedz {u, VX.
X jezeli wierzchotki u, v naleza do jednej spojnej sktadowej to nic sie
nie zmienia

X jeczjeli do dwoch réznych, to tgczymy te dwie spdjne sktadowe w
jedna.
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Struktura danych dla wyznaczania spojnych
sktadowych

® Biorgc pod uwage przedstawiony algorytm, musimy zapewnic
szybkag wykonywalnos¢ nastepujgcych operacji:

(1)gdy jest okreslony wierzchotek to znajdz jego biezaca
spojna sktadowa

(2)potacz dwie spojne sktadowe w jedng.
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Struktura danych dla wyznaczania spdjnych
sktadowych

W Zaskakujgco dobre wyniki daje ustawienie
wierzchotkéow kazdej sktadowej w strukturze
drzewiastej, gdzie spdjna sktadowa jest
reprezentowana przez korzen.

» aby wykonac operacje (1) nalezy przejs¢ do korzenia
» aby wykonac operacje (2) wystarczy korzeh jednej
sktadowej okresli¢ jako potomka korzenia sktadowe;
drugiej. Korzehn drzewa o mniejszej wysokosci czynimy
potomkiem.
¥ Przy takiej konstrukcji czas wykonania instrukcji (1)
jest O(log n), czas wykonania instrukcji (2) jest O(1).
Wyznaczenie wszystkich spéjnych sktadowych to O(m
log n) gdzie m jest liczbg krawedzi a n liczbg
wierzchotkéw.
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Minimalne drzewa rozpinajace

¥ Drzewo rozpinajace (ang. spanning tree) grafu
nieskierowanego G stanowi zbior wierzchotkow
tego grafu wraz z podzbiorem jego krawedzi,
takich ze:

> tacza one wszystkie wierzchotki, czyli istnieje droga
miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami ktéra sktada
sie tylko z krawedzi drzewa rozpinajgcego.

> tworza one drzewo nie posiadajace korzenia,
nieuporzgdkowane. Oznacza to ze nie istniejg zadne
(proste) cykle.
B Jesli graf G stanowi pojedyncza spdjng sktadowa
to drzewo rozpinajgce zawsze istnieje.
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Minimalne drzewa rozpinajace

» Minimalne drzewo rozpinajace (ang. minimal spanning
tree) to drzewo rozpinajgce, w ktérym suma etykiet jego
krawedzi jest najmniejsza ze wszystkich mozliwych do
utworzenia drzew rozpinajgcych tego grafu.

Graf nieskierowany Drzewo rozpinajace
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Znajdowanie minimalnego drzewa
rozpinajaceqo

¥ Najbardziej znany to al?orytm Kruskala, ktory stanowi
proste rozszerzenie algorytmu znajdowania spojnych

sktadowych. Wymagane zmiany to:
» nalezy rozpatrywac krawedzie w kolejnosci zgodnej z rosngcg
wartoscig ich etykiet,
» nalezy dotgczy¢ krawedz do drzewa rozpinajgcego tylko w
takim wypadku gdy H]eqj konce naleza do dwg?h 3
spojnych sktadowych.

roznych

Graf nieskierowany Minimalne drzewo rozpinajace
(w nawiasach podano kolejnos¢
dodawanych krawedzﬂ
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Znajdowanie minimalnego drzewa
rozpinajaceqo

¥ Algorytm Kruskala jest dobrym przyktadem
algorytmu zachftannego (ang. greedy algorithm):

» Podejmowany jest szereg decyzji, z ktdérych kazdg
stanowi wybranie opcji najlepszej w danym momencie.
Decyzje polegajg na wyborze krawedzi dodawanej do
formowanego drzewa rozpinajgcego. Za kazdym razem
wybierana jest krawedz o najmniejsze wartosci etykiety,
ktora nie narusza definicji drzewa rozpinajgcego,
zabraniajgcej utworzenia cyklu.

® Dla algorytmu Kruskala mozna wykazad, ze jego
rezultat jest optymalny globalnie, to znaczy ze
daje on w wyniku drzewo rozpinajgce o minimalnej
wadze.

® Czas wykonania algorytmu jest O(m log m) gdzie m
to jest wieksza z wartosci liczby wierzchotkow i liczby
krawedzi.
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Algorytm przeszukiwania w gtab

B Jest to podstawowa metoda badania grafow
skierowanych. Bardzo podobna do stosowanych dla drzew,
w ktorych startuje sie od korzenia i rekurencyjnie bada
wierzchotki potomne kazdego odwiedzonego wierzchotka.

B Trudnos$¢ polega na tym ze w grafie mogg pojawiac sie
cykle... Nalezy wobec tego znaczyc wierzchoftki juz
odwiedzone i nie wracac wiecej do takich wierzchotkdéw.

¥ W celu unikniecia dwukrotnego odwiedzenia tego samego
wierzchotka jest on odpowiednio oznaczany wiec graf w
trakcie jego badania zachowuje sie podobnie do
drzewa.

B W rzeczywistosci mozna narysowac drzewo, ktérego
krawedzie rodzic-potomek bedg niektérymi krawedziami
przeszukiwanego grafu G. Takie drzewo nosi nazwe drzewa
przeszukiwania w gtab (ang. depth-first-search) dla
danego grafu.
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Algorytm przeszukiwania w gtab

drzewo o
korzeniu a

- .-
O em o mm  omm BT

Graf skierowany 2 drzewa: @
o korzeniu d

o korzeniu a f-

Las przeszukiwania w gtab.
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Drzewo przeszukiwania w gtab

krawedz

wsteezn a
+

¥ Po (podczas) konstruowaniu drzewa
przeszukiwania w gtgb mozna ponumerowac jego
wierzchotki w kolejnosci wstecznej (ang. post-
order).
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Rekurencyjna funkcja przeszukiwania w gtab:

void dfs
enum MARKTYPE {VISITED, UNVISITED}; typedef struct CELL *LIST;
typedef struct{ struct CELL {
enum MARKTYPE mark; NODE nodeName;
LIST successors; LIST next;
} GRAPH[MAX]; ¥
void dfs(NODE u, GRAPH G)
{
LIST p; /* lista sagsiedztwa dla wierzchotka u */
NODE v; /* wierzchotek w komérce wskazywanej przez p */
G[u].mark = VISITED;
p = G[ul.successors;
while (p '= NULL) {
v = p->nodeName;
if (G[y]l.mark == UNVISITED) dfs(v, G);
p = p->next;
}
}
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Znajdowanie spojnych sktadowych

B Do znajdowania spoéjnych sktadowych mozemy
uzyC algorytmu poszukiwania w gtab.

» Traktujemy graf nieskierowany jako graf
skierowany, w ktérym kazda krawedz
nieskierowana zostata zastgpiona dwiema
krawedziami skierowanymi wiodgcymi w obu
kierunkach.

» Do reprezentacji grafu uzywamy list sgsiedztwa.

» Tworzymy las przeszukiwania w gtgb grafu
skierowanego. Kazde drzewo w tym lesie
odpowiada jednej sktadowej spdjnosci grafu
nieskierowanego.

B Czas wykonania algorytmu O(m) (przy uzyciu
struktury drzewiastej, patrz poprzedni wyktad,
czas wykonania wynosi O(m log n)).
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Znajdowanie cykli w grafie skierowanym

¥ Podczas przeszukiwania w gtgb grafu skierowanego G
mozna wszystkim wierzchotkom przypisa¢ numery
zgodne z kolejnosciag wsteczna w czasie rzedu O(m).

B Krawedzie wsteczne to takie dla ktérych poczatki sg
rowne lub mniejsze kohcom ze wzgledu na numeracje
wsteczng. Zawsze gdy istnieje krawedz wsteczna w
grafie musi istniec cykl.

® Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne. Aby
stwierdzi¢ czy w grafie wystepuje cykl nalezy
przeprowadzi¢ numeracje wsteczng a nastepnie
sprawdzi¢ wszystkie krawedzie.

B Catkowity czas wykonania testu cyklicznosci to O(m),
gdzie m to wieksza z wartosci liczby wierzchotkéw |
liczby krawedzi.
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Sortowanie topologiczne

B Zatézmy, ze graf skierowany G jest acykliczny.

B Dla kazdego grafu mozemy okreslic las
poszukiwania w gtab, okreslajgc numeracje
wsteczna jego wierzchotkow.

» Zatézmy, ze (n,, n,, ..., n.) okresla liste wierzchotkdéw
grafu G w kolejnosci odwrotnej do numeracji
wstecznej. To znaczy: n, jest wierzchotkiem
opatrzonym numerem n, n, wierzchotkiem opatrzonym
numerem n-1 i ogdlnie wierzchotek n, jest opatrzony
numerem n-i+1.

B Kolejnos¢ wierzchotkéw na tej liscie ma ta wtasnosé,
ze wszystkie krawedzie grafu G biegng od poczatku do
konca, tzn. poczatek poprzedza koniec.
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Sortowanie topologiczne

¥ Takie uporzgdkowanie nazywamy
topologicznym (ang. topological order), a proces
znajdowania takiego uporzgdkowania to
sortowanie topologiczne (ang. topological
sorting).

¥ Jedynie grafy acykliczne posiadajag
uporzgdkowanie topologiczne.

¥ Wykonujgc poszukiwanie w gtgb mozemy je
okresli¢ w czasie O(m).

¥ Jedna z mozliwosci: odktadac kolejno znalezione
wierzchotki ,,na stos”. Po zakonczeniu lista

znajdujgca sie na stosie bedzie reprezentowad
uporzgdkowanie topologiczne grafu.
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Sortowanie topologiczne

Uporzadkowanie topologiczne to (d,e,c,f,b,a)

6 1 2 4 6
4 3 5
E s
2
1 Las przeszukiwania w gtab

Skierowany graf cykliczny
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Sortowanie topologiczne - zastosowanhnia

B Uporzadkowanie topologiczne przydaje sie wowczas,
gdy istniejg pewne ograniczenia odnosnie kolejnosci w
jakiej maja by¢ wykonywane zadania.

~ Jesli krawedz wiodgca od wierzchotka u do wierzchotka v
oznacza ze zadanie u musi zosta¢ wykonane przed zadaniem
v, to uporzadkowaniem zapewniajgcym wykonanie wszystkich
zgdanh jest wtasnie uporzgdkowanie topologiczne.

» Podobny przyktad to graf wywotah nierekurencyjnego zbioru
funkcji, kiedy nalezy przeanalizowac kazdg funkcje dopiero po
dokonaniu analizy funkcji ja wywotujgcej. Jesli krawedzie wiodg
od funkcji wywotujgcych do wywotywanych, kolejnos¢, w ktorej
nalezy przeprowadzic¢ takie analizy, to odwrocenie porzadku
topologicznego, czyli uporzgdkowanie wsteczne. Zapewnia to
ze kazda funkcja zostanie przeanalizowana dopiero po
dokonaniu analizy wszystkich innych wywotywanych przez nig
funkcji.
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Sortowanie topologiczne - zastosowanhnia

W lstnienie cyklu w grafie reprezentujgcym
priorytety zadan méwi o tym, ze nie
Istnieje takie uporzadkowanie, dzieki
ktoremu mozliwe bytoby wykonanie
wszystkich zadan.

¥ |stnienie cyklu w grafie wywotan pozwala
stwierdzi¢ wystepowanie rekurencji.
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Problem osiggalnosci

¥ Naturalne pytanie zwigzane z grafem
skierowanym jest:

> ktére wierzchotki sg osiggalne z danego wierzchotka u
przy zatozeniu, ze po grafie mozna sie poruszac tylko
zgodnie z kierunkiem krawedzi?

Taki zbior wierzchotkéow okresla sie mianem zbioru

osiggalnosci (ang. reachable set) danego wierzchotka
u.

B Mozemy wykorzystac¢ rekurencyjng funkcje

poszukiwania w gtab. Catkowity czas wykonania
takiego zapytania to O(m n).
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrotszych drog

W Rozpatrujemy graf G (skierowany lub
nieskierowany), w ktorym wszystkie
krawedzie zaetykietowano wartosciami
reprezentujgcymi ich dtugosci.

® Dtugosc (ang. distance) danej drogi
stanowi wartos¢ sumy etykiet zwigzanych
Z nig krawedzi. Minimalna odlegtosc z
wierzchotka u do wierzchotka v to
minimalna dtugos¢ ktdorejs z drég od u do
V.
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrotszych drog

¥ Traktujemy wierzchotek s jako
wierzchotek zrédtowy. W etapie
posrednim wykonywania algorytmu
w grafie G istniejg tzw. wierzchoftki
ustalone (ang. settled), tzn. takie
dla ktérych znane sg odlegtosci
minimalne. W szczegdlnosci zbior
takich wierzchotkéw zawiera
rowniez wierzchotek s.

¥ Dla nieustalonego wierzchotka v
nalezy zapamieta¢ dtugosc specjalna
najkrotszej drogi specjalnej
(ang. special path) czyli takiej ktdra
rozpoczyna sie w wierzchotku
zrodtowym, wiedzie przez ustalone
wierzchotki, i na ostatnim etapie
przechodzi z obszaru ustalonego do
wierzchotka v.
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrotszych drog

B Dla kazdego wierzchotka u zapamietujemy wartosc
dist(u). Jesli u jest wierzchotkiem ustalonym, to
dist(u) jest dtugoscia najkrotszej drogi ze zrodta do
wierzchotka u.é_esll u nie jest wierzchotkiem .
ustalonym, to dist(u) jest dtugoscig drogi specjalne;
ze zrodta do u.

® Na czym polega ustalanie wierzchotkow:

» znajdujemy wierzchotek v ktory jest nieustalony ale
posiada najmniejszg dist(v) ze wszystkich wierzchotkow
nieustalonych

> 8rzyjmujemy wartos¢ dist(v) za minimalng odlegtos¢ z s

oV

» dostosowujemy wartosci wszystkich dist(u) dla innych
wierzchotkow, ktore nie sg ustalone, wykorzystujgc fakt,
ze wierzchotek v jest juz ustalony.

» Czyli Eoréwnujemy stare dist(u) z wartoscig dist(v)
+etykieta(v, u) jezeli taka (v, u) krawedz istnigje.

Czas wykonania algorytmu jest O(m log n).
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrotszych drég

Etapy wykonania algorytmu Dijkstry
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Algorytm Dilstry znajdowania najkrotszych
drdg.

B Jesli potrzebne jest poznanie minimalnych odlegtosci
miedzy wszystkimi parami wierzchotkow w grafie o n
wierzchotkach, ktore posiadajg etykiety o wartosciach
nieujemnych, mozna uruchomic algorytm Dijkstry
dla kazdego z n wierzchotkow jako wierzchotka
zrodtowego.

® Czas wykonania algorytmu Dijsktry wynosi O(m log
n ), gdzie m oznacza wiekszg wartosc z liczby
wierzchotkow i liczby krawedzi. Znalezienie w ten
Sposob mllnlmalnﬁc,h odlegtosci miedzy wszystkimi
p?raml wierzchotkOw zajmuje czas rzedu O(m n log
n).

B Jesli m jest bliskie swojej maksymalnej wartosci m =
n? to mozna skorzystac z implementacji algorytmu
Dijkstry ktory dziata w czasie O(n?). Wykonanie go n
razy daje czas rzedu O(n3).
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Algorytm Floyda-Warshalla znajdowania
najkrotszych drdg.

= Istniel[e inny algorytm znajdowania minimalnych
odlegtosci miedzy wszystkimi parami wierzchotkow,
noszgcy nazwe algorytmu Floyda-Warshalla.

¥ Jego wykonanie zajmuje czas rzedu O(n?). Operuje na
macierzach sgsiedztwa a nie listach sasiedztwa i jest
koncepcyjnie prostszy.

¥ Podstawa algorytmu jest dziatanie polegag'ace na
rozpatrywaniu po kolei kazdego wierzchotka grafu jako
elementu centralnego (ang. pivot).
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Algorytm Floyda-Warshalla znajdowania
najkrotszych drdg.

B Kiedy wierzchotek u jest elementem centralnym,
staramy sie wykorzystac fakt, ze u jest wierzchotkiem
posrednim miedzy wszystkimi parami wierzchotkow.

¥ Dla kazdej pagy wierzchotkéw, na przyktad v i w, jesli suma
etykiet krawedzi (v, u) oraz (u, w) (na rysunku d+e) , jest

mniejsza od biezgco rozpatrywanej etykiety f krawedzi

wiodgcej od v do w, to wartosc f jest zastepowana

wartoscig d+e.

Node u, v, w;

for (v =0; w < MAX; v++)
for (w=0; w < MAX; w++)
dist[v][w] = edge[v][w];
for (u=0; u< MAX; u++)
for (v=0;: v< MAX; v++)
for (w=0; w<MAX; w++)
if( dist[v][u]+dist[u]l[w] < dist[v][w])
dist[v][w] = dist [v][u] + dist [u][w];

edgelv][w] -etykieta krawedzi, wierzchoftki
numerowane
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przyktad

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Macierz edge, ktora odzwierciedla

poczatkowa postac macierzy dist

0 1 2 3 - 5
00 24 INF INF INF 28
1 (24 0 11 INF INF INF
2 | INF 11 0 13 INF INF
3 | INF INF 13 0 20 12
4 | INF INF INF 20 0 15
5128 INF INF 12 15 0
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przyktad

Macterz dist, po uzyciu wierzcholka

0 jako elementu centralnego

0 1 2 3 4 5
0 24 INF INF INF 28

24 0 11 INF INF(B2)

INF 11 0 13 INF INF

INF INF INF 20 0 15

28 (G2) INF 12 15 0

o = W o - O
T
—
Z
s
—a
2
=
2
-
—a
2
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przyktad

Macierz dist, po uzyciu wierzcholka

1 jako elementu centralnego

0 24 35 INF INF 28
24 0 11 INF INF 52

INF INF 13 0 20 12
INF INF INF 20 0 15

8 52 C63) 12 15 0

itd... 1td...

LT = W o — O
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przyktad

Ostateczna postac macierzy dist.

13
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Podsumowanie informacji o algorytmach

grafowych

PROBLEM

Minimalne drzewo rozpinajace
Znajdowame cykh
Uporzadkowanie topologiczne

Osiagalnosc w przypadku
pojedynczego zrodla

Spojne skladowe

Najkrotsza droga
dla pojedyncz. zrodla

Najkrotsza droga dla
wszystkich par

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

ALGORYTM(Y)
Algorytm Kruskala
Przeszukiwanie w glab
Przeszukiwanie w glab

Przeszukiwanie w glab

Przeszukiwanie w glab

Algorytm Diyjskry

Algorytm Dyjskry

Algorytm Floyda
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CZAS WYKONANIA
O(m log )
O(m)
O(m)

O(m)

O(m)

O(m log n)

O(m n log n)

O(n?)
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu

Kruskala

® Niech G bedzie nieskierowanym grafem spéjnym.
(Dla niektérych etykiet dopuszczamy dodanie
nieskonczenie malej wartosci tak aby wszystkie
etykiety byty rozne, graf G bedzie miat wobec tego
unikatowe minimalne drzewo rozpinajgce, ktore bedzie
jednym sposrod minimalnych drzew rozpinajgcych
grafu G o oryginalnych wagach).

® Niech cigg e,, e,, ..., e 0znacza wszystkie krawedzie

grafu G w kolejnosci zgodnej Z rosngcq wartoscia ich
etykiet, rozpoczynajac od najmniejszej.

¥ Niech K bedzie drzewem rozpinajgcym grafu G o
odpowiednio zmodyfikowanych etykietach,
utworzonym przez zastosowanie algorytmu Kruskala, a
T niech bedzie unikatowym minimalnym drzewem
rozpinajgcym grafu G.
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu

Kruskala

® Nalezy udowodni¢ ze K i T stanowig to samo drzewo.
Jesli sg r6zne musi istnie¢ co najmniej jedna krawedz,
ktora nalezy do jednego z nich a nie nalezy do
drugiego.

Niech e, oznacza pierwsza taka krawedz sposréd
uporzgdkowanych krawedzi, to znaczy kazda z
krawedzi e,, e,, ..., €, ; albo nalezy do obu drzew Ki T
albo nie nalezy do zadnego z nich.

Istniejg dwa przypadki w zaleznosci czy krawedz e,
nalezy do drzewa K czy do drzewa T. W kazdym z tych
przypadkdéw wykazemy sprzecznosé, co bedzie
stanowi¢ dowdd, ze e, nie moze istniec, a stad ze K=T,
oraz ze K stanowi minimalne drzewo rozpinajgce grafu
G.
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu
Kruskala

B Przypadek 1:

» krawedz e, nalezy do T, ale nie
nalezy do K.

> Jezeli algorytm Kruskala odrzuca
e,, 0znacza to ze e, formuje cykl z
pewna droga P, utworzona z
uprzednio wybranych krawedzi
drzewa K.

~ Jezeli krawedzie drogi P nalezg to
K to nalezg takze do T.

» A wiec P + e, utworzytoby cykl w

T co jest sprzeczne z definicja Droga P (linia ciagta) nalez
drzewa rozpinajgcego. Stad zargwno do drzeavsa T jak i |¥,

niemozliwe jest aby e, nalezata do krawedz e nalezy tylko do T
T a nie nalezata do K. ' '
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu
Kruskala

B Przypadek 2:

> krawedz e nalezy do K, ale nie nalezy do T.
Niech krawedz e, tagczy wierzchotki u i v.

Poniewaz drzewo T jest spdjne, musi istniec
w T pewna acykliczna droga z wierzchotka u
do v. Niech nosi ona nazwe Q. Poniewaz w
sktad Q nie wchodzi e, Q + ei tworzy cykl

prosty w grafie G.
» krawedz e, posiada najwyzszg wartos¢

etykiety. Musiatoby to oznaczac ze K
zawiera cykl co jest niemozliwe.

» na drodze Q istnieje krawedz f ktéra ma

wartosc etykiety wyzsza niz e. Mozna by Droga Q (linia
wiec usuna¢ f a wprowadzié ei nie niszczac ciagta) nalezy do
spdjnosci. A wiec rozpiete drzewo miatoby drzewa T, mozna
wartos¢ mniejsza niz wartos¢ dla T co jest w doda¢ krawedz
sprzecznosci z poczatkowym twierdzeniem ] Z

P poczatkowy e, i usunaé

ze T jest minimalne. ,
: krawedz f
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Indukcyjny dowod poprawnosci algorytmu

B W celu wykazania poprawnosci algorytmu Dijkstry
nalezy przyjac, ze etykiety krawedzi sg nieujemne.

¥ |Indukcyjny dowdd poprawnosci wzgledem k
prowadzi do stwierdzenia ze:

B dla kazdego wierzchotka ustalonego u, wartosc
dist(u) jest minimalng odlegtoscig z s do u, a
najkrotsza droga do u sktada sie tylko z
wierzchotkédw ustalonych.

B dla kazdego nieustalonego wierzchotka u, wartosc
dist(u) jest minimalng dtugoscig drogi specjalnej z
s do u (jesli droga nie istnieje wartos¢ wynosi INF).
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Indukcyjny dowod poprawnosci algorytmu

B Podstawa:

» Dla k=1 wierzchotek s jest jedynym
wierzchotkiem ustalonym. Inicjalizujemy
dist(s) wartoscig 0, co spetnia warunek (1).

» Dla kazdego innego wierzchotka u, dist(u) jest
inicjalizowane wartoscig etykiety krawedzi (s,
u), o ile taka istnieje. Jezeli nie istnigje,
wartoscig inicjalizacji jest INF. Zatem spetniony
jest rwniez warunek (2).
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Indukcyjny dowod poprawnosci algorytmu

0 Krokindukeyjny:
B Zalozmy, ze warunki (1) 1 (2) za spelnione po ustaleniu k wierzcholkow oraz niech v
bedzie (k+1) ustalonym wierzcholkiem.

B Warunek (1) jest weiaz spelniony poniewaz dist(v) jest najmniejsza dlugoscia drogi z
s dov.

= Zalozmx ze tak nie jest. Musiala by wiec 1stiiec hipotetyezna krotsza droga do v wiodaca
przez wiu. ]ednakza wierzcholek v zostal obrany jako k+1 ustalony, co oznacza, ze w tym
momencie dist(u) nie moze byc mniejsze od d1st(v) odyz wowczas ]ako (k+1)
wierzcholek wybrany ,’p:'f:,‘astallzu*ir wierzcholek u.

o Na podstawie warunku (2) hipotezy mdukeyjnej wiadomo, ze dist(u) ]est munimalna
dlugoscia drogt specjalnej modqce do u. ]echlaL droga z s przez w do u jest droga
specjalng, tak wiec jej dlugosc rowna jest co 113]1‘1‘11116} chst(u) Stad dommemﬂna krotsza
drogazsdov '\modqca przez w 1 u ma dlugos¢ rowng co najmniej dist(v), poruewaz
prerwsza jej czgSc, - z s do u— ma dlugosc dist(u), a dist(u) 2 dist(v). Stad warunek (1)
jest spelniony dla k+1 wierzcholkow.

Hipotetyczna krotsza droga do
wiodgca przez wiu.
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Indukcyjny dowod poprawnosci algorytmu

OKrok indukeyjny — ciag dalszy:

u Teraz nalezy pokazac, ze warunek (2) jest spelniony po dodaniu do wierzcholkow
ustalonych wierzcholka v.

o Wezmy pod uwage pewien wierzcholek u, ktory weiaz pozostaje mf'ustalom* po dodanmu v do
wierzcholkow ustalonych. W najkrotszej drodze SPECE.].[]EJ do u must 1stitec pewien

wierzcholek przedostatni. Wierzcholkiem tym moze byé zardwno v, jak i pewien inay
wierzcholek w.

o Przyjmujmy, ze wierzcholkiem przedostatnim jest v. Dlugos¢ drogi z s przez v do u wynos:
dist(v) + wartos¢ etykiety v —> u.

0 Przyjmijmy, ze wierzcholkiem przedostannm jest w. Na podstawie warunku (1) hipotezy
indukeyjnej mozna stwierdzic, ze najkrotsza droga z s do w sklada sie jedyne z wierzcholkow,
ktore zostaly ustalone przed v, stad wierzcholek v nie wystepuje w te; drodza

o A wiee dlugosc drogr specjalnej do u sie nie zmienia po dodanmu v do wierzcholkow
ustalonych.

o Pontewaz w momencie ustalania wierzcholka v przeprowadzona jest operacja dostosowywania
dist(u), warunek (2) jest spelniony.

Dwie mozliwosci okreslenia
przedostatniego wierzchotka
w drodze specjalnej do u.
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Uzasadnienie poprawnosci algorytmu Floyda-
Warshalla

¥ Na dowolnym etapie dziatania »
algorytmu Floyda-Warshalla odlegtosc z
wierzchotka v do wierzchotka w stanowi
dtugosc¢ najkrotszej z tych dré% ktore
wiodg jedynie przez wierzchotki uzyte
dotad jako elementy centralne.

¥ Poniewaz wszystkie wierzchotki zostaja :
w koncu uzyte jako elementy centralne, nhumery wyzsze od k
elementy dist[vi[w] zawieraja po y
zakohczeniu dziatan minimalne dtugosci numery nizsze od k
wszystkich mozliwych drog.

® Definiujemy k-droge z wierzchotka v do @ @
wierzchotka w jako dro%e z v do w taka, :
ze zaden jej wierzchotek posredni nie
ma numeru wyzszego od k. P

¥ Nalezy zauwazy¢, ze nie ma k-droga i+ ™.
ograniczenia odnosnie tego, ze v lub w
majg miecC wartosC k lub mniejsza.

® k=-1 oznacza ze droga nie posiada
wierzchotkow posrednich.
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Dowodd indukcyjny

B Teza indukcyjna S(k):
» jezeli etykiety krawedzi maja wartosci nieujemne, to po _
Erzebleg_u k - petli, element dist[v][w] ma wartosc najkrotszej
K - drogi z v do w lub ma wartoscC INF, jezeli taka droga nie
Istnieje.
B Podstawa:
» Podstawg jest warunek k = -1. Krawedzie i drogi sktadajgce sie
z pojedynczego wierzchotka sg jedynymi (-1) drogami._
B Krok indukcyjny

» Zatozmy ze S(Kk) jest spetnione i rozwazmy co sie dzieje z
elementami distl?v][wl]3 w czasie k+1 przebiegu petli.

» Zatézmy, ze P jest najkrotszg (k+1) - drogg wiodgca z v do w.
Mamy do czynienia z dwoma przypadkami, w zaleznosci czy
droga P prowadzi przez wierzchotek k+1 .

k-droga Q k-droga R k-droge P mozna rozbic
"""""" W na dwie k-drogi, Q oraz R.
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Dowodd indukcyjny

B Przypadek 1:

» Jezeli P jest k-droga, to znaczy, kiedy P nie wiedzie przez
wierzchotek k+1, to na podstawie hipotez |ndgk;\P/JneJ
wartosc elementu dist[v]lLw] jest rowna dtugosci P po
zakonczeniu k-tej iteracji. Nie mozna zmienic wartosci
dist[v]l[w] podczas przebiegu wykonywanego dla
wierzchotka k+1 traktowanego jako element centralny,
gdyz nie istniejg zadne krotsze ek+1)-drog|.

B Przypadek 2:

» Jezeli P jest (k+1)- droga, mozna zatozy¢, ze P przechodzi
przez wierzchotek k+1 tylko raz, gdyz cykl nigdy nie moze
spowodowac zmniejszenia odlegtosci (przy zatozeniu ze
wszystkie etykiety maja wartosci nieujemne).

» Stad droga P sktada sie z k-drogi Q, wiodgcej od
wierzchotka v do k+1, oraz k-drogi R, wiodacejod
wierzchotka k+1 do w. Na podstawie hipotezy indukc é)neo{
wartosci elementow dist[vl[k+1] oraz dist[ ,+1][w]y eda
.cé’rugo.s_aaml drég odpowiednio, Q i R, po zakonczeniu k-tej
iteracji.
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Dowodd indukcyjny

W Ostatecznie wnioskujemy, ze w (k+1) przebiegu,
wartoscig elementu dist[v]l[w] staje sie dtugosc
najkrotszej (k+1)-drogi dla wszystkich
wierzchotkéw v oraz w.

¥ Jest to twierdzenie S(k+1), co oznacza koniec
kroku indukcyjnego.

B Wezmy teraz, ze k=n-1. Oznacza to, ze wiemy iz
po zakohczeniu wszystkich n przebiegéw, wartosc
dist[v]lIw] bedzie minimalng odlegtoscia
dowolnej (n-1)-drogi wiodgcej z wierzchotka v do
w. Poniewaz kazda droga jest (n-1) drogg, wiec
dist[v][w] jest minimalng dtugoscia drogi
wiodgcej z wierzchotka v do w.
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