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Wyktad 6:

Modele danych oparte na
- zbiorach
- drzewach
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Model danych oparty na zbiorach

B Zbior jest najbardziej podstawowym modelem danych w
matematyce.
¥ Wszystkie pojecia matematyczne, od drzew po liczby
rzeczywiste mozna wyrazi¢ za pomocg specjalnego
rodzaju zbioru.
¥ Jest wiec naturalne ze jest on réwniez podstawowym
modelem danych w informatyce.
B Dotychczas wykorzystaliSmy to pojecie mowiac o
» stowniku, ktory takze jest rodzajem zbioru na
ktorym mozemy wykonywac tylko okreslone
operacje: wstawiania, usuwania i wyszukiwania

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 2 6.11.2012



Podstawowe definicje

¥ W matematyce pojecie zbioru nie jest
zdefiniowane wprost.

W Zamiast tego, podobnie jak punkt czy prosta w
geometrii, zbior jest zdefiniowany za pomoca
swoich witasnosci.

B W szczegodlnosci istnieje pojecie przynaleznosci,
ktore jest sensowne tylko i wytgcznie dla zbioréw.
Jesli S jest zbiorem oraz x jest czymkolwiek,
zawsze mozemy odpowiedziecC na pytanie

»Czy X nalezy do zbioru S?”

W Zbior S sktada sie wiec z wszystkich takich
elementéw x, dla ktérych x nalezy do zbioru S.
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Podstawowe definicje

B Notacja:

»Wyrazenie x [1 S oznacza, ze element x nalezy
do zbioru S.

»Jesli elementy x,, x,, ..., X, nalezg do zbioru S,
| zadne inne, to mozemy zapisac:
S = {x;, X5, -:ey X, }

» Kazdy x musi by¢ inny, nie mozemy umiesci¢ w
zbiorze zadnego elementu dwa lub wiecej razy.

Kolejnos¢ utozenia elementow w zbiorze jest
jednak catkowicie dowolna.

» Zbior pusty, oznaczamy symbolem O , jest
zbiorem do ktorego nie naleza zadne elementy.
Oznacza to ze x 0 O jest zawsze fatszywe.
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Podstawowe definicje

B Definicja za pomoca abstrakcji:

» Wyliczenie elementdéw nalezgcych do zbioru nie jest
jedynym sposobem jego definiowania. Bardzo wygodne
jest wyjscie od definicji ze istnieje zbiér S oraz ze jego
elementy spetniajg wtasnos¢ P, tzn. {x : x 0 S oraz

P(x) } czyli ,zbidér takich elementdéw x nalezacych do
zbioru S, ktére spetniajg witasnos¢ P”.

B ROownosc zbiorow:
» Dwa zbiory sg rowne (czyli sg tym samym zbiorem),
jesli zawierajg te same elementy.

B Zbiory nieskonczone:

» Zwykle wygodne jest przyjecie zatozenia ze zbiory sg
skonczone. Czyli ze istnieje pewna skonczona liczba N
taka, ze nasz zbior zawiera doktadnie N elementéw.
Istniejg jednak rowniez zbiory nieskonczone np. liczb
naturalnych, catkowitych, rzeczywistych, itd.
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Operacje na zbiorach

W Operacje czesto wykonywane na zbiorach:

» Suma: dwoch zbiorow S i T, zapisywana S U T,
czyli zbior zawierajgcy elementy nalezgce do zbioru
S lub do zbioru T.

» Przeciecie (iloczyn): dwoch zbiorow S i T,
zapisywana S () T, czyli zbiér zawierajacy nalezace
elementy do zbioru S’i do zbioru T.

» Roznica: dwoch zbiorow S i T, zapisywana S\ T,
czyli zbior zawierajgcy tylko te elementy nalezace
do zbioru S, ktére nie nalezg do zbioru T.
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Operacje na zbiorach

B Jezeli S i T sg zdarzeniami w przestrzeni
probabilistycznej, to suma, przeciecie i réznica
majg naturalne znaczenie,

» S |J T jest zdarzeniem polegajgcym na zajsciu
zdarzenia S lub T,

» S N T jest zdarzeniem polegajacym na zajsciu
zdarzenia S I T,

» S\ T jest zdarzeniem polegajagcym na zajsciu
zdarzenia S ale nie T,

» Jesli S jest zbiorem obejmujgcym catg przestrzen
probabilistyczna, S \ T jest dopeftnieniem zbioru T.
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Prawa algebraiczne

B Prawo przemiennosci i tgcznosci dla sumy zbiorow
okreslajg, ze mozemy obliczy¢ sume wielu zbiordw,
wybierajgc je w dowolnej kolejnosci. Wynikiem zawsze
bedzie taki sam zbiér elementéw, czyli takich ktére nalezg
do jednego lub wiecej zbiorow bedgcych operandami sumy.

Prawo przemiennosci dla sumy:
SUT=(TUS)
Prawo tacznosci dla sumy:

SUTUR)=((SUT)UR)

Prawo przemiennosci dla przeciecia:

SNT)=(TNS)

Prawo tgcznosci dla przeciecia:
SNMAR)N=(SNT)NR)
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Prawa algebraiczne

® Przeciecie dowolnej liczby zbioréw nie zalezy od kolejnosci
iIch grupowania

Prawo rozdzielnosci przeciecia wzgledem sumy:

SAMUR)=(SNTU(SNR)

Prawo rozdzielnosci sumy wzgledem przeciecia:

SUMNAR)=(SUT)N(SUR)
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Prawa algebraiczne

Prawo tgcznosci dla sumy i roznicy:

SVTUR)=(S\T)U (S\R))
Prawo rozdzielnosci réznicy wzgledem sumy:
(SUMVR)=((S\R)U(T\R)

» Zbidr pusty jest elementem neutralnym sumy:
(Syo)=s

» ldempotencja sumy: (SUUS) =S

» ldempotencja przeciecia: (SN S) =S

»(S\S) =0

»(O\S) =0

(0 NS)=0
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Prawa algebraiczne

B Relacja podzbioru:

» Istnieje relacja zawierania sie jednego zbioru w
drugim zbiorze, co oznacza ze wszystkie elementy
pierwszego sg rowniez elementami drugiego.

B Zbior potegowy:
» P(S) zbioru S to zbidr wszystkich podzbioréw zbioru S.
»Jeslis = {1,2,3} to:

~P(S) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},
{1,2,3} }.
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Zbiory a listy

B |stotne réznice miedzy pojeciem zbior
S={x,X,..x }alstg L=(x, X%, ..., X):
» Kolejnos¢ elementdw w zbiorze jest nieistotna (a
dla listy jest istotna).

» Elementy nalezgce do listy moga sie powtarzad
(a dla zbioru nie moga).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12 6.11.2012




Obiekty niepodzielne

To nie jest pojecie z teorii zbiorow ale bardzo
wygodne dla dyskusji o strukturach danych i
algorytmach opartych na zbiorach.

Zaktadamy istnienie pewnych obiektow
niepodzielnych, ktore nie sg zbiorami. Obiektem
niepodzielnym moze byc¢ element zbioru, jednak
nic nie moze nalezec¢ do samego obiektu
niepodzielnego. Podobnie jak zblorCFust , Obiekt
niepodzielny nie moze zawierac za

elementow. Zbidr pusty jest jednak zblorem
obiekt nlepod2|elny nim nie jest.

Kiedy mowimy o strukturach danych, czesto
wygodne jest wi/(korzystanle skomplikowanych
typow danych jako typow obiektow
niepodzielnych. Obiektami niepodzielnymi
mogag wiec byc struktury lub tablice, ktore
przeciez wcale nie majg ,,nlepod2|elnego
charakteru.
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Abstrakcyjny typ danych = zbior
Abstrakcyjna implementacja = lista
Implementujgca struktura danych = lista jednokierunkowa

B Suma, przeciecie i roznica:

» Podstawowe operacje na zbiorach, np. suma, mogg
wykorzystywac jako przetwarzang strukture danych
liste jednokierunkowgq, chociaz wtasciwa technika
przetwarzania zbioréw powinna sie nieco réznic od
stosowanej przez nas do stownika.

» W szczegodlnosci posortowanie elementow
wykorzystywanych list znaczqco skraca czas
wykonywania operacji sumy, przeciecia i réznicy
zbioréw. (Takie dziatanie niewiele zmienia czas
wykonywania operacji na stowniku).
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Zbiory a listy

B Zbiory jako nieposortowane listy:

»Wyznaczenie sumy, przeciecia czy réznicy
zbiorow o rozmiarach m i n wymaga czasu
O(m n).

» Aby stworzy¢ liste U reprezentujgca np. sume
pary S i T, musimy rozpoczg¢ od skopiowania
listy reprezentujgcej zbiér S do poczatkowo
pustej listy U. Nastepnie kazdy element listy ze
zbioru T musimy sprawdziC aby przekonac sie,
czy nie znajduje sie on na liscie U. Jesli nie to
dodajemy ten element do listy U.
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Zbiory a listy

B Zbiory jako posortowane listy

» Operacje wykonujemy znacznie szybciej jezeli elementy
sg posortowane. Za kazdym razem poréwnujemy ze
sobg tylko dwa elementy (po jednym z kazdej listy).

» Wyznaczenie sumy, przeciecia czy réznicy zbiorow o
rozmiarach m i n wymaga czasu O(m-+n).

» Jezeli listy nie byty pierwotnie posortowane to
sortowanie list zajmuje
O(m log m + nlog n).

» Operacja ta moze nie by¢ szybsza niz O(m n) jesli ilos¢
elementow list jest bardzo rézna.

> Jezeli liczby m i n sa porownywalne to O(m log m
+ nlog n) < O(m n)
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Implementacja oparta na wektorze witasnym

B Definiujemy uniwersalny zbior U w ktérym zawierajg sie
wszystkie zbiory na ktorych bedziemy przeprowadzad
operacje. Np. talia kart (zbiér 52 kart) jest uniwersalny dla
roznych mozliwych zbioréow kart.

® Porzadkujemy elementy zbioru U w taki sposéb, by
kazdy element tego zbioru mozna byto zwigzac z
unikatowa ,,pozycja ”, bedaca liczbg catkowitg od 0 do
n-1 (gdzie n jest liczba elementdéw w zbiorze
uniwersalnym). Liczba elementéw w zbiorze S jest m.

B Wodwczas, zbior S zawierajgcy sie w zbiorze U, mozemy
reprezentowac za pomoca wektora witasnego
ztozonego z zer i jedynek - dla kazdego elementu x
nalezgcego do zbioru U, jesli x nalezy takze do zbioru S,
odpowiadajgca temu elementowi pozycja zawiera wartosc
1; jesli x nie nalezy do S, na odpowiedniej pozycji mamy
wartosc¢ 0.
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Przykiad z kartami

B Przyktad:

» Niech U bedzie talig kart.
»Umawiamy sie ze porzadkujemy karty w talii w
nastepujgcy sposob:
¥ Kolorami: trefl, karo, kier, pik.
¥ W kazdym kolorze wg schematu: as, 2, 3, ..., walet,
dama, krdl.
» Przyktadowo pozycja:
X as trefl to O,
X krél trefl to 12,
X as karo to 13,
X walet pik to 49.
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Przykiad z kartami

B Zbior wszystkich kart koloru trefl
1111111111111000000000000000000000000000000000000000

B Zbidér wszystkich figur
0000000000111000000000011100000000001110000000000111

B Poker w kolorze kier (as, walet, dama, krol)
0000000000000000000000000010000000001110000000000000

W Kazdy element zbioru kart jest zwigzany z
unikatowg pozycja.
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Przyktad z jabtkami

Odmiana Kolor Dojrzewa
0 Delicious czerwony pdzno
1 Granny Smith Zielony wczesnie
2 Jonathan czerwony wczesnie
3 Mcintosh czerwony wczesnie
4 Gravenstein czerwony pdzno
5 Pippin zielony pdzno

Czerwone = 101110
Wczesnie = 011100
Czerwone |J WczesSnie = 111110
Czerwone (| Wczesnie = 001100

Czas potrzebny do wyznaczenia sumy, przeciecia, réznicy jest
proporcjonalny do dtugosci wektora wtasnego.
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Implementacja oparta na wektorze witasnym

W Czas potrzebny na wykonanie operacji
sumy, przeciecia i roznicy jest O(n).

W |esli przetwarzane zbiory sg duzg czescia
zbioru uniwersalnego to jest to duzo

epsze niz O(m log m) (posortowanie

Isty) lub O(m?) (nieposortowane listy).

B jesli m << n to jest to oczywiscie
nleefektywne

¥ Ta implementacja rowniez niepraktyczna
jezeli wymaga zbyt duzego U.
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Struktura danych tablicy mieszajacej

¥ Reprezentacja stownika oBarta o wektor wiasny, jesli
tylko mozliwa, umozliwitaby bezposredni dostep do
miejsca w ktorym element jest reprezentowany.

¥ Nie mozemy jednak wykorzystywac zbyt duzych
zbioréw uniwersalnych ze wzgledu na pamiec i czas
inicjalizacji.

® Np. stownik dla stéw ztozonych z co najwyzej 10 liter.
lle mozliwych kombinacji: 261°+26°+ ... + 26 = 104
mozliwych stow.
Faktyczny stownik: to tylko okoto 106¢.
Co robimy?

¥ Grupujemy, kazda grupa to jedna komorka z _
,nhagtowkiem” + lista jednokierunkowa z elementami
nalezgcymi do grupy.

B Taka strukture nazywamy tablica mieszajaca
(ang. hash table)
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Struktura danych tablicy mieszajacej

nagtowki

x —h(x) © la, | |—— ——a, |o

B-1

B |stnieje funkcja mieszajaca (ang. hash function), ktéra
jako argument pobiera element x | zwraca liczbe catkowitg z
przedziatu 0 do B-1, gdzie B jest liczbg komodrek w tablicy
mieszajgce;.

B Wartoscig zwracang przez h(x) jest komorka, w ktorej
umieszczamy element x.

¥ Wazne aby funkcja h(x) ,mieszata”, tzn. aby komorki
zawieraty te samg przyblizong liczbe elementéw.
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Struktura danych tablicy mieszajacej

B Kazda komorka sktada sie z listy
jednokierunkowej, w ktorej przechowujemy
wszystkie elementy zbioru wystanego do tej
komorki przez funkcje mieszajgcy.

¥ Aby odnalez¢ element x obliczamy wartos¢ h(x),
ktora wskazuje na numer komorki.

W Jesli tablica mieszajgca zawiera element x, to
mozemy go znalezcC przeszukujgc liste ktora
znajduje sie w tej komorce.

¥ Tablica mieszajgca pozwala na wykorzystanie
reprezentacji zbiorow opartej na liscie (wolne
przeszukiwanie), ale dzieki podzieleniu zbioru na
B komorek, czas przeszukiwania jest ~ 1/B
potrzebnego do przeszukiwania catego zbioru.

B W szczegolnosci moze by¢ nawet O(1), czyli taki
jak w reprezentacji zbioru opartej na wektorze
wtasnym.
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Implementacja stownika oparta na

tablicy mieszajacej

B Aby wstawié, usunac lub wyszukac element x w
stowniku zaimplementowanym przy uzyciu tablicy
mieszajgcej, musimy zrealizowac proces ztozony z
trzech krokow.

»wyznaczy¢ wiasciwg komoérke przy uzyciu
funkcji h(x)

» wykorzystac tablice wskaznikéw do nagtowkéw
w celu znalezienia listy elementow znajdujacej
sie w komorce wskazanej przez h(x)

»wykonad na tej liscie operacje tak jakby
reprezentowata caty zbiér
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Podsumowanie

¥ Pojecie zbioru ma zasadnicze znaczenie w
iInformatyce.

B Najczesciej wykonywanymi operacjami na
zbiorach sg: suma, przeciecie oraz roznica.

® Do modyfikowania i upraszczania wyrazen
ztozonych ze zbioréw i zdefiniowanych na nich
operacji mozemy wykorzystywac prawa
algebraiczne.
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Podsumowanie

B Listy jednokierunkowe, wektory wtasne oraz
tablice mieszajace to trzy najprostsze sposoby
reprezentowania zbiorow w jezyku programowania.

¥ Listy jednokierunkowe oferujg najwiekszg
elastycznos¢ w przypadku wiekszosci operacji na
zbiorach, nie zawsze sg jednak rozwigzaniem
najbardziej efektywnym.

¥ Wektory wtasne s3g najszybszym rozwigzaniem dla
pewnych operacji, mogg jednak by¢ wykorzystywane
tylko w sytuacjach, gdy zbidér uniwersalny jest maty.

B Czesto ztotym Srodkiem sg tablice mieszajace, ktére
zapewniajg zarowno oszczedne wykorzystanie
pamieci, jak i satysfakcjonujgcy czas wykonania
operacji.
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Model danych oparty na drzewach

B |stnieje wiele sytuacji w ktérych przetwarzane
iInformacje majg strukture hierarchiczng lub
zagniezdzong, jak drzewo genealogiczne lub
diagram struktury organizacyjnej.

W Abstrakcje modelujgce strukture
hierarchiczng nazywamy drzewem - jest to
jeden z najbardziej podstawowych modeli
danych w informatyce.
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Podstawowa terminologia

Drzewa sg zbiorami punktow, zwanych )
weztami lub wierzchotkami, oraz potgczen,
zwanych krawedziami.

Krawedz tgczy dwa rézne wezty.

Aby struktura zbudowana z weztow
potgczonych krawedziami byta drzewem musi °
spetnia¢ pewne warunki:

» W kazdym drzewie wyrézniamy jeden wezet

zwany korzeniem n, (ang. root)
» Kazdy wezet ¢ nie bedacy korzeniem jest G c G
potgczony krawedzig z innym weztem zwanym

rodzicem p (ang. parent}lwez’ra c. Wezet ¢
nazywamy takze dzieckiem (ang. child) wezta p.

» Kazdy wezet ¢ nie bedacy korzeniem ma
doktadnie jednego rodzica.

» Kazdy wezet ma dowolna liczbe dzieci.

> Drzewo jest spojne (ang. connected) w tym _ :
sensie ze jezeli rozpoczniemy analize od N = rodz!c N2: N3 Ny
dowolnego wezta ¢ nie bedgcego korzeniem i n, = rodzic ng, ng
przejdziemy do rodzica tego wezta, nastepnie do n. = dziecko n
Lodzm,a tego rodzica, itd., osigghiemy w koncu ° 2
orzen.
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Rekurencyjna definicja drzew

W Podstawa: Pojedynczy wezet n jest
drzewem. Méwimy ze n jest korzeniem drzewa
ztozonego z jednego wezta.

¥ Indukcja: Niech r bedzie nowym weztem c

oraz niech T, T,, ..., T, bedg drzewami
zawierajgcymi odpowiednio korzenie c, C,, ...,
c,. Zatdozmy ze zaden wezet nie wystepuje
wiecej niz raz w drzewach T,, T, ..., T , oraz ze

r, bedacy ,nowym” weztem, nie wystepuje w
zadnym z tych drzew. Nowe drzewo T

tworzymy zweztaridrzew T, T,, ..., T, W
nastepuiacy sposcd () () () (@
» wezet r staje sie korzeniem drzewa T;

» dodajemy k krawedzi, po jednej taczacr z
kazdym z weztow ¢, C,, ..., C,, otrzymujgc w ten
sposéb strukture w ktérej kazdy z tych weztéw
jest dzieckiem korzenia r. Inny sposéb
interpretacji tego kroku to uczynienie z wezta r
rodzica kazdego z korzenidrzew T, T,, ..., T,. 6.11.2012




Podstawowa terminologia

Relacje rodzic-dziecko mozna w naturalny sposob
rozszerzyc do relacji przodkow i potomkow.

Sciezka nazywamy ciag weztow, takich ze poprzedni jest
rodzicem nastepnego Wezty na sciezce to potomkowie
(przodkowie). Jezeli cigg wez{ow (ny, n,, ..., n) jest sciezka,

to dtugosc sciezki wynosi k-1. (dtugosc sciezki dla
pojedynczego wezta wynosi 0). 1Jezell Sciezka ma dtugosc
>=1, to wezet m, nazywamy wtasciwym przodkiem wezta

m,, a wezet m, wiasciwym potomkiem wezta m,.
W dowolnym drzewie T, dowolny wezet n wraz z jego
potomkami nazywamy poddrzewem

Lisciem (ang. leaf) nazywamy wezet drzewa ktdry nie ma
potomkoéw.

Wezel wewnetrzny to taki wezet ktory ma jednego lub
wiekszg liczbe potomkow.

Wysokosc drzewa to dtugos¢ najdtuzszej sciezki od
korzenia do liscia.

G{e?okosc wezta to dtugosc drogi od korzenia do tego
wezta
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Drzewa zaetykietowane i drzewa wyrazen.

® Drzewo zaetykietowane to takie w ktorym z
kazdym weztem drzewa zwigzana jest jakas
etykieta lub wartos¢. Mozemy reprezentowac

wyrazenia matematyczne za pomocg drzew
zaetykietowanych.
W Definicja drzewa zaetykietowanego dla
wyrazeh arytmetycznych zawierajgcych
operandy dwuargumentowe +,-,*,/ oraz . X
» Podstawa: Pojedynczy operand niepodzielny jest E1 + E2
(_ El)

operator jednoargumentowy -.
wyrazeniem.

Reprezentujgce go drzewo sktada sie z pojedynczego
wezta, ktérego etykietg jest ten operand.

» Indukcja: Jesli E, oraz E, sq wyrazeniami
reprezentowanymi odpowiednio przez drzewa T,, T,,
wyrazenie (E; + E,) reprezentowane jest przez drzewo

ktérego korzeniem jest wezet o etykiecie +. Korzen ten
ma dwoje dzieci, ktérego korzeniami sg odpowiednio
korzenie drzew T,, T,.
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Konstrukcja drzew wyrazen

(x+10) (x+10) (y*-(x+ 10)




Struktura danych dla drzew

® Do reprezentowania drzew mozemy uzywac wiele
roznych struktur danych. Wyboér odpowiednie;
struktury zalezy od konkretnych operacji ktére
planujemy wykonac na budowanych drzewach.

B Przyktad:

» Jezeli jedynym planowanym dziataniem jest
lokalizowanie rodzicéw danych weztéw, zupetnie
wystarczajgcg bedzie struktura sktadajgca sie z etykiety
wezta i wskaznika do struktury reprezentujgcej jego
rodzica.

B W ogdlnosci, wezty drzewa mozemy reprezentowac za
pomocg struktur, ktorych pola tgczg wezty w drzewa w
sposdb podobny do tgczenia za pomocg wskaznika do
struktury korzenia.
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Struktura danych dla drzew

Kiedy méwimy o reprezentowaniu drzew, w pierwsze;
kolejnosci mamy na mysli sposdb reprezentowania
weztow.

Roznica miedzy reprezentacjami dotyczy miejsca w pamieci
komputera gdzie przechowywana jest struktura
zawierajgca wezty.

W jezyku C mozemy stworzy¢ przestrzen dla struktur
reprezentujacych wierzchotki za pomocga funkcji malloc
ze standartowej biblioteki stdhlib.h, co powoduje, ze do
umieszczonych w pamieci weztéw mamy dostep tylko za
pomocg wskaznikow.

Rozwigzaniem alternatywnym jest stworzenie tablicy
struktur i wykorzystanie jej elementdéw do
reprezentowania weztow. Mozemy uzyskac dostep do
weztow nie wykorzystujgc Sciezek w drzewie.
» Wadg jest z gory okreslony rozmiar tablicy (musi istniec
ograniczenie maksymalnego rozmiaru drzewa).
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Tablica wskaznikéw jako reprezentacja drzewa

B Jednym z najprostszych sposobdw reprezentowania drzewa jest
wykorzystanie dla kazdego wezta struktury sktadajgcej sie z pola
lub pdl reprezentujgcych etykiete oraz tablicy wskaznikéw do
dzieci tego wezta.

typedef struct NODE *pNODE info
struct NODE({

int infO; po p]_ ves be-l
PNODE children[BF];

o=~

Info reprezentuje etykiete wezia.

O Stata bf jest rozmiarem tablicy wskaznikdw. Reprezentuje
maksymalng liczbe dzieci dowolnego wezta, czyli czynnik
rozgatezienia (ang. branching factor).

O i-ty element tablicy reprezentujgcej wezet zawiera wskaznik do i-
tego dziecka tego wezta.

O Brakujgce potgczenia mozemy reprezentowac za pomocyg
wskaznika pustego NULL.
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Reprezentacje drzewa

¥ Wykorzystujemy liste jednokierunkowa
reprezentujgcq dzieci wezta. Przestrzen
zajmowana przez liste jest dla wezta
proporcjonalna do liczby jego dzieci.

W Znaczgcg wadg tego rozwigzania jest
efektywnosc¢ czasowa - uzyskanie dostepu do i-
tego dziecka wymaga czasu O(i), poniewaz
musimy przejs¢ przez catg liste o dtugosci i-1, by
dostacd sie do i-tego wezta.

B Dla poréwnania, jezeli zastosujemy tablice
wskaznikéw do dzieci, do i-tego dziecka
dostajemy sie w czasie O(1), niezaleznie od
wartosci i.
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Reprezentacje drzewa

W W reprezentacji drzew zwanej skrajnie lewy
potomek-prawy element siostrzany (ang. left-
most-child-right-sibling), w kazdym wezle
umieszczamy jedynie wskazniki do skrajnie
lewego dziecka; wezet nie zawiera wskaznikdéw do
zadnego ze swoich pozostatych dzieci.

B Aby odnalez¢ drugi i wszystkie kolejne dzieci
wezta n, tworzymy liste jednokierunkowa tych
dzieci w ktérej kazde dziecko ¢ wskazuje na
znajdujgce sie bezposrednio po jego prawej
stronie dziecko wezta n.

W Wskazany wezet nazywamy prawym
elementem siostrzanym wezta c.
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Reprezentacje drzewa

Reprezentacja skrajnie lewy
potomek-prawy element

G siostrzany

typedef struct NODE *pNODE;

Drzewo ztozone z 7 weztdéw

info - etykieta struct NODE
leftmostChild - informacja o wezle y int infO'{

rightSibling - czesc listy PNODE leftmostChild, rightSibling:
jednokierunkowej dzieci rodzica tego y

wezta
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Reprezentacje drzewa

B Reprezentacja oparta na tablicy wskaznikow
umozliwia nam dostep do i-tego dziecka dowolnego
wezta w czasie O(1). Taka reprezentacja wigze sie
jednak ze znacznym marnotrawstwem przestrzeni
pamieciowej, jesli tylko kilka weztéw ma wiele dzieci.
W takim wypadku wiekszos¢ wskaznikéw w tablicy
children bedzie rowna NULL.

B Reprezentacja skrajnie lewy potomek-prawy
element siostrzany wymaga mniejszej przestrzeni
pamieciowej. Nie wymaga réwniez istnienia
maksymalnego czynnika rozgatezienie weztéw.
Mozemy reprezentowac¢ wezty z dowolna wartoscia
tego czynnika, nie modyfikujgc jednoczesnie struktury
danych.
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Rekurencja w drzewach

B Uzytecznosc drzew wynika z
liczby mozliwych operacji
rekurencyjnych, ktére
mozemy na nich wykonac w
naturalny i jasny sposob
(chcemy drzewa przeglgdad).

B Prosta rekurencja zwraca @
etykiety weztow w porzadku
wzdfuznym (ang. pre-order
listing), czyli: korzen, lewe @ @ @
poddrzewo, prawe poddrzewo.

¥ |Inng powszechnie stosowang
metodag do przeglgdania @ @ G

weztow drzewa jest tzw.
przeszukiwanie wsteczne
(ang. post-order listing),
czyli lewe poddrzewo, prawe
poddrzewo, korzen.
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Drzewa binarne

W drzewie binarnym wezet moze miec co najwyzej dwoje
bezposrednich potomkow.
Rekurencyjna definicja drzewa binarnego:
Podstawa:
» Drzewo puste jest drzewem binarnym.
Indukcja:
> Jesli r jest weztem oraz T,, T, sg drzewami binarnymi, istnieje
drzewo binarne z korzeniem r, lewym poddrzewem T, i
prawym poddrzewem T,. Korzen drzewa T, jest lewym
dzieckiem wezta r, chyba ze T, jest drzewem pustym. Podobnie
korzen drzewa T, jest prawym dzieckiem wezta r, chyba ze T,
jest drzewem pustym.
» Wiekszosc terminologii wprowadzonej przy okazji drzew stosuje
sie oczywiscie tez do drzew binarnych.
Roznica: drzewa binarne wymagajg rozréznienia lewego od
prawego dziecka, zwykle drzewa tego nie wymagaja.

Drzewa binarne to NIE sg zwykle drzewa, w ktérych wezty
mogqg miec co najwyzej dwojke dzieci.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

B Jest to zaetykietowane drzewo binarne dla
ktorego etykiety naleza do zbioru w ktorym
mozliwe jest zdefiniowanie relacji mniejszosci.

B Dla kazdego wezta x spetnione sa
nastepujace wtasnosci:

» wszystkie wezty w lewym poddrzewie maja
etykiety mniejsze od etykiety wezta x

» wszystkie w prawym poddrzewie maja etykiety
wieksze od etykiety wezta x.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

B Wyszukiwanie elementu:
» Podstawa:_

X Jesli drzewo T jest puste, to na pewno nie
zawiera elementu x.

X Jesli T nie jest puste i szukana wartos¢ x
znajduje sie w korzeniu, drzewo zawiera X.

» Indukcja:

X Jesli T nie jest puste, ale nie zawiera szukanego
elementu x w korzeniu, niech y bedzie
elementem w korzeniu drzewa T.

X Jesli x<y, szukamy wartosci x tylko w lewym
poddrzewie korzenia y.

X Jesli x>y, szukamy wartosci x tylko w prawym
poddrzewie korzenia y.

B Wtasnosc¢ drzewa przeszukiwania binarnego
gwarantuje, ze szukanej wartosci x na pewno nie ma
w poddrzewie, ktorego nie przeszukujemy.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

B Wstawianie elementu:

> Podstawa:

X Jesli drzewo T jest drzewem pustym, zastepujemy T
drzewem sktadajgcym sie z pojedynczego wezta
zawierajgcego element x.

¥ Jesli drzewo T nie jest puste oraz jego korzen zawiera
element x, to x znajduje sie juz w drzewie i nie wykonujemy
zadnych dodatkowych krokow.
» Indukcja:

¥ Jesli T nie jest puste i nie zawiera elementu x w swoim
korzeniu, niech y bedzie elementem w korzeniu drzewa T.

X Jesli x<y, wstawiamy wartos¢ x do lewego poddrzewa T.
X Jesli x>y, wstawiamy wartos¢ x do prawego poddrzewa T.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

B Usuwanie elementu:

¥ Usuwanie elementu x z drzewa przeszukiwania binarnego
jest zadaniem nieco bardziej skomplikowanym od
znajdowania czy wstawiania danego elementu. Musimy
zachowad wtasnos¢ drzewa przeszukiwania binarnego.

B Lokalizujemy x, oznaczmy wezet w ktérym sie on znajduje
poprzez v.
» Jesli drzewo nie zawiera x to nie robimy nic.
» Jezeli v jest lisciem to go usuwamy.
~ Jesli v jest wewnetrznym weztem i wezet ten ma tylko jedno
dziecko, przypisujemy weztowi v wartos¢ dziecka v, a
nastepnie usuwamy dziecko v. (W ten sposéb ze dziecko

dziecka v, staje sie dzieckiem v, a rodzicem dziecka
dziecka v staje sie v).

» Jezeli wezet v ma dwoje dzieci, oznaczmy poprzez y
najmniejszg wartos¢ w prawym poddrzewie v. Nastepnie
przypisujemy weztowi v wartos¢ y, i usuwamy y z prawego
poddrzewa v.
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Drzewa binarne

Zdegenerowane
drzewo binarne

Wysokos¢ drzewa ztozonego z k-
weztéw to k-1.

Czyli h = O(k).

Operacje insert, delete, find
wymagajg srednio O(k).

Petne drzewo binarne

Drzewo o wysokosci h ma k=2h+1-1
weziow.

Czyli h = O(log k).

Operacje insert, delete, find
wymagajg srednio O(log k).
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Stownik

O Czesto stosowang w programach komputerowych strukturg
danych jest zbior, na ktorym chcemy wykonywacd operacje:
= wstawianie nowych elementdéw do zbioru (ang. insert)
" usuwanie elementéw ze zbioru (ang. delete)
= wyszukiwanie jakiegos elementu w celu sprawdzenia, czy
znajduje sie w danym zbiorze (ang. find)

O Taki zbior bedziemy nazywac stownikiem (niezaleznie od
tego jakie elementy zawiera). Drzewo przeszukiwania
binarnego umozliwia stosunkowo efektywng
implementacje stownika.

O Czas wykonania kazdej z operacji na stowniku
reprezentowanym przez drzewo przeszukiwania binarnego
ztozone z n weztdw jest proporcjonalny do wysokosci tego
drzewa h.

Abstrakcyjny typ danych = stownik
Abstrakcyjna implementacja = drzewo
przeszukiwania binarnego
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Drzewa binarne czesciowo uporzadkowane

¥ Jest to zaetykietowane
drzewo binarne o
nastepujgcych wtasnosciach:

» Etykietami weztéw sg elementy
Z przypisanymi priorytetami; @
priorytet moze by¢ wartoscia

elementu lub przynajmniej @ @

jednego z jego komponentéw.

» Element przechowywany w
wezle musi mie¢ co najmniej tak e a a 9
duzy priorytet jak element

znajdujacy sie w dzieciach tego e a B

wezta. Element znajdujgcy sie w
korzeniu dowolnego poddrzewa
jest wiec najwiekszym
elementem tego poddrzewa.
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Kolejka priorytetowa

O Inny typ danich to zbidr elementéw, z ktérych kazdy jest
zwigzany z okreslonym priorytetem. Przyktadowo, elementy
mogqg byc¢ strukturami, zas priothet moze by¢ wartoscig
jednego z pdl takiej struktury. Chcemy wykonywac operacje:

= wstawianie nowych elementow do zbioru (ang. insert)

" znalezienie i usuniecie ze zbioru elementu o najwyzszym
priorytecie (ang. deletemax)

O Taki zbior bedziemy nazywac kolejka priorytetowa
(niezaleznie od tego jakie elementy zawiera).

O Drzewo binarne czesciowo uporzagdkowane umozliwia
stosunkowo efektywng implementacje kolejki
priorytetowej.

O Efektywna (uzywajac kopca) tzn. O(log n).

Abstrakcyjny typ danych = kolejka priorytetowa
Abstrakcyjna implementacja = zrwnowazone drzewo binarne
czesciowo uporzadkowane
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Zrownowazone drzewa czesciowo
uporzadkowane i kopce

¥ Mowimy ze drzewo uporzadkowane jest zrownowazone
(ang. balanced), jesli na wszystkich poziomach poza
najnizszym zawiera wszystkie mozliwe wezty oraz liscie na
najnizszym poziomie sg utozone od lewej strony. Spetnienie
tego warunku oznacza, ze jesli drzewo sktada sie z n
weztow, to zadna éciezka od korzenia do
ktoregokolwiek z tych weztéw nie jest dtuzsza niz

log,n.

B Zrownowazone drzewa czesciowo uporzadkowane
mozna implementowac za pomoca tablicowej struktury
danych zwanei kopcem (ang. heap), ktora umozliwia
szybka i zwigztg implementacje kolejek priorytetowych.
Kopiec jest to po prostu tablica A, ktorej sposob
indeksowania reprezentujemy w specyflczny Sposob.
Zapisuje sie kolejne poziomy, zawsze porzadkujgc od lewej
do prawe,j.
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Zrownowazone drzewa czesciowo
uporzadkowane i kopce
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Stog dla zrownowazonego czesciowo
uporzadkowanego drzewa.

A1l A[2] A[3] A[4] AI5] AI6] A[7] A[8] A[9] A[110

o |

18 18 16 9 7 1 9 3 7 5

Rozpoczynamy od korzenia A[1]; nie
wykorzystujemy A[O].

Po korzeniu zapisujemy kolejne poziomy, w
kazdym poziomie wezty porzadkujemy od lewej

do prawej.
Lewe dziecko korzenia znajduje sie w A[2]; @
prawe dziecko korzenia umieszczamy w A[3].

W ogolnosci, lewe dziecko wezta zapisane w
A[il znajduje sie w A[2i], prawe dziecko tego @ @

samego wezta znajduje sie w A[2i+1], jesli
oczywiscie te dzieci istniejg w drzewie
uporzgdkowanym.

Taka reprezentacja jest mozliwa dzieki e a ° °
wiasnosciom drzewa zrownowazonego

Z wtasnosci drzewa czesciowo

uporzadkowanego wynika, ze jesli A[i]l ma

dwojke dzieci, to Alil jest co najmniej tak duze,

jak A[21] | A[2|+1] oraz jesli ALil ma jedno

dziecko, to A[i] nie jest mniejsze niz At2|]
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Operacje kolejki priorytetowej na kopcu

¥ Reprezentujemy kopiec za pomocg globalnej tablicy liczb
catkowitych A[1l,...,MAX]. PrzypusCmy, ze mamy kopiec ztozony z
n-1 elementdéw, ktory spetnia wtasnosc¢ drzewa czesciowo
uporzgdkowanego.

B Operacja insert::
» Dodajemy n-ty element w A[n].
» Wtasnos¢ drzewa uporzadkowanego jest nadal spetniona we wszystkich
elementach tablicy, poza (byC moze) elementem A[n] i jego rodzicem.

» Jesli element A[n] jest wiekszy od elementu A[n/2], czyli jego rodzica,
musimy wymienic te elementy ze sobg (ta operacje nazywamy
sortowanie babelkowe w gore (ang. bubbleUp).

» Moze teraz zaistnie¢ konflikt z wtasnoscig drzewa czesciowo
uporzgdkowanego pomiedzy elementem A[n/2] i jego rodzicem.
Sprawdzamy i ewentualnie wymieniamy ich pozycje.

»td.
B Operacja deletemax:

» AI1] przypisujemy wartos¢ -« , po czym wykorzystujemy analogiczna

Erocedure co powyzej, czyli: sortowanie babelkowe w doét (ang.
ubbleDown) niech k oznacza pozycje w tablicy liscia do ktorego

zejdzie wartosc -«. A[k] grzlz/plszmy wartosC A[n]. Po czym wykonajmy
procedure sortowania bgbelkowego w gore. Kopiec bedzie teraz
reprezentowany przez tablice A[1, ..., n-f].

» Wykonywanie operacji insert i deletemax wymaga czasu O(log n).
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Sortowanie przez kopcowanie - sortowanie za pomoca
zrownowazonych drzew czesciowo uporzadkowanych

W Za pomocg tego algorytmu sortujemy tablice
A[1l,...n] w dwoch etapach:

» algorytm nadaje tablicy A wiasnos¢ drzewa czesciowo
uporzgdkowanego

» wielokrotnie wybiera najwiekszy z pozostatych
elementéw z kopca az do momentu, w ktorym na kopcu
znajduje sie tylko jeden (najmnlejszy) element co
oznacza ze tablica jest posortowana.

kopiec najwieksze elementy posortowane

1 i n

¥ Wykonanie operacji sortowania przez
kopcowanie wymaga czasu O(nlogn). Dla
poréwnania sortowanie przez wybieranie wymaga
czasu O(n?).
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Poziomy implementacji

¥ Dwa abstrakcyjne typy danych:
stownik i kolejka priorytetowa

B Omoéwilismy dwie rézne abstrakcyjne
implementacje i wybralismy konkretne struktury
danych dla kazdej z tych abstrakcyjnych

Implementacji.

Abstrakcyjny typ _Abstrakcyjn:_:n Struktura danych
danych implementacja
Stownik Drzewo przeszukiwania | Struktura lewe dziecko -
binarnego prawe dziecko
Zréwnowazone drzewo
Kolejka priorytetowa czesciowo Kopiec

uporzadkowane
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Podsumowanie

Waznym modelem danych reprezentujgcym informacje
hierarchiczne s3 drzewa.

Do implementowania drzew mozemy wykorzystac wiele
réznych struktur danych (takze takich) ktére wymagajg
potagczenia tablic ze wskaznikami. Wybor struktury
danych zalezy od operacji wykonywanych na
drzewie.

Dwiema najwazniejszymi reprezentacjami weztéw drzewa
sg skrajnie lewy potomek-prawy element siostrzany
oraz tree (tablica wskaznikdéw do dzieci).

Drzewa nadajg sie doskonale do stosowania na nich
algorytmoéw i dowodow rekurencyjnych.

Drzewo binarne jest jednym z wariantéw modelu drzewa,
w ktorym kazdy wezet ma (opcjonalne) lewe i prawe
dziecko.

Drzewo przeszukiwania binarnego jest
zaetykietowanym drzewem binarnym, ktére spetnia
»wtasnosé drzewa przeszukiwania binarnego”.
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Podsumowanie

Bedgcy abstrakcyjnym typem danych, stownik jest
zbiorem, na ktérym mozna wykonywac operacje insert,
delete, find. Efektywna implementacja stownika to
drzewo przeszukiwania binarnego.

Innym abstrakcyjnym typem danych jest kolejka
priorytetowa, czyli zbior na ktérym mozemy wykonywac
operacje insert i deletemax.

Drzewo czesciowo uporzadkowane jest
zaetykietowanym drzewem binarnym spetniajgcym
warunek, ze zadna etykieta w zadnym wezle nie jest
mniejsza od etykiety zadnego z jego dzieci.
Zrownowazone drzewo czesciowo uporzadkowane
(wezty catkowicie wypetniajg wszystkie poziomy od korzenia
do najnizszego, w ktérym zajmowane sg tylko skrajnie lewe
pozycje) mozemy implementowac za pomocg kopca.
Struktura ta umozliwia implementacje operacji na kolejce
priorytetowe] wykonywanych w czasie O(log n) oraz
dziatajgcego w czasie O(n log n) algorytmu sortujgcego,

Zzwanego sortowaniem przez kopcowanie.
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