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Stowem wstepu

B lteracja, indukcja I rekurencja to
podstawowe zagadnienia pojawiajgce sie
przy wielu typach modeli danych,
struktur danych czy algorytmow.
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Iteracja

B Zrédtem potegi komputerdw jest zdolnos¢
do wielokrotnego wykonywania tego
samego zadania lub jego réznych wersiji.

¥ W informatyce z pojeciem iteracji (ang.
iteration) mozna sie spotkac przy réznych
okazjach. Wiele zagadnien zwigzanych z
modelami danych, np. listami, opiera sie
na powtdrzeniach typu:

> lista jest albo pusta, albo sktada sie z jednego
elementu poprzedzajgcego inny, kolejny
element itd....
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Iteracja

W Programy i algorytmy wykorzystujg iteracje do
wielokrotnego wykonywania okreslonych
zadan bez koniecznosci definiowania ogromnej
liczby pojedynczych krokéw, np. w przypadku
zadania
» wykonaj dany krok 1000 razy.

® Najprostszym sposobem wielokrotnego
wykonania sekwencji operacji jest
wykorzystanie konstrukcji iteracyjnej, jaka
jest instrukcja for lub while w jezyku C.
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Prosty przyktad iterac)i

® Mamy tablice n liczb catkowitych, A[O]
sprawdzamy czy jakas liczba
catkowita ,x” jest elementem tej

1
8
tablicy. /
¥ Algorytm przeglgda cata tablice, po :
napotkaniu A[il = x konczy dziatanie. 3 Ali]
» Jezeli A[0] = x to algorytm O(1). 4 !
8
9
7

» Jezeli AIn-1] = x to algorytm O(n).

A[n-1]

B Sredni czas wykonania algorytmu
. 1 n—1
<T(n)>~ X' (cit+d)-—=c-

d
n 2 +
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lteratory

¥ lteracje, poza organizacjg petli wykonujgcych
obliczenia, uzywane sg powszechnie do przetwarzania
tablic. Mozliwe jest przetwarzanie w kolejnosci
indeksow malejgcych oraz w kolejnosci indekséw
rosngcych.

¥ Potrzebujemy tez bardziej porecznego mechanizmu,
separujgcego logike zwigzang z wyborem elementéw
od reszty kodu. Mechanizm taki zwany jest
iteratorem lub enumeratorem, dostarcza
mozliwosci iterowania po dowolnym zbiorze danych
okreslonym przez jakas strukture danych lub inny
bardziej ogdlny schemat.

¥ |terator ma umozliwi¢ wykonywanie operacji:
nastepny, poprzedni, ostatni, pierwszy, biezacy,
Itp..

[ Iterator to jest pewna koncepcja, implementacja
zalezy od jezyka programowania.
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Predykatory

¥ lteratorem filtrujacym nazywamy
iterator dziatajgcy na bazie innego
iteratora i1 procedury klasyfikujacej
(akceptujgcej lub odrzucajacej) elementy
Zwracane przez ten ostatni.

¥ Procedura taka nosi nazwe predykatora.

¥ lterator filtrujgcy ignoruje wszystkie te
elementy ktére nie spetniajg warunkow
okreslonych przez predykator.
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Rekurencja

B Zagadnieniem blisko zwigzanym z powtorzeniami
(iteracjq) jest rekurencja (ang. recursion) - technika,
w ktorej definiuje sie pewne pojecie
bezposrednio lub posrednio na podstawie tego
samego pojecia.

® Np. mozna zdefiniowac pojecie lista stwierdzeniem:

> lista jest albo pusta, albo jest sklejeniem elementu i
listy
¥ Definicje rekurencyjne sg szeroko stosowane do
specyfikacji gramatyk jezykow programowania
(patrz nastepne wyktady).
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Rekurencja

,» Zeby zrozumiec rekurencje trzeba
najpierw zrozumied rekurencje”

(autor nieznany)

¥ Rozpatrzmy system plikéw, jak na dysku
komputera. W systemie tym istnieje katalog
najwyzszego poziomu (root), w ktéorym znajdujg
sie pliki | podkatalogi. Owa zagniezdzona
struktura bywa nazywana powszechnie drzewem
katalogow (directory tree) - drzewo to
zakorzenione jest w katalogu najwyzszego
poziomu, zas pliki mogg by¢ uwazane za liscie
tego drzewa.
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Rekurencja

Kazda z gatezi moze byc traktowana jak inne
mniejsze drzewo.

/]
 m drzewo

mniejsze
drzewo

ol

- tmp)
1-
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Rekurencja

B Podobienstwo dwdch obiektow rozniacych
sie miedzy soba skala lub granulacja jest
Interesujgcg koncepcjg niezwykle uzyteczng w
rozwigzywaniu problemow.

W Strategia podziatu oryginalnego problemu na
,mnniejsze” podproblemy tej samej natury -
zwana strateqgig ,,dziel i zwyciezaj” (divide and
conquer) - jest jednym z przyktadow
rekurencji.

¥ Rekurencja jest w pewnym sensie przyktadem
wielokrotnego wykorzystywania tych samych
rozwigzan: metoda wywotuje sama siebie.
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Definicja rekurencyjna

Definicja rekurencyjna sktada sie z dwéch czesci.

» W pierwszej, zwanej podstawowa lub
warunkiem poczatkowym, sg wyliczone

elementy podstawowe, stanowigce czesci

sktadowe wszystkich pozostatych elementow
zbioru.

» W drugiej czesci, zwanej krokiem
indukcyjnym, sg podane reguty
umozliwiajace konstruowanie nowych
obiektow z elementéow podstawowych lub
obiektow zbudowanych wczesniej.

B Reguty te mozna stosowac wielokrotnie, tworzgc
nowe obiekty.
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Definicja rekurencyjna

Rekurencyjna definicja funkcji silnia !
1, jeslin = 0 (podstawa)

I
n: n s (n-1)! jeéli n > 0 (indukcja)

Rekurencyjna definicja ciagu Fibonacciego?

n jeslin < 2
F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2
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Rekurencja

W Rekurencja jest zaimplementowana w
wielu jezykach programowania.

»Np. w jezyku C, funkcja f moze wywotac¢ sama
siebie albo bezposrednio z poziomu funkcji f,
albo posrednio wywotujgc inng funkcje (ktéra
wywotuje inng funkcje, ktéra wywotuje inng
funkcje, ..., ktéra wywotuje funkcje f).

B Czesto mozna opracowac algorytmy
rekurencyjne, nasladujgc definicje
rekurencyjne zawarte w specyfikacji
programu, ktory jest implementowany.
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Definicja rekurencyjna

¥ Implementacja w jezyku C jest prosta...
ale kod zrédtowy nie sugeruje jak to sie
odbywa. Jak funkcja wywotujaca sama
siebie moze w ogole dziatac i jeszcze
dawac¢ prawidtowy wynik?

¥ Realizacja (pomyst od E. W. Dijkstry) przy
pomocy stosu | systemu operacyjnego
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Funkcja rekurencyjna obliczajaca n!

int fact(int n)

{
if(n=<1)
return 1; /*podstawa*/
else
return n - fact(n-1) /* indukcja*/
}
Wywotanie l I Zwrdcenie 24
fact(4) fact(4)
Wywotanie i I Zwrdécenie 6
fact(3) fact(3)
Wywotanie | Zwrdcenie 2
fact(2) I fact(2)
Wywotanie | T Zwrécenie 1
fact(1)
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Wyikorzystanie stosu w implementac)i

wywotan funkcji

W Stos czasu wykonania przechowuje rekordy aktywacji dla
wszystkich istniejgcych w danej chwili aktywacji.

¥ Wywotujgc funkcje ktadziemy rekord aktywacji ,,na stosie”.

B Kiedy funkcja konczy swoje dziatanie, zdejmujemy je;j
rekord aktywacji ze szcz?étu stosu, odstaniajgc tym samym
rekord aktywacji funkcji ktéra jg wywotata.

n 1
fact 1
n 2 n 2 n 2
fact - fact - fact 2
n 3 n 3 n 3 n 3 n 3
fact - fact - fact - fact - tact 6
n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4
fact - fact - fact - fact - fact - fact - tact 24
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Relkurencja czy iteracja...

Jak obliczac ciag

Fibonacciego?
F(n) =n
F(n) = F(n-2)+F(n-1)

Iteracja:

lterativeFib (int n) {
if (n < 2) return n;
else {

int tmp, current =1, last=0;

for (i=2, i<=n, ++i) {
tmp=current;
current+=last;
last=tmp;

}

return current;

}

}
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jeslin < 2
jeslin =2

30.10.2012

Rekurencja:
Fib (int n){

if (n <2) return n;

else

return Fib(n-2) + Fib(n-1);
}

Mozna pokazac ze liczba wywotanh
funkcji Fib() jest 2-Fib(n+1)-1
w celu obliczenia wartosci Fib(n).

Trzeba miec dobry pomyst
na prosty algorytm iteracyjny.
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Jak rozwija sie rekurencja dla obliczen liczby

Fibonacciego?

F(6)

F(3) F(3)

F(0) FO F(1) F2) F(1) F) F2)  F(3)

Obliczenia sg bardzo nieefektywne bo funkcja F() jest
wywotywana 25 razy dla obliczenia 7-go elementu. --
Powtarzamy wiele razy te same obliczenia!
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Rekurencja czy iteracja...

¥ Jak obliczac ciag Fibonacciego?
» F(n) =n jeslin < 2
» F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2

liczba Przypisania
4 dodawan Algorytm iteracyjny Algorytm rekurencyjny
6 5 15 22
10 9 27 Lo
15 14 42 1973
20 19 57 21891
o5 24 72 242785
30 29 87 2692537

O Algorytm rekurencyjny jest O(2"), to zbyt wysoka cena za
prostote! (3-10¢ wywotan dla F(30) ).

O Algorytm iteracyjny jest O(n).
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Rekurencja czy iteracja...

B Kazdy problem majacy rozwiazanie
rekurencyjne daje sie takze rozwigzac
w sposob iteracyjny, choc jego
rozwigzanie iteracyjne moze by¢ mniej
czytelne w poréwnaniu z rekurencyjnym, a
niekiedy wrecz sztuczne.

B Rekurencja moze by¢ ponadto
symulowana w sposob iteracyjny, przy
uzyciu struktur danych zwanych stosami.
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Relkurencja czy iteracja...

W |stnieje powszechne przekonanie ze nauczenie sie
programowania iteracyjnego czy tez stosowania
nierekurencyjnych wywotan funkcji jest tatwiejsze
Niz nauczenie sie programowania rekurencyjnego.

¥ Po zdobyciu odpowiedniego doswiadczenia,
czesto okazuje sie ze programowanie
rekurencyjne jest rownie tatwe.

B Programy rekurencyjne sa czesto mniejsze |
tatwiejsze do zrozumienia od ich iteracyjnych
odpowiednikow.

B Co wazniejsze, niektore problemy (szczegdlnie
niektore problemy wyszukiwania) sg znacznie

tatwiejsze do rozwigzania za pomocg programow
rekurencyjnych.
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Indukcja

B Zagadnieniem rowniez zwigzanym z
iteracja | rekurencja jest indukcja (ang.
induction):

» technika stosowana w matematyce do
dowodzenia, ze twierdzenie S(n) jest
prawdziwe dla wszystkich nieujemnych
liczb catkowitych n lub, uogdlniajac, dla
wszystkich liczb catkowitych = od
pewnhego ograniczenia dolnego.
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Indukcja

¥ Niech S(n) bedzie dowolnym twierdzeniem dotyczgcym
liczby catkowitej n. W najprostszej formie dowodu
indukcyjnego (indukcja czesciowa) twierdzenia S(n)
dowodzi sie dwdch faktéw:

» Przypadku podstawowego: za ktdry czesto
przyjmuje sie twierdzenie S(0). Przypadkiem
podstawowym moze jednak by¢ réwnie dobrze S(k)
dla dowolnej liczby catkowitej k. Dowodzi sie
wowczas prawdziwosci twierdzenia S(n) dla n € k.

» Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n € 0 (lub wszystkich n € k), prawdziwos¢
S(n) implikuje prawdziwos¢ S(n+1).
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Indukcja zupetna i czesciowa

B Indukcja czesciowa (staba):
wykorzystujemy wytgcznie hipoteze
indukcyjna S(n) do wykazania
prawdziwosci S(n+1).

¥ Indukcja zupetna (silna): Mozemy
wykorzystac kazdg z wartosci S(i), od
podstawy az do n do wykazania
prawdziwosci S(n+1).
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Indukcja zupetna | czesciowa

¥ Dla indukcji zupetnej dowodzimy, ze
twierdzenie S(n), dla wszystkich n = 0
jest prawdziwe na podstawie dwoch
faktow:

» Przypadku podstawowego: dowodzi sie
prawdziwosci S(0) ( lub S(k) jezeli to jest
przypadek podstawowy)

» Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze
dla wszystkich n=0 (lub wszystkich n=k), ze
prawdziwosc¢ twierdzen S(0), S(1), S(2), ...,
S(n) implikuje prawdziwos¢ S(n+1).
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Definicje indukcyjne

¥ |stnieje Sciste powigzanie poje¢ dowodow
iIndukcyjnych, definicji rekurencyjnych oraz
programow rekurencyjnych.

W Kazde opiera sie na , kroku podstawowym” i
»~Kroku indukcyjnym?.

® W ,zwyktych” (,,czesciowych”) indukcjach kolejne
kroki zalezg wytgcznie od krokéw poprzednich.

W Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania
dowoddow za pomocg indukcji zupetnej, w ktorej
kazdy krok moze zalezec¢ od wszystkich
wczesniejszych.

B Indukcja ma zasadnicze znaczenie w
dowodzeniu poprawnosci programow lub ich
fragmentow
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Najdiuzszy wspdlny podciag

B Mamy dwie listy i chcemy je za sobg porownac, tzn.
dowiedzieC sie co je rozni. Problem ten moze miec wiele
roznych zastosowan.

¥ Traktujemy oba pliki jako sekwencje symboli:
X = a,, @y =y A, y=b,, b, .. b,
gdzie a; reprezentuje i-ty wiersz pierwszego pliku, natomiast
b; reprezentuje j-ty wiersz drugiego pliku.

B Abstrakcyjny symbol a, moze by¢ w rzeczywistosci duzym
obiektem, np. catym zdaniem.

¥ Aby znalez¢ dtugosc najdiuzszego wspdlnego podciggu list x |
y, musimy znalezC dtugosci najdtuzszych wspolnych
podciggow wszystkich par przedrostkow, gdzie jeden
pochodzi z listy x, drugi z listy v.
(Przedrostek to poczgtkowa podlista listy.)

¥ Jesli i=0 lub j=0 to oczywiscie wspdlny przedrostek ma
dtugosc 0.

W Jesli i#0 oraz j#0 to wygodng metodg poszukiwania
Ea{d’ruzszego ws_polnegﬁ Bodciagu jest dopasowywanie

0

ejnych pozycji dwéch badanych ciggow.
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Najdiuzszy wspodlny podciag

Przyporzadkowanie Przyporzadkowanie
dla baba dla cbba
abc/a/b/ba a b c 3 /3
c b a b a c b

B Dopasowane pozycje muszg zawierac takie same
symbole a tgczgce je linie nie mogg sie przecinac.
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Najdiuzszy wspdlny podciag

B Rekurencyjna definicja dla L(i, j), czyli dtugosci
najdtuzszego wspdlnego podciagu listy (a,, a,, ...,
a,) oraz (b,, b,, ..., b).

J
B Podstawa:

~ Jeslii+j = 0, to zarbwno ,, i” jak i ,,j” sg réwne 0, zatem
najdtuzszym wspolnym podciggiem jest L(0, 0) = O.

B Indukcja:

» Rozwazmy ,,i” oraz ,,j”, przypusémy, ze mamy juz
wyznaczone L(g, h) dla dowolnych g i h spetniajgcych
nierownos¢ g+h < i+j.

» Musimy rozwazy¢ nastepujgce przypadki:

X Jesliilub j sg rowne O, to L(i, j) =0.

x )Jesli i>0 oraz j>0 oraz a,; # b;, to L(i, j) = max ( L(i, j-1),
L(i-1, j) ).

x Jesli i>0 oraz j>0 oraz a; = b, to L(i, j) = 1 + L(i-1, j-1).
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Najdiuzszy wspdlny podciag

Ostatecznie naszym celem jest wyznaczenie L(m, n).
Jezeli na podstawie podanej poprzednio definicji napiszemy
program rekurencyjny to bedzie on dziatat w czasie
wyktadniczym, zaleznym od mniejszej wartosci z pary m, n

B Mozemy znacznie zwiekszy¢ wydajnosc rozwigzania jezeli
zbudujemy dwuwymiarowg tabele w ktorej bedziemy
przechowywali wartosci L(i, j).

¥ Wyznaczenie pojedynczego elementu tabeli wymaga
jedynie czasu O(1), zatem skonstruowanie catej tabeli dla
najdtuzszego podciggu zajmie O(men) czasu.

¥ Aby tak sie dziato, elementy nalezy wypetni¢ w
odpowiedniej kolejnosci.
(np. wypetniac wierszami, a wewnatrz kazdego wiersza
kolumnami)

B Zastosowanie techniki wypetniania tabeli to element
tzw. programowania dynamicznego.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 23.10.2012 31




Pseudokod programu, ktdéry wypeinia

tabele

for(i=0;i<=m;i++) L[i][0] =0 // ustawianie wartosci 0
for(j=0;j<=n;j++) LIO][jI=0 // przypadek 1

for (i=1; i <=m; i++){ // dla kazdego wiersza
for (j=1;j <=n; j++) { // dla kazdej kolumny
if( ali] '= b[j]) { // przypadek 2
L[i1[j] = max (LL[i-11[j], L[i][j-1])
telse { // przypadek 3
LLil[j] = 1 + LLi-1][j-11;
}
}
}
Czas dziatania kodu dla list o dtugosci m i n wynosi
O(men).
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Przykiad dla list: abcabba i chabac

Numer w O|12(3|4|5]06]|7
tablicy alb|cla|b|b|a
0 O(0j0|O0|]0O0O|0O0|O0]|O0

1 c/ 0|0/ O0O|1(1 11 1

2 b(O0O|O0|1 1|1 |2|2]|2

3 a0 |1(1|1]|2|2]|2]|3

4 b|0|1|2(2|2|3]|3 |3

al 0|12 2|3 |3|3 |4

§) c| 0|12 |3|3|3|3 1|4

Sciezka wskazujgca na jeden z najdtuzszych
(dtugosci 4) wspdélnych podciggow: caba
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Elementy technik sortowania

¥ Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania
sekwencji operacji jest wykorzystanie konstrukcji
iteracyjnej (instrukcje for, while w jezyku C).
B Przyktad:
» Przypusémy ze mamy liste liczb catkowitych (7, 4, 2, 8, 9,
7,7, 2, 1).

» Sortujemy te liste (w porzadku niemalejgcym)
permutujgc jg do postaci
(1I 2’ 2’ 4’ 7’ 7’ 7’ 8’ 9)'

» Nalezy zauwazy¢, ze sortowanie nie tylko porzadkuje
wartosci, tak ze kazda jest rowna lub mniejsza kolejnej
liczbie z listy, ale takze zachowuje liczbe wystgpien
kazdej wartosci.

B Algorytm sortujacy pobiera na wejsciu dowolna
liste | zwraca jako wynik liste posortowang. Kazdy
element wystepUJacy w liscie pierwotne;
wystepuje rowniez w liscie posortowane;.
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Elementy technik sortowania

Liste elementéw dowolnego typu mozna sortowac
wowczas, gdy istnieje mozliwos¢ zdefiniowania
miedzy nimi relacji mniejszosci oznaczanej typowo
» < »

¥ Jezeli elementami do posortowania sg liczby
catkowite lub rzeczywiste, symbol ” < ” oznacza
znang wszystkim relacje mniejszosci

B Jezeli elementami sg ciggi znakdw, mozna np.
stosowad ,,porzadek leksykograficzny”.
¥ Jezeli elementy sg skomplikowane (struktury) to

mozemy do posortowania wykorzystac czesc
kazdego elementu (jedno konkretne pole).
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Sortowanie przez wybieranie - iteracyjny alg.

O Mamy tablice A zawierajgcg n liczb
catkowitych ktore chcemy
posortowac w porzadku
niemalejgcym. Mozna to zrobic
wielokrotnie powtarzajac krok:

" wyszukaj najmniejszy element
nleposortowanej czesci tablicy

= wymien go z elementem
znajdujacym sie na pierwszej pozycji
nieposortowanej czesci tablicy

O Pierwsza iteracja: wybiera
najmniejszy element w A[O, n-1],
zamienia z elementem na pozycji
A[O];

O Druga |teracHa wybiera
najmniejszy element w A[1, n-1],
za[m]|en|a z elementem na pozycji
Al

O Trzecia iteracja: ...

O |-ta iteracja wymaga przejrzenia
(n-i) elementow.
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Sortowanie przez wybieranie - rekurencyjny alg.

® Mamy tablice A zawierajgca n liczb
catkowitych ktore chcemy posortowac w
porzadku niemalejgcym.

® Mozna to robi¢ rekurencyjnie

» wybieramy najmniejszy element z reszty
tablicy A (czyli z A[l, ..., n-1]),

» wymieniamy wybrany w poprzednim kroku
element z elementem A[il,

» sortujemy reszte tablicy czyli A[i+1, ...,

n-1].
B Podstawa:
» Jeslii = n-1, to pozostaje do posortowania

jedynie ostatni element tablicy. Poniewaz
pojedynczy element jest zawsze
posortowany nie trzeba podejmowac
zadnych dziatan.

B Indukcja:

» Jeslii < n-1, to nalezy znalez¢ najmniejszy
element w tablicy A[i, ..., n-11, wymieni¢
go z elementem A[i] i rekurencyjnie
posortowac tablice A[i+1,...,n-1].

® Kompletny algorytm realizujacy powyzsza
rekurencje rozpoczyna sie od i=0
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie”

¥ Najlepszy opis sortowania przez scalanie
oplera sie na rekurencji i ilustruje réwnoczesnie
bardzo korzystne zastosowanie techniki ,dziel i
zwyciezaj”.

® Liste (a,, a,, a,, ..., @) sortuje sie dzielac na
dwie listy o dwukrotnie mniejszych rozmiarach.
Nastepnie obie listy sg sortowane osobno.
Aby zakohczy¢ proces sortowania oryginalnej listy
n-elementéw, obie listy zostaja scalone przy
pomocy specjalnego algorytmu.

B Scalanie:

» Prostym sposobem scalania dwoch list jest analiza od
ich poczatkow. W kazdym kroku nalezy znalez¢
mniejszy z dwdch elementéow bedgcych aktualnie na
czele list, wybrac go jako kolejny element tgczonej listy |
usungc go z “pierwotnej listy”, wskazujgc na kolejny
pierwszy element. W przypadku rownych pierwszych
elementéw mozna dodawac je do tgczonej listy w
dowolnej kolejnosci.
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie”

B Podstawa:

»Jesli lista do posortowania jest pusta lub
jednoelementowa, zostaje zwrocona ta sama
lista - jest ona juz posortowana.

B Krok indukcyjny:

» Jezeli lista ma nie mniej niz 2 elementy to
podziel liste na dwie (np. elementy o
parzystym indeksie i elementy o nieparzystym
Indeksie).

Posortuj kazdg z dwoch list osobno i scal.
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie -

przykiad
¥ Dzielenie:
42897721
729< 4872
'/791X 127\ j47l JSZJ
9 2 7 4 7 8 2
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie

¥ Scalanie:

/1122477789

12779\
[179 ]27\
/17\ 9 2 7

7 1
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Sortowanie babelkowe

Algorytm sortowania bgbelkowego polega na
porownywaniu par elementéow lezacych obok siebie
i, jesli jest to potrzebne, zmienianiu ich kolejnosci. Czyli
W pierwszym przebiegu porownujemy (i ewentualnie
zamieniamy):

Element pierwszy i drugi
Element drugi i trzeci

Element (n-1)-wszy i n-ty

Kazdy element jest tak dtugo przesuwany w ciggu, az
napotkany zostanie element wiekszy od niego, wtedy w
nastepnych krokach przesuwany jest ten wiekszy element.
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Sortowanie babelkowe

Po pierwszym przebiegu cigg nie musi byc¢ jeszcze
uporzagdkowany, ale na pozycji n znajdzie sie maksymalny
element ciagu.

Zatem w drugim przebiegu mozna porzadkowac cigg krétszy,
czyli tylko elementy na pozycjach od 1 do n-1. Po drugim
przebiegu, dwa ostatnie elementy sg na swoich miejscach, czyli
pozostaje posortowac cigg o dwa elementy krétszy, itd.

Mozna jeszcze bardziej usprawnic ten algorytm. Jezeli w
pewnym przebiegu algorytmu ostatnia zamiana nastgpita na
pozycji i, to w nastepnym przebiegu wystarczy porzgdkowac
tylko elementy na pozycjach od 1 do i-1.

Jezeli dane wejsciowe sa uporzadkowane, to algorytm
wykonuje tylko jeden przebieg (nie jest wykonywana zadna
zamiana).
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Techniki sortowania

® Mozna pokazac ze algorytm sortowania przez wybieranie
zachowuje sie jak O(n?), natomiast algorytm sortowania
przez dzielenie i scalanie O(n log n).

® To sg tylko ograniczenia gorne, w praktyce juz dla
kilkudziesieciu elementdw sortowanie przez dzielenie i
scalanie jest szybsze.

¥ Dla matych n algorytm sortowania przez wybieranie jest
szybszy niz sortowania przez scalanie. Wobec tego
optymalne bedzie uzywanie go jako elementu algorytmu
sortowania przez scalanie.

W Czesto rozwazamy modyfikacje algorytmu sortowania przez
scalanie, w ktérej doprowadzamy do podziatu na n/k list, a
kazdg z nich sortujemy przez wybieranie (a wiec nie
doprowadzamy az do list 2-elementowych!).
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Techniki sortowania

B |stnieje wiele réoznych sposobdéw sortowania:

» sortowanie przez wybieranie jest fatwym ale
wolnym sposobem sortowania,

» sortowanie przez scalanie jest szybszym ale tez
bardziej skomplikowanym algorytmem,

» inne algorytmy sortowania: patrz nastepne
wyktady.
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Podsumowanie

B Jak wskazuje praktyka programistyczna, wiekszos¢
algorytmoéw daje sie zaliczy¢ do jednej z dwoch kategorii:
pierwszg z nich tworzg algorytmy o charakterze
iteracyjnym, drugg - zdecydowanie mniejszg - o
charakterze rekurencyjnym.

® Dla wielu probleméw znane jest tylko rozwigzanie
rekurencyjne.

¥ |stnieje Scisle powigzanie dowoddw indukcyjnych, definicji
rekurencyjnych oraz programow rekurencyjnych. Kazde
opiera sie na podstawie i kroku indukcyjnym.

® W indukcjach czesciowych kolejne kroki zalezg wytacznie
od krokdéw poprzednich. Czesto zachodzi koniecznos¢
przeprowadzania dowodow za pomoca indukcji zupetnej, w
ktorej kazdy krok moze zalezec¢ od wszystkich
wczesniejszych.

¥ Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu
poprawnosci dziatania programoéw lub ich fragmentow.
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