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Wyktad 3:

Ztozonosc obliczeniowa algorytmoéw
Elementy kombinatoryki
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Ztozonos<¢ obliczeniowa i asymptotyczna

®7tozonos¢ obliczeniowa:

* Jest to miara stuzgca do poréwnywania efektywnosci
algorytmow.

* Mamy dwa kryteria efektywnosci:
* Czas,
* Pamied
®Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki
logiczne wyrazajgce zwigzek miedzy rozmiarem
danych N (wielkosc pliku lub tablicy) a iloscia
czasu T potrzebna na ich przetworzenie.

lFunkCJb razajgca zaleznosC miedzy N a T jest
zwykle bardzo skomplikowana, a jej obliczenie ma
znaczenie jedynie w odniesieniu do duzych
rozmiarow danych

®Przyblizona miara efektywnosci to tzw. ztozonos¢
asymptotyczna.
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Szybkosé wzrostu poszczegdlnych skiadnilkdédw
funkeji

Funkcja: f(n) =n?+ 100n + log,,n + 1000

n f(n) n?2 100en log,,n 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2 101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
103 1101 003 91% 9% 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
105 99.9% 0.1% 0.0% 0.0000%

On - rozmiar danych, f(n) - ilos¢ wykonywanych

operacji
ODla duzych wartosci n, funkcja rosnie jak n2,
pozostate sktadniki mogg by¢ zaniedbane.
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Notacja ,, wielkie O ”
(wprowadzona przez P. Bachmanna w 1894r)

Definicja:
f(n) jest O(g(n)), jesli istnieja liczby dodatnie c i n_ takie ze:
f(n) < c * g(n) dla wszystkich n = n.

Przykiad: 1 c-g{n)
f(n) = n2 + 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako: ﬂ\ﬁ

f(n) = n2 + 100n + O(log,, n) '
albo jako:

_I—
f(n) = O(n?) Mo
Notacja ,, wielkie O ” ma kilka pozytywnych wtasnosci ktore

mozemy wykorzystac przy szacowaniu efektywnosci
algorytmow.
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Wtasnosci notacji ,,wielkie 0”

Wiasnosé 1 (przechodniosé):
Jesli f(n) jest O(g(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n) jest O(h(n))

Wilasnhos¢é 2:
Jesli f(n) jest O(h(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n)+g(n) jest O(h(n))

Wiasnosc¢ 3:
Funkcja ank jest O(nk)

Witasnos¢ 4:

Funkcja nk jest O(n**) dla dowolnego dodatniego |

Z tych wszystkich wtasnosci wynika, ze dowolny wielomian jest
,Wielkie O” dla n podniesionego do na_jwyzszej(w nim potegqi, czyli :
f(n) =ank+ a, _nk! + ... + a,n +a, jest O(nk)

(jest tez oczywiscie O(n*+) dla dowolnego dodatniego j)
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Wtasnosci notacji ,,wielkie 0”

WtasnosS¢ 5:
Jesli f(n) = c g(n), to f(n) jest O(g(n))

Wilasnhos¢ 6:
Funkcja log.n jest O(log,n) dla dowolnych a i b wiekszych niz 1

WtasnosSc¢ 7:
log,n jest O(log,n) dla dowolnego dodatniego a

¥ Jedng z ngjw_aZniejschh funkcji przy ocenianiu efektywnosci
algorytmow jest funkcja logarytmiczna.
B Jezeli mozna wykazac ze ztozonosc¢ algorytmu jest rzedu

Idogk?rytmicznego, algorytm mozna traktowac jako bardzo
obry.

W Istnieje wiele funkcji lepszych w tym sensie niz
logarytmiczna, jednak zaledwie kilka sposréd nich, jak
O?Iog2 log,n) czy O(1) ma praktyczne znaczenie.
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Notacja i ©

® Notacja ,,wielkie ©” odnosi sie do gérnych
ograniczen funkgji.

W |stnieje symetryczna definicja dotyczaca dolnych
ograniczen:

Definicja
f(n) jest Q(g(n)), jesli istnieja liczby dodatnie c i n, takie ze,
f(n) = c g(n) dla wszystkichn = n,.

Rownowaznos¢
f(n) jest Q (g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest O(f(n))

Definicja
f(n) jest ©(g(n)), jesli istniejg takie liczby dodatnie c,, C, i n,
takie ze, c,g(n) < f(n) < c,g(n) dla wszystkichn = n,.
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Notacja O, Qi ®

f(n) = O (g(n)) f(n) = © (g(n))
c-g(n) gl.g{n]

f{n)

f(n) = Q (g(n))
c-g(n)
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Algorytm Hornera

B Zatézmy ze mamy policzy¢ wartos¢ wielomianu postaci:
f(x) = agx™ + a1x* 1+ ... +a,_1xX+an
dla danych liczb a_, a,, ..., a_, w danym punkcie x_.
» Algorytm polegajgcy na bezposrednim liczeniu ze
wzoru wymaga n dodawan i (n-2) potegowan lub

(2n-1) mnozen co w wyniku daje niedoktadnosci
(btad wzgledny i bezwgledny).

» Warto poszukac¢ innego rozwiazania.
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Algorytm Hornera

¥ Przedstawiamy wielomian w postaci:

f(x) =(...((apx+a1)x+az)x+..+an_1)X+an

to otrzymujemy nastepujgcg metode obliczanie wielomianu:
b() — a0
bl — boXO T ai
b2 - bIXO T A9

bn = bpn_1Xp + an
gdzie b, oznacza wartosc i-tego nawiasu dla x rownego x,,

a b_szukang wartos¢ wielomianu
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Algorytm Hornera

® Otrzymana metoda to tzw. Algorytm Hornera
obliczania wartosci wielomianu. Algorytm ten jest
numerycznie poprawny i jest jedynym algorytmem
ktory minimalizuje liczbe dodawan i mnozen przy
obliczaniu wartosci wielomianu wg. podanej postaci.
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Mozliwe problemy

W Celem wprowadzonﬁch wczesniej sposobow zapisu (notacji)
jest porownanie efektywnosci rozmaitych algorytmow
zaprojektowanych do rozwigzania tego samego problemu.

¥ Jezeli bedziemy stosowac tylko notacje ,,wielkie O" do
reprezentowania ztozonosci algorytmow, to niektore z nich
mozemy zdyskwalifikowac zbyt pochopnie.

¥ Przykiad:

» Zatézmy, ze mamy dwa algorytmy rozwigzujgce pewien
problem, wykonywana przez nie liczba operacji to odpowiednio
10%n | 10n?. Pierwsza funkcja jest O(n), druga O(n?).

» Opierajac sie na informacji dostarczonej przez notacje , wielkie
O” odrzucilibysmy drugi algorytm poniewaz funkcja kosztu
rosnie zbyt szybko.

» To prawda ... ale dopiero dla odpowiednio duzych n, poniewaz
dla n<107 drug| algorytm wykonuje mniej operacji niz
pierwszy.

» |Istotna jest wiec tez stata (10%), ktéra w tym przypadku jest
zbyt duza aby notacja byta znaczgca.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12 16.10.2010




Przyktady rzedow ztozonosci

® Algorytmy mozna klasyfikowac¢ ze wzgledu na
ztozonos¢ czasowg lub pamieciowg. W zwigzku z
tym wyrdzniamy wiele klas algorytmow.

» Algorytm staty: czas wykonania pozostaje taki sam
niezaleznie od ilosci przetwarzanych elementéw.

» Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n2).

» Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi
O(log n).

»itd ...

B Analiza ztozonosci algorytmow jest
niezmiernie istotna i nie mozna jej lekcewazyc
argumentujgc potencjalng szybkoscig obliczen
komputera. Nie sposéb jej przeceni¢ szczegdlnie
zastanawiajac sie nad doborem struktury danych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 13 16.10.2010




Najczestsze ztozonosci

log(n)- ztozonosc¢ logarytmiczna

n - ztozonosc liniowa

nlog(n) - ztozonosc liniowo-logarytmiczna
n? - ztozono$¢ kwadratowa

nK - ztozono$¢ wielomianowa

2" - zlozonos$¢ wyktadnicza

n! - ztozonos$¢ wyktadnicza, poniewaz n!>2" juz od n=4
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Klasy algorytmoéw i ich czasy wykonania na
komputerze dziatajacym z szybkoscia 1 instrukcja/ps

klasa ztozonosc liczba operacji i czas wykonania
n 10 103
staty O(1) 1 1us 1 1 us
logarytmiczny | O(log n) 3.32 3Us 9.97 10 ps
liniowy O(n) 10 10us 103 1ms
kwadratowy O(n?) 102| 100ps 106 1s
wyktadniczy O(2") 1024 10ms 10301 | >> 1072 |at
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Funkcje niewspétmierne

O Bardzo wygodna jest mozliwos¢ porownywania
dowolnych funkcji f(n) 1 g(n) za pomocg notacji
rduze O”

" albo f(n) = O(g(n))
" albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = ©(g(n)).

O |stniejg pary funkcji niewspotmiernych (ang.
incommensurate), z ktérych zadne nie jest ,,duzym O”
dla drugiej.
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Funkcje niewspétmierne

Przyktad:

Rozwazmy funkcje f(n)=n dla nieparzystych n oraz
f(n)=n?dla parzystych n.

Oznacza to, ze f(1)=1, f(2)=4, f(3)=3, f(4)=16, f(5)=5
itd...

Podobnie, niech g(n)=n? dla nieparzystych n oraz
g(n)=n dla parzystych n.

W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze by¢ O(g(n))
ze wzgledu na parzyste argumenty n, analogicznie g(n)
nie moze by¢ O(f(n)) ze wzgledu na nieparzyste
elementy n.

Obie funkcje mogqg byc¢ ograniczone jako O(n?).
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Analiza czasu dziatania progranmu

O Majgc do dyspozycji definicje ,,duze O” oraz wiasnosci
(1)-(7) bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad,
skutecznie analizowac czasy dziatania wiekszosci
programow spotykanych w praktyce.

O Efektywnosc algorytmow ocenia sie przez szacowanie
iloSci czasu i pamieci potrzebnych do wykonania
zadania, dla ktérego algorytm zostat zaprojektowany.

O Najczesciej jesteSmy zainteresowani zfozonoscia
czasowa, mierzong zazwyczaj liczbg przypisan i
poréwnan realizowanych podczas wykonywania
programul.

O Bardzo czesto interesuje nas tylko ztozonosc
asymptotyczna, czyli czas dziatania dla duzej ilosci
analizowanych zmiennych.
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Czas dziatania instrukeji prostych

¥ Przyjmujemy zasade ze czas dziatania pewnych prosty

operacji na danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny
od rozmiaru danych wejsciowych.

» Operacje arytmetyczne, np. (+), (-)

> Operacje logiczne (&&)

> Operacje poréwnania (<=)

» Operacje dostepu do struktur danych, np.

indeksowanie tablic (A[i])

» Proste przypisania, np. kopiowanie wartosci do
zmiennej.

» Wywotania funkcji bibliotecznych, np. scanf lub
printf
B Kazdg z tych operacji mozna wykonac za pomocg
pewnej (niewielkiej) liczby rozkazéw maszynowych.
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Czas dziatania petli ,,for”

W Przyktad 1: Prosta petla
for (i=sum=0: i<n: i+4+) sum+=alil;

W Powyzsza petla powtarza sie n razy,
podczas kazdego jej przebiegu realizuje
dwa przypisania:

» aktualizujgce zmienng ,,sum”
»zmiane wartosci zmiennej ,,i"”

B Mamy zatem 2n przypisan podczas catego
wykonania petli.

B ZtozonosC asymptotyczna algorytmu jest
O(n).
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Czas dziatania instrulkeji ,for”

Initializacja

|

0(1)

[ Odm)

: O f
Cialo (g(n) f(n) )

| O(1)
Inkrementacja

| v
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Czas dziatania petli ,,for”

¥ Przyktad 2: Petla zagniezdzona
for (i=0; i<n; i++) {
for (j=1, sum=a[0]; j<=i; j++)
sum+=aljl; }
® Na samym poczatku zmiennej ,,i” nadawana jest wartos¢
poczatkowa.

¥ Petla zewnetrzna powtarza sie n razy, a w kazdej jej
iteracji wykonuje sie wewnetrzna petla oraz instrukcja
przypisania wartosci zmiennym ,,i”, , j”, ,sum”.

B Petla wewnetrzna wykonuje sie ,,i” razy dla kazdego
i0{1, ...,n-1}, a na kazdg iteracje przypadajg dwa
przypisania: jedno dla ,,sum”, jedno dla ,,}".

¥ Mamy zatem: 14+3n+2(1+2+...4+n-1) = 1+3n+n(n-1) =
O(n)+0(n?) = O(n?) przypisah wykonywanych w catym
programie.

B Ztozonosc asymptotyczna algorytmu jest O(n?). Petle
zagniezdzone maja zwykle wigkszg ztozonos< niz
pojedyncze, jednak nie musi tak byc Zawsze.
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Czas dziatania petli ,,for”

® Przyktad 3: Znajdz najdtuzszg podtablice zawierajgcg liczby
uporzgdkowane rosngco.
for (i=0; len=1; i<n-1; i++) {
for (i,=i,=k=i; k<n-1 && a[kl<alk+1]; k++,i,++);
if(len < i,-i;+1) len=i,-i;+1; }

B Jesli liczby w tablicy sa uporzadkowane malejaco, to petla
zewnetrzna wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym je;
przebiegu petla wewnetrzna wykona sie tylko 1-raz.
Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n).

B Jesli liczby w tablicy sg uporzgdkowane rosngco, to petla
zewnetrzna wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej
przebiegu petla wewnetrzna wykona sie i-razy dla
i0{1,...,n-1}.

Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n?2).
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Czas dziatania petli ,,for”

W Z reguty dane nie sg uporzadkowane i
ocena ztozonosci algorytmu jest rzeczg
nietatwg ale bardzo istotna.

B Staramy sie wyznaczy ztozonosc
> W ,,przypadku optymistycznym”,
> W ,przypadku pesymistycznym”
»orazw ,,przypadku srednim”.

W Czesto postugujemy sie przyblizeniami
opartymi o notacje ,wielkie O, Q1 ©",
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Czas dziatania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkowg if-else zapisuje sie w postaci:

if (<warunek>)
<blok-if>
else
<blok-else>
Gdzie

O <warunek> jest wyrazeniem ktére trzeba obliczy¢. Warunek
niezaleznie od tego jak skomplikowany wymaga wykonania
statej liczby operacji (wiec czasu O(1)¥ chyba ze zawiera
wywotanie funkcji, .

O <blok-if> zawiera instrukcje wykonywane tylko w przypadku
gdy warunek jest prawdziwy, czas dziatania f(n).

O <blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy
warunek jest fatszywy, czas dziatania g(n).

Czas dziatania instrukcji warunkowej nalezy zapisac jako O(max

(f(n), g(n) )

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 25 16.10.2010



Czas dziatania instrulkcji ,,if”

} O(max (f,(n), f,(n))
Blok-if Blok-else
O(f,(n)) O(f,(n))
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Czas dziatania instrukeji ,while”

Co najwyzej
g(n) iteracji

!

O(1)

O(i(n))

Ciato
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Czas dziatania instrukcji ,,do-while”

|

Ciato

Co najwyzej
g(n) iteracji

!
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Czas dziatania blolkéw

B Sekwencja instrukcji przypisan, odczytéw i
zapisow, z ktérych kazda wymaga czasu
O(1), potrzebuje do swojego wykonania

tgcznego czasu O(1).

B Pojawiajg sie réwniez instrukcje ztozone,

jak instrukcje warunkowe i petle.

» Sekwencje prostych i ztozonych instrukcji
nazywa sie blokiem.

W Czas dziatania bloku obliczymy sumujgc
gorne ograniczenia czasdOw wykonania
poszczegolnych instrukcji, ktére nalezg do
tego bloku.
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Czas dziatania bloku instrukcji

O(f, ()

O(f,(n)) o] fil(;;)+f2(n)+...+ f.(n))
O( najwieksza f,(n) )

O(f(n)
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Przyktad: ,, sortowanie przez wybieranie”

Drzewo reprezentujace
grupowanie instrukcji

NS

1) for (i=0; i< n-1; i++ ) {

2) small =1

) for (j=i+1; j<n; j++)

4) if( A[j] < A[small] ) /
) small =j; (2)

) temp = A[lsmall];

) Alsmall] = Alil;

) Ali] = temp; }
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Przyldad: , sortowanie przez wybieranie”

® Rozpoczynamy analize ,od liscia Drzewo reprezentujace

do korzenia” grupowanie instrukgcji
» Kazda instrukcja przypisania

(liscie) wymaga czasu O(1)

> Instrukcja ,,if” (4-5) wymaga
czasu O(1)

» Instrukcja ‘for” (3)-(5) wymaga
czasu O(n-i-1) oraz i<n

» Instrukcja ,for” (2)-(8) moze by¢
dalej ograniczona przez O(n-1)

> Instrukcja ,for” (1)-(8) moze /

byC ograniczona przez O(n (n-1) ) ‘

Odrzucajgc wyraz mniej
znaczgcy otrzymujemy
0Szacowanie czasu dziatania
jako O(n?).
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

¥ Dotychczas rozwazalismy szacowanie czasu dziatania petli
uzywajgc ujednoliconego gornego ograniczenia, majgcego
zastosowanie w kazdej iteracji petli.

% Dla sortowania przez wybieranie, takie proste ograniczenie
prowadzito do szacowania czasu wykonania O(n?).

® Mozna jednak dokonac bardziej uwaznej analizy petli i
traktowac wszystkie jej iteracje osobno. Mozna wdwczas
dokonac¢ sumowania gornych ograniczen poszczegolnych
iteracji. Czas dziatania petli z wartoscig i zmiennej
indeksowej i wynosi Oﬁ)-i-l). gdzie i przyjmuje wartosci od
0 do n-2.

B Gorne ograniczenie czasu niezbednego do wykonania
wszystkich iteracji wynosi:

o( zrl:'z(n-i-1) ) = O( n(n-1)/2 )
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

n-1

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteracji

0 iteracja | n-2

Gorne ograniczenie czasu niezbednego do
wykonania wszystkich iteracji wynosi:

o( %j(n-i-l )) = O( n(n-1)/2 )
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Efektywnosé algorytmu

B Czas dziatania:

» Oznaczamy przez funkcje T(n) liczbe jednostek
czasu, ktoére zajmuje wykonanie programu lub
algorytmu w przypadku problemu o rozmiarze n.

» Funkcje te nazywamy czasem dziatania. Dos¢
czesto czas dziatania zalezy od konkretnych
danych wejsciowych, nie tylko ich rozmiaru. W
takim przypadku, funkcje T(n) definiuje sie jako
najmniej korzystny przypadek 2z punktu
widzenia kosztow czasowych. Inng wyznaczang
wielkoscig jest tez czas sredni, czyli Sredni dla
roznych danych wejsciowych.
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Nie przejmuj sie efektywnoscia algorytmu...
wystarczy poczekad kilka lat.

¥ Taki poglad funkcjonuje w srodowisku programistow, nie
okreslono przeciez granicy rozwoju mocy
obliczeniowych komputerow. Nie nalezy sie jednak z nim
zgadzacC w ogolnosci. Nalezy zdecydowanie przeciwstawiac
sie przekonaniu o tym, ze ulepszenia sprzetowe uczynig
prace nad efektywnymi algorytmami zbyteczng.

¥ |stniejg problemy ktorych rozwigzanie za pomocg zasobow
komputerowych jest teoretycznie mozliwe, ale
praktycznie przekracza mozliwosci istniejacych
technologii. Przyktadem takiego problemu jest rozumienie
jezyka naturalnego, przetwarzanie obrazow (do pewnego
stopnia oczywiscie) czy “inteligentna” komunikacja
pomiedzy komputerami a ludzmi na rozmaitych poziomach.

¥ Kiedy pewne problemy stajg sie “proste”... Nowa grupa
wyzwan, ktére na razie mozna sobie tylko prébowac
wyobrazac, wytyczy nowe granice mozliwosci
wykorzystania komputerow.

% Do problemu systematycznej analizy czasu dziatania
programu powrocimy jeszcze na wyktadzie w styczniu...
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Uwagi koncowe

Na wybor najlepszego algorytmu dla
tworzonego programu wptywa wiele
czynnikdéw, najwazniejsze to:

" prostota,
" tatwosc¢ implementacji
" efektywnos¢
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Kombinatoryka
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Kombinatoryka i prawdopodobienstwo

WCzesto spotykamy sie z problemem obliczenia
wartosci wyrazajgcej prawdopodobienstwo zajscia
okreslonych zdarzen.

WDziedzina matematyki zajmujgca sie tg tematyka
to kombinatoryka.

BPojecia zwigzane z probami szacowania
prawdopodobienstwa wystepowania zdarzen
definiuje teoria prawdopodobienstwa.

WZacznijmy od kombinatoryki...
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Wariacje z powtdrzeniami

®jednym z najprostszych, ale tez najwazniejszych probleméw
jest analiza listy elementow, z ktérych kazdemu nalezy
przypisac jedng z wartosci nalezacych do statego zbioru.

®Nalezy okresli¢ mozliwg liczbe réznych przyporzgdkowanh
(wariacji z powtdrzeniami) wartosci do elementéw.

®Przyktad:
4 kwadraty, kazdy mozna pokolorowac jednym z 3 kolordéw.
lle mozliwych pokolorowan? 3 « 3« 3¢ 3 =34=281
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Wariacje z powtdrzeniami

EMamy liste n-elementdw. Istnieje zbidr k-wartosci
z ktérych kazda moze by¢ przyporzgdkowana do
jakiegos elementu. Przyporzgdkowanie jest listg n
wartosci (n,, n,,...n_ ). Gdzie kazda z n,, n,,...n,
jest jedng z wartosci k.

» |Istnieje k" ré6znych przyporzgdkowan.

Twierdzenie:

S(n): liczba mozliwych sposobéw
przyporzadkowania dowolnej z k wartosci do
kazdego z n elementéow wynosi k".
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Wariacje z powtdérzeniami

BPodstawa:

Przypadek podstawowy to n=1. Jezeli mamy 1 element
mozemy wybrac dla niego dowolng sposrod k wartosci.
Istnieje wiec k ré6znych przyporzgdkowan. Poniewaz
k'=k, podstawa indukcji jest prawdziwa.

Bindukcja:

Zatozmy ze S(n) jest prawdziwe i rozwazmy
S(n+1),okreslajgce ze istnieje k"** mozliwych
przyporzgdkowan jednej z k wartosci do kazdego z n+1
elementow.

Wiemy, ze istnieje k mozliwosci doboru wartosci dla
pierwszego elementu. Zgodnie z hipotezg indukcyjng,
Istnieje k" przyporzgdkowan wartosci do pozostatych n

elementéow. tgczna liczba przyporzagdkowan wynosi
ke kn=k"+ Cnd.
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Permutacje

®Majgc n roznych obiektow, na ile roznych

sposobOw mozna je ustawi¢ w jednej lini?
»Kazde takie uporzadkowanie nazywamy
permutacja.

»Liczbe permutacji n obiektow zapisujemy jako
P(n).
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Jak obliczy€ P(n+1)?

® Problem: mamy n+1 obiektow (a,, a,,....,a_, a_.,)
ktore majg zostac ustawione.
B |los¢ mozliwych wynikow ustawien jest P(n+1)

Pierwszy obieki Pozostate n obiektow

Obiekt 1 »P(n) kolejnosci Permutacje
Obiekt 2 ~P(n) kolejnoci n+1 obiektéw
Obiekt n+1 »P(n) kolejnosci
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Jak obliczy¢ P(n+1)?

¥ Twierdzenie:
P(n) = n! dla wszystkichn= 1

B Podstawa:

Dla n=1, P(1)=1 okresla ze istnieje jedna permutacja dla jednego
obiektu.

B Indukcja:
Zatézmy ze P(n) = n!
Wéwczas wg. naszego twierdzenia: P(n+1)=(n+1)!
Rozpoczynamy od stwierdzenia ze P(n+1)=(n+1) ¢ P(n)
Zgodnie z hipotezg indukcyjng P(n)=n!, zatem P(n+1)=(n+1) * n!

Zatem P(n+1)=(n+1l) e n! =(n+1) e ne (n-1) e (N-2) ¢ ... 1=
(n+1)!, czyli nasze twierdzenie jest poprawne. Cnd.

lcfedn ym z interesujgcych zastosowan wzoru na liczbe permutacji jest
owod na to ze algorytmy sortujace musza dziatac w czasie co
najmniej proporcjonalnym do (n log n), dla n elementow do

posortowania, chyba ze wykorzystujg jakies specjalne wiasnosci
sortowanych elementow.
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Wariacje bez powtdrzen

®Niekiedy chcemy wybrac tylko niektére sposrdd
elementdw zbioru i nadac im okreslony porzadek.

BUogdblniamy opisang poprzednio funkcje P(n)
reprezentujgca liczbe permutacji, aby otrzymac
dwuargumentowa funkcje P(n,m), ktéra
definiujemy jako ilos¢ mozliwych sposobdéw
wybrania m elementow z n-elementowego
zbioru, przy czym istotna role odgrywa kolejnosc
wybierania elementow, natomiast niewazne jest
uporzgdkowanie elementéw nie wybranych.

BZatem P(n) = P(n,n).
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Wariacje bez powtdrzen

Przyktiad:

¥ |le istnieje sposobOow utworzenia sekwencji m liter ze zbioru
n liter, jezeli zadna litera nie moze wystepowac wiecej niz
raz?

® Na sam poczatek mozemy zauwazy¢ warunek, by zadanie
miato sens: n = m

B Pierwszg litere mozemy wybrac na n sposobdow (wybieramy
ze zbioru n-elementowego), druga na n-1 sposobdéw (gdyz
nie mozemy wybrac tej samej litery co poprzednio), trzecia
na n-2 sposoby...

B Ostatnig na n-(m-1) sposobdw.

Twierdzenie: P(h,m)=n ¢ (n-1) ¢ ... * n-(m-1) dlawszystkichm<n
n!

Twierdzenie: P(n,m) = dla wszystkich m< n

(n-m)!
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Kombinacje

BEKombinacja to kazdy podzbior zbioru
skonhczonego. Kombinacjg m-elementowa
zbioru n-elementowego A nazywa sie kazdy
m-elementowy podzbior zbioru A (0=m=n).
Uzywa sie tez terminu "kombinacja z n

elementéw po m elementow" lub wrecz
"kombinacja z n po m"

WTaka funkcje zapisujemy jako:

]
(m — P(n,m) — n!

P(m) (n-m)! e m!
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Wyznaczanie liczby kombinacji

Podstawa: (5) =1 dla dowolnego n>1.

Oznacza to ze sstiueje tylko jeden sposob wybrania zero elementow ze zbioru
n-elementowego — wybranie niczego.

Takze (11;) =1, pontewaz jedynym sposobem wybrania n-elementow ze zbioru
n-elementowego jest wybranie ich wszystkich.

. - ny_ ¢n-1 n-1
Indukcja: ]e:ah .O.{ m{ n, to ( m) —,( o )+ ( m-1) |
Oznacza to, ze jezeli chcemy wybrac m elementow ze zbioru n-

elementowego, mozemy albo:

¥ nie wybrac plerwszego elementu, po czym “Tb]fiié m elementow z pozostalych n-1
i} P . Lqr P o, - -
elementow. Taka liczbe mozliwosct wyraza ( " )

B wybrac pierwszy element, po czym wybrac m-1 elementow z pozostalych n-1

elementow. Taka liczbe mozliwosci wyraza (“'11 .
* 1mn-
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Tréojkat Pascala

WRekurencje przy obliczaniu liczby kombinacji czesto ilustruje
sie przy pomocy trojkata Pascala.

(.',11) = (m+1) liczba w (n+1) wierszu
podstawa 1
1 1
ndukcja 1 y) 1

1 4 64\1>
(34)=ay@x2y

=6
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Interesujace wiasnosci funkeji (m)

¥To réwniez sg wspotczynniki rozktadu dwuwyrazowego
wielomianu (dwumianu) (x+y)"

.Zm=nO (:1) = 2n

B\Wykres funkcji (m) dla statej duzej wartosci n:
g
i
() £
2" Nmni?
1 0 2 ]

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 51 17.11.2010




taczenie regut kombinatorycznych

®Typowy problem kombinatoryczny wymaga
taczenia przedstawionych regut
(cegietek) w bardziej skomplikowane
struktury.

BTechniki ktérych uzywamy to:
»prowadzenie obliczen jako sekwencji wyborow;

»prowadzenie obliczen jako réznicy innych
obliczen (np. wszystkich wyboréw -
nieprawidtowych wyborow );

»prowadzenie obliczen jako sumy rozwigzan dla
podprzypadkow ktore sg wzajemnie roztgczne.
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