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Wzorce i automaty

BProblematyka wzorcéw stanowi bardzo rozwinietg
dziedzine wiedzy. Nosi ona nazwe teorii automatow
lub teorii jezykéw, a jej podstawowe definicje i
techniki stanowig istotng czes¢ informatyki.

®Poznamy trzy rbwnowazne opisy wzorcow:

»oparty na teorii graféw, polegac¢ bedzie na wykorzystaniu
Sciezek w grafie szczegdlnego rodzaju ktéry nazwiemy
automatem.

» 0 charakterze algebraicznym, wykorzystujgcy notacje
wyrazen regularnych.

»oparty o wykorzystanie definicji rekurencyjnych, nazwany
gramatyka bezkontekstowg.
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Wzorzec

B Wzorzec to zbiér obiektéw o pewnej rozpoznawalnej
wiasciwosci.

¥ Jednym z typow wzorcow jest zbior ciggow znakow, taki jak
zbior poprawnych identyfikatoréw jezyka C, z ktorych kazdy
stanowi cigg znakowy, sktadajacy sie z liter, cyfr i znakéw
podkreslenia oraz rozpoczyna sie od litery lub znaku
podkreslenia.

¥ Inny przyktad to zbior tablic zer i jedynek o danym rozmiarze,
ktore czytnik znakow moze interpretowac jako reprezentacje
tego samego symbolu. Ponizej trzy tablice ktére mozna
interpretowac jako litere A.

B Zbior wszystkich takich tablic stanowitby wzorzec o nazwie , A”.

0001000 0000000 0001000
0011100 0010000 0010100
0010100 0011000 0110100
0110110 0101000 0111110
0111110 0111000 1100011
1100011 1001100 1000001
1000001 1000100 0000000
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Maszyny standéw i automaty

B Programy stuzace do wyszukiwania
wzorcow czesto charakteryzujg sie
szczegolng strukturg. W kodzie mozna
identyfikowac okreslone pozycje, w ktérych
mozna wyrozni¢ pewne charakterystyczne
elementy zwigzane z postepem dziatania
programu w zakresie osiggniecia stawianego

mu celu, jakim jest znalezienie wystgpienia
wzorca.

B Takie pozycje okresla sie mianem stanow
(ang. states). Ogdélne zachowanie programu
mozna postrzegac jako przechodzenie od
jednego stanu do drugiego w miare
odczytywania danych wejsciowych.
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Przykiad

Przyktad:

B Prosty program w jezyku C, sprawdzajgcy cigg znakéw w
celu okreslenia czy zawiera on wszystkie piec
samogtosek w kolejnosci alfabetycznej. Rozpoczynajgc
analize od poczatku ciggu znakdéw, program najpierw
wyszukuje znak a.

® Mozna powiedziel ze pozostaje w stanie 0 do czasu, az
znajdzie wystgpienie a, a wéwczas przechodzi do stanu
1. W stanie 1, szuka wystgpienia znaku e, a kiedy je
znajdzie, przechodzi do stanu 2... Stan i mozna
interpretowac jako sytuacje, w ktérej program napotkat
juz po kolei i pierwszych samogtosek, gdzie i=0,1, ..., 5.

B Owe szesc¢ standw stanowi catos¢ wymaganych przez
program informacji podczas przeglgdania ciggu
wejsciowego od lewej do prawej strony.
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Automat rozpoznajacy ciagi liter

O Stany programu sa reprezentowane za pomoca grafu
skierowanego, ktérego krawedzie etykietuje sie zbiorami
znakéw. Krawedzie takie nazywa sie przejsciami (ang.
transition).

O Niektére wierzchotki sg zaznaczone jako stany koncowe
(ang. accepting states). Osiggnigcie takiego stanu oznacza
znalezienie poszukiwanego wzorca i jego akceptacje.

O Jeden z wierzchotkéw jest zawsze okreslany jako stan
poczatkowy (ang. start state) - stan w ktorym nastepuje
rozpoczecie procesu rozpoznawania wzorca. Wierzchote
taki oznacza sie przez umieszczenie prowadzgcej do niego
strzatki ktora nie pochodzi od innego wierzchotka. Graf
posiadajgcy opisywang posta¢ nosi nazwe automatu
skonczonego (ang. finite automaton) lub po prostu
automatu.

A-a A-e A-1i A-o A-u

staae 6.66
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Filtr odbijajacy

Automat pobiera cigg zer i jedynek.

Celem jego jest ,wygtadzenie”
ciggu przez traktowanie
pojedynczego symbolu 0, ktdry jest
otoczony dwoma symbolami 1 jako
»,SZumu” i zastgpienie go symbolem
1

® W podobny sposdb jest traktowany
symbol 1 gdy jest otoczony dwoma
symbolami 0 - zastepujemy go
symbolem O.

W Stanem poczatkowym jest a.
Stanami kohcowymi
(akceptujacymi) sg c i d.

E. ricnter-was / 22.01.2013




Automaty a ich programamy

B Automaty stanowia abstrakcje. Podejmujg
decyzje o akceptacji lub odrzuceniu danego ciggu
znakoéw wejsciowych przez sprawdzenie, czy
istnieje sciezka od stanu poczatkowego do
pewnego stanu kohcowego, ktérej krawedzie
bedg zaetykietowane wartosciami ciggu.

B Dziatanie filtru mozna interpretowac jako fakt ze
automat odrzuca podciggi: 0,01,010,0101,
natomiast akceptuje podciggi 01011, 010110,
0101101.

¥ Dziatanie automatu rozpoznajgcego litery jest
takie ze akceptuje ciggi znakdw, takich jak
,abstemiou”, ale odrzuca cigg , abstemious”,
poniewaz nie da sie przejs¢ nigdzie ze stanu 5 w
przypadku kohcowego znaku s.
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Automaty a ich programy

B Programy tworzone dla automatow moga
podejmowac decyzje o akceptacji lub
odrzuceniu na rézne sposoby.

B Przyktadowo program akceptujgcy ciggi znakow i
wykorzystujgcy automat ze slajdu 6. powinien

zaakceptowadc zarowno stowo ,,abstemious” jak i
,abstemiou”.

¥ W momencie przetworzenia litery u program
wypisywatby cate stowo bez dalszego badania go.

® Program wykorzystujgcy automat ze slajdu 8.
powinien interpretowac kazdy stan akceptacji
jako akcje polegajgca na wypisaniu znaku 1, zas
kazdy stan odrzucenia jako akcje polegajgcg na
wypisaniu znaku 0.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne

® Jedna z podstawowych operacji wykonywanych za pomocg
automatu jest pobranie ciggu symboli a,,a,, ..., a, i przejscie od

stanu poczatkowego sciezky, ktorej krawedzie posiadajg etykiety
zawierajgce te symbole po kolei.

® Tzn.dlai =1, 2, ..., ksymbol a, nalezy do zbioru S;, ktéry
etykietuje i-ta krawedz’ sciezki.

B Konstruowanie takiej sciezki oraz sekwencji jej kolejnych stanéw

okresla sie mianem symulacji (ang. simulation) automatu dla
ciggu wejsciowego a,,a,, -, a,.

®m O takiej sciezce mowi sie ze posiada etykiete a,,a,, ..., a, .

Symulacja dziatania automatu ze str. 6 dla stowa ‘' adept .
N\-a - i Cigg nie zostaje
star zaakceptowany
w D 4D @ 2O
ejSCIe a e P t
Stan: 0) 1 1 2 2 2
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Automaty deterministyczne

¥ Automaty ktore dotychczas omowiliSmy posiadajg
pewng istotng wtasnosc.

¥ Dla kazdego stanu s oraz dowolnego znaku
wejsciowego X istnieje co najwyzej jedno przejscie
ze stanu s, ktérego etykieta zawiera znak x.

¥ O tego rodzaju automatach mowimy ze sg
deterministyczne (ang. deterministic).

® Symulacja automatu deterministycznego dla
danej sekwencji wejsciowej jest bardzo prosta. W
kazdym stanie s dla kolejnego znaku wejsciowego
X nalezy rozpatrzyc kazdg etykiete przejsc ze
stanu s. Jezeli uda sie znalezc przejscie, ktérego
etykieta zawiera znak x, to przejscie to okresla
wiasciwy stan nastepny. Jezell zadna nie zawiera
znaku X, to automat ,,zamiera” i nie moze
przetwarzac dalszych znakdéw wejsciowych.
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Automaty niedeterministyczne

¥ Automaty niedeterministyczne (ang. nondeterministic)
mogq (ale nie musza) posiadac¢ dwa (lub wiecej) przejscia z
danego stanu zawierajgce ten sam symbol.

® Warto zauwazy¢, ze automat deterministyczny jest
rownoczesnie automatem niedeterministycznym, ktory nie
posiada wielu przejsc dla jednego symbolu.

B Automaty niedeterministyczne nie mogg byc¢ bezposrednio
implementowane za pomocg programow, ale stanowig
przydatne pojecie abstrakcyjne.

W momencie podjecia préby symulacji automatu
niedeterministycznego w przypadku ciggu wejsciowego
sktadajgcego sie ze znakdw a,,a,, ..., a, moze okazac sie,
ze ten sam cigg etykietuje wiele sciezek. Wygodnie jest
przyjac, ze automat niedeterministyczny akceptuje taki
cigg wejsciowy, jezeli co najmniej jedna z etykietowanych
Sciezek prowadzi do stanu akceptujgcego.

niedeterminizm = ,,zgadywanie’’
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Rownowaznoscé automatow

EMowimy, ze automat A jest rownowazny (ang. equivalent)
automatowi B, jezeli akceptujg ten sam zbidr ciggow
wejsciowych.

Innymi stowy, jezeli a,a,...a, jest dowolnym ciggiem symboli, to
spetnione s dwa nastepujgce warunki:

®jezeli istnieje Sciezka zaetykietowana jako a,a,...a, wiodaca od
stanu poczgtkowego automatu A do pewnego stanu
akceptujgcego automatu A, to istnieje rowniez sciezka
zaetykietowana a,a,...a, wiodgca od stanu poczatkowego
automatu B do stanu kohcowego tego automatu.

mjezeli istnieje Sciezka zaetykietowana jako a,a,...a, wiodaca od
stanu poczatkowego automatu B do pewnego stanu
akceptujgcego automatu B, to istnieje réwniez sciezka
zaetykietowana a,a,...a, wiodgca od stanu poczatkowego
automatu A do stanu kohcowego tego automatu.
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Konstrukcja automatu niedeterministycznego

B Podstawa:
" Jezeli stanem poczgtkowym automatu
niedeterministycznego N jest s,, to stanem
poczatkowym automatu deterministycznego D jest {s,},

czyli zbior zawierajgcy tylko element s,,.

B Indukcja:

= Zatdézmy, ze ustalono, iz S, zbiér stanéw automatu N,
jest stanem automatu D.

= Rozpatrujemy po kolei kazdy mozliwy znak wejsciowy X.
Dla danego x okreslamy, ze T jest zbiorem standow t
automatu N, takich, ze dla pewnego stanu s nalezacego
do zbioru S istnieje przejscie z s do t etykieta
zawierajgcg znak X.

= Wdéwczas zbidr T jest stanem automatu D i istnigje
przejscie z S do T wzgledem znaku wejsciowego X.
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Konstrukcja automatu deterministycznego D

Niedeterministyczny
automat rozpoznajacy
ciag znakow konczacy
sie sekwencja " man “,

Rozpoczynamy od zbioru {0},
ktory jest stanem poczatkowym automatu D.

Stan {0} i jego przejscia

Dla dowolnej litery oprécz m ze stanu 0
nastepuje przejscie do stanu 0, w przypadku
m nastepuje przejscie do stanu 0 lub 1.
Automat D potrzebuje stanu {0}, ktory juz
posiada oraz stanu {0,1} ktéry nalezy dodac.
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Automat deterministyczny D

Konstrukcje automatu mozna uzna¢ za skohczong. Przejscia ze stanu
{0,3} nie prowadza do zadnego stanu automatu D ktérego jeszcze nie
sprawdzilismy.

Stan {0} oznacza ze odczytany cigg nie kohczy sie zadnym
przedrostkiem wyrazu man, stan {0,1} ze konczy sie sekwencjg m,
stan {0,2} ze konhczy sie sekwencjg ma, stan {0,3} ze konhczy sie
sekwencja man.



Minimalizacja automatéow

¥ Jednym z zagadnien dotyczacych automatow jest
kwestia okreslenia minimalnej liczby stanow
wymaganych do wykonania danego zadania.

¥ Posiadajgc pewien automat mozemy zadac pytanie
czy istnieje rownowazny automat posiadajacy
mniejszg liczbe stanow, a jesli tak, jaka jest
najmniejsza liczba stanéw dowolnego automatu
rownowaznego.

B Dla automatow deterministycznych zawsze
istnieje pewien unikatowy automat
deterministyczny o minimalnej liczbie standw,
rownowazny z danym automatem.

¥ Dowodzimy przez pokazanie ze nie ma stanow
nierbwnowaznych.

® Nie istnieje podobna teoria w sytuacji automatow
niedeterministycznych.
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Wyrazenia regularne

¥ Wyrazenia regularne (ang. regular
expressions) stanowig algebraiczny
sposoOb definiowania wzorcow.

¥ Wyrazenia regularne stanowig analogie
do algebry wyrazen arytmetycznych oraz
do algebry relacyjne,;.

W Zbidor wzorcéw ktore mozna wyrazic w
ramach algebry wyrazen regularnych
odpowiada doktadnie zbiorowi wzorcow,
ktore mozna opisac za pomocg
automatow.
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Operandy wyrazen regularnych

®Wyrazenia regularne posiadajg pewne rodzaje
operandéw niepodzielnych (ang. atomic operands).
Ponizej lista:

»Znak

»Symbol ¢

»Symbol O

»Zmienna ktéra moze byc dowolnym wzorcem

zdefiniowanym za pomocg wyrazenia regularnego.

BWartos¢ wyrazenia regularnego jest
wzorcem sktadajgcym sie ze zbioru ciggéw
znakoéw, ktory czesto okresla sie mianem jezyka
(ang. language).
¥jezyk okreslony przez wyrazenia regularne E
oznaczony bedzie jako L(E) lub okreslany jako
jezyk wyrazenia E.
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Operatory wyrazen regularnych

B Suma:

¥ Symbol sumy (ang. union) oznacza sie za pomocg symbolu | .
Jezeli Ri S s dwoma wyrazeniami regularnymi, toR | S

oznacza sume jezykow okreslanych przez Ri S. To znaczy L(R|
S) = L(R) O L(S).

B L(R)i L(S) sa zbiorami ciagow znakowych, notacja
sumowania jest uzasadniona.

B Ziozenie:

W Operator ztozenia (ang. concatenation) nie jest
reprezentowany przez zaden odrebny symbol.

W Jezeli Ri S sgq wyrazeniami regularnymi to RS oznacza ich
ztozenie. L(RS), czyli jezyk okreslony przez RS, jest tworzony z
jezykéw L(R) i L(S}lw sposéb nastepujgcy:

¥ Dla kazdego ciggu znakowego r nalezgcego do L(R) oraz kazdego
ciggu zna_kowegfo_s nalezgcego do L(Sa), clgg rs, czyli ztozenie
ciggow ri s, nalezy do L(RS).

® Ztozenie dwoch list takich jak ciagi znakow, jest
wykonywane przez pobranie po kolei elementow
pierwszej z nich i uzupetnienie ich po kolei elementami
drugiej listy.
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Operatory wyrazen regularnych

B Domkniecie:

" QOperator domkniecia (ang. closure), jest to operator
jednoargumentowy przyrostkowy. Domkniecie oznacza sie za
pomocg symbolu *, tzn. R* oznacza domkniecie wyrazenia
regularnego R. Operator domkniecia ma najwyzszy priorytet.

= Efekt dziatania operatora domkniecia mozna zdefiniowad jako
»okreslenie wystepowania zera lub wiekszej liczby wystgpien ciggéw
znakow w R”.

® Oznacza to ze L(R*) sktada sie z:

Ciggu pustego g, ktdry mozna interpretowac jako brak wystgpieh ciggdéw
znakoéw w L?R).

Wszystkich ciggdw znakow jezyka L(R). Reprezentujg one jedno
wystgpienie ciggéw znakdéw w L(R).

Wszystkich ciggow znakow jezyka L(RR), czyli ztozenia jezyka L(R) z
samym sobg. Reprezentujg one dwa wystgpienia ciggdw znakoéw z L(R).
Wszystkich ciggdw znakdéw jezyka L(RRR), L(RRRR) i tak dalej, ktére
reprezentujg trzy, cztery i wiecej wystgpien ciggéow znakow z L(R).

" Nieformalnie mozna napisa: R*=e | R| RR| RRR | ...
Wyrazenie po prawej stronie to nie jest wyrazeniem
regularnym poniewaz zawiera nieskonczona liczbe wystapien
operatora sum?(. Wszystkie wyrazenia regularne sg tworzone
ze skonczonej liczby wystapien operatorow.

E. Richter-Was 21 22.01.2013




Kolejnos¢ operatordéw wyrazen regularnych

M|stnieje okresSlona kolejnos¢ wykonywania
trzech dziatah wyrazen regularnych: sumy,
ztozenia oraz domkniecia. Kolejnosc ta jest
nastepujgca:

®Domkniecie (najwyzszy priorytet)

WZtozenie

®Suma (najnizszy priorytet)
BPrzyktad:

albcxd = (a]|](b(c*))d)
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Od wyrazen regularnych do automatdéw

B |sthieje sposob na zamiane dowolnego
wyrazenia regularnego na automat
niedeterministyczny, a nastepnie przez uzycie
konstrukcji podzbiorow - zamiany takiego
automatu na automat deterministyczny.

¥ |stnieje takze mozliwos¢ zamiany dowolnego
automatu na wyrazenie regularne, ktérego
jezyk doktadnie odpowiada zbiorowi ciggéw
znakoéw akceptowanych przez automat. Stad
automaty | wyrazenia regularne dajg te same
mozliwosci opisywania jezykow.
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Automaty z epsilon przejsciami

O Nalezy rozszerzy¢ notacje uzywang w przypadku
automatéw w celu umozliwienia opisu krawedzi
posiadajacych etykiete . Takie automaty wcigz
akceptujg cigg znakdéw s wtedy i tylko wtedy, gdy sciezka
zaetykietowana ciggiem s wiedzie od stanu poczgtkowego
do stanu akceptujgcego. Symbol g, cigg pusty, jest
yniewidoczny” w ciggach znakdéw, stagd w czasie
konstruowania etykiety danej sciezki w efekcie usuwa sie
wszystkie symbole € i uzywa tylko rzeczywistych znakow.

Automat z e-przejsciami dla wyrazenia a | bc*
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Od wyrazen reguilarnychn co automactow z epsiion
przejsciami

®Wyrazenie regularne zamienia sie na automat przy
uzyciu algorytmu opracowanego na podstawie
indukcji zupetnej wzgledem liczby wystgpien
operatorow w wyrazeniu regularnym.

BTwierdzenie S(n):

Jezeli R jest wyrazeniem regularnym o n wystgpieniach
operatorow i braku zmiennych jako operatorow
niepodzielnych, to istnieje automat A z e-przejsciami, ktoéry
akceptuje ciggi znakdéw nalezgce do jezyka L(R) i zadne inne.

Ponadto automat A:
W posiada tylko jeden stan akceptujgcy,
¥ nie posiada krawedzi wiodacych do jego stanu poczatkowego,

¥ nie posiada krawedzi wychodzgcych z jego stanu
akceptujgcego.
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Podstawa

¥jezeli n=0, to R musi by¢ operandem niepodzielnym, ktérym
jest O, € lub x dla pewnego symbolu x.

BDla owych trzech przypadkéw mozna zaprojektowac 2-
stanowy automat, spetniajgcy wymagania twierdzenia S(0).

start
__’Q O Automat dla [

start
:O X 'O Automat dla x

BAutomaty dla przypadkow bazowych. Kazdy spetnia
warunki 1, 2, 3 (patrz poprzednia strona).
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Indulkcja

WZaktadamy teraz, ze S(i) jest prawdziwe dla wszystkich
i< n.

®To znaczy, ze dla kazdego wyrazenia regularnego R o
maksymalnie n wystgpieniach istnieje automat
spetniajgcy warunek hipotezy indukcyjnej | akceptujacy
wszystkie ciggi znakéw jezyka L(R) i zadnych innych.
BZajmiemy sie tylko najbardziej zewnetrznym
operatorem w R, co oznacza, ze wyrazenie R moze miec
tylko forme

R1 | R2, R1 R2, R1*

w zaleznosci od tego czy ostatni uzyty operator byt
operatorem sumy, ztozenia lub domkniecia.

B\Wyrazenie R1, R2 nie mogg posiadac wiecej niz n
operatorow.
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Przypadek 1: R = R1 | R2

O Przechodzimy krawedzig zaetykietowang
symbolem & do stanu poczatkowego automatu dla
R1 [lub automatu dla R2.

O Nastepnie przechodzimy do stanu akceptujgcego
tego automatu, a p6zniej przejsciem € do stanu
akceptujgcego automatu R.
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Przypadek 2: R = R1 R2

O Automat posiada jako swoj stan poczatkowy stan
poczatkowy automatu dla wyrazenia R1, a {ako
swoj stan akceptujgcy - stan akceptujacy dla
wyrazenia R2.

O Dodajemy takze € - przejscie ze stanu
akceptujgcego automatu dla wyrazenia R1 do
stanu poczatkowego automatu dla wyrazenia R2.

O Stan akceptujgcy pierwszego automatu przestaje
byC stanem akceptujgcym, a stan poczatkowy
drugle%o automatu przestaje bycC stanem
poczgtkowym w skonstruowanym automacie.

start @ €
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Przypadel 3: R = R1*

O Do automatu dla wyrazenia R1 dodajemy nowy stan poczgtkowy i
akceptujacy.

O Stan poczatkowy posiada € przejscie do stanu akceptujgcego (a
wiec akceptowany jest cigg €) oraz do stanu poczatkowego
automatu dla wyrazenia R1.

O Stan akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 otrzymuje €-
przejscie z powrotem do swojego stanu poczgtkowego oraz do
stanu akceptujgcego automatu dla wyrazenia R.

O Stan poczatkowy i akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 nie sg
stanami poczgtkowym i akceptujgcym konstruowanego automatu.
Etyl|<||e_t(;ﬁ§C|ezek odpowiadajg ciggom nalezacym do jezyka L(R1%*)
czyli

start
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Eliminacja epsilon-przejsc

O Jezeli stanem biezgcym jest dowolny stan s automatu z €-
przejsciami, oznacza to ze jednoczesnie stanem biezgcym
jest dowolny stan, do ktérego mozna sie dostaC zs w
wyniku przejscia sciezki zawierajgcej krawedzie
zaetykietowane symbolem €.

O Wynika to z faktu, ze bez wzgledu na to, jaki cigg etykietuje
wybrang sciezke prowadzgca do s, ten sam cigg bedzie
takze stanowit etykiete Sciezki rozszerzonej o g-przejscia.

Automat z €-przejsciami dla wyrazenia a | bc*
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Eliminacja epsilon-przejsé

E. Richter-Was

32

Automat
skonstruowany na
podstawie eliminacji € -
przejsc.

Automat akceptuje
wszystkie ciagi jezyka L
(a | bc*).
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Od automatéw do wyrazen regularnych.

Dla kazdego automatu istnieje A wyrazenie reEuIarne ktorego

jezyk doktadnie odpowiada zbiorowi ciggu znakow akceptowanych
przez automat A.

Konstrukcja polega na eliminacji standw automatow. Etykiety
krawedzi, ktore sg zbiorami znakow, zastepuje sie bardziej
skomplikowanymi wyrazeniami regularnyml

Jezeli dla pewnej krawedzi istnieje etykieta {x1,x2,...xn},
zastepuje sie jg wyrazeniem regularnym x1 | x2 | ... | xn, ktore
reprezentuje ten sam zbiér symboli.

Etykiete sciezki mozna postrzegac jako ztozenie wyrazen
regularnych opisujacych krawedzie tej sciezki, lub jako jezyk
zdefiniowany przez ztozenie tych wyrazen.

Przykiad:

" Woyrazenia regularne etykietujgce krawedzietoa | b i a| b | c. Zbior
znakéw etykietujgcych te sciezke sktada sie z tych, ktore wystelg)um w
jezyku zdefiniowanym przez wyrazenia regularne: (a| b)(a | b | c)
czyli {aa, ab, ac, ba, bb, bcil

Sciezka z wyrazeniami regularnymi
an aJ blC jako etyl_(ie,tami. Etykieta Sciezki nalezy
@—— ——@ - === do wyrazen regularnych utworzonych
w wyniku ztozen.
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Konstrukcja eliminacji standéw.

¥ Kluczowym etapem konwersji z postaci automatu na
wyrazenie regularne jest eliminacja stanéw. Chcemy
wyeliminowac stan u, ale chcemy zachowac etykiety
krawedzi wystepujgce w postaci wyrazen regularnych, tak
aby zbidr etykiet sSciezek miedzy dowolnymi pozostatymi
stanami nie ulegt zmianie.

B Poprzedniki stanu u to s;, S,y =ssss , S, zas nastepniki stanu u
tot, t,, ...... , . (moga tez istniel stany wspdlne).

Zbior ciggow znakow etykietujgcych sciezki
wiodgce z wierzchotkéw s, do wierzchotka u,
wigcznie z sciezkami biegngcymi kilkakrotnie
wokot petli u - u, oraz z wierzchotka u do
wierzchotka t;, jest opisany za pomoca

wyrazenia regularnego S; U* T,.

Po eliminacji wierzchotka u nalezy zastgpic
etykiete R, czyli etykiete krawedzi

s, - t; przez etykiete R; | S; U*T,.
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Redukcja filtra odbijajacego

Automat skonczony

filtra odbijajacego.

Stan b, jego poprzedniki oraz

nastepnikai.
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Redukcja filtra odbijajacego

Automat skonczony
filtra odbijajacego.

Automat skonczony
1 filtra odbijajacego

po Wye]iminnwaniu

start stanu b.

0\10
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Redukcja zupetna automatu

® W celu otrzymania wyrazenia regularnego
okreslajgcego wszystkie ciggi znakow
akceptowane przez automat A i zadne inne,
nalezy rozpatrzy¢ po kolei kazdy stan akceptujgcy
t automatu A.

®m Kazdy cigg znakdw akceptowany przez automat A
jest akceptowany dlatego, ze etykietuje on
Sciezke wiodgca ze stanu poczatkowego s do
pewnego stanu akceptujgcego t.

start  #7 3

) ) Automat posiadajacy jedynie stan
Automat zredukowany do dwoch stanow.

7 . . ST T - pocz qtkovr}r,
Wyrazenie regularne: S¥U(T | VS*U)*

Wyrazenie regularne: S*
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Gramatyki bezkontekstowe

Wyrazenia arytmetyczne mozna w naturalny sposéb zdefiniowacd
rekurencyjnie.
Wezmy pod uwage wyrazenia arytmetyczne zawierajgce:
(a) Cztery operatory dwuargumentowe +, -, *, /
(b) Nawiasy stuzgce do grupowania podwyrazen
(c) Operandy ktére sg liczbami
Tradycyjna definicja takich wyrazenh stanowi indukcje:

Podstawa:
Liczba jest wyrazeniem.

Indukcja:
Jezeli E oznacza dowolne wyrazenie, to wyrazeniami sg takze
wszystkie z ponizszych elementow:
(1) (E). Oznacza to ze wyrazenie mozna umiesci¢ w nawiasach
W wyniku czego otrzymuje sie nowe wyrazenie.
(2) E + E. Oznacza to ze dwa wyrazenia potgczone znakiem
plus stanowig wyrazenie.
(3) E-E.
(4) E*E.
(5) E/E.

01.2013




Gramatyka sktada sie z jednej lub wiekszej liczby produkgcji
(ang. productions).
Kazda produkcja sktada sie z trzech czesci:
(1) Czesci nagtowkowej (ang. head), ktéra jest kategorig syntaktyczna
umieszczong po lewej stronie strzatki
(2) Metasymbolu (np. strzatki)
(3) Czesci zasadniczej (ang. body)

<Cyfra> —» 0[1]2[3|4]5|6]7|8]9

<Liczba> - <Cyfra> Gramatyka wyrazer
<Liczba> - <Liczba> <Cyfra> w ktdrej liczby
<Wyrazenie> - <Liczba> zdefiniowano przy

.. .. pomocy konstrukcji
<Wyrazenie> — ( < Wyrazenie> ) gramatycznych.
<Wyrazenie> - <Wyrazenie> + <Wyrazenie>

<Wpyrazenie> - <Wyrazenie> - <Wyrazenie>
<Wyrazenie> - <Wyrazenie> * <Wyrazenie>
<Wyrazenie> - <Wyrazenie> / <Wyrazenie>
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Produlkcja

Jednym z metodycznych sposobdw
zaimplementowania takie]

definicji jest wykonanie sekwencyjnego
przebiegu przez produkcje gramatyki.

W kazdym przebiegu nastepuje uaktualnienie
jezyka kazdej kategorii syntaktycznej przy

uzyciu reguty indukcyjnej na wszystkie mozliwe
sposoby, tzn. dla kazdego X bedgcego kategoria
syntaktyczng wybieramy ciggi znakéw

ze zbioru L(<X,>) na wszystkie mozliwe sposoby.
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Produkcja

Nowe ciagi znakéow

Uproszczona - dodawane w pierwszych
gramatyka instrukcji trzech przebiegach
<I> - wc<I> I L
<I> - {<L>} Przebieg 1. S ; €
<I> > s;
Przebieg 2. WCS ; S ;

<L> - <L><I> 0
<L> > €

N Przebieg 3. wcwcs; Wwcs;
Jezyk definiowany przez
gramatyke moze by¢ ws{ } {}
nieskonczony, czyli nie ma {s;} S;S;

mozliwosci wypisania
wszystkich nalezgcych do .
niego znakodw. s; {}

S ; WCS ;
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Produkcje definiujgace czesc instrukcji jezyka C

<Instrukcja> - while (warunek) <Instrukcja>

<Instrukcja> - if (warunek) <Instrukcja>

<Instrukcja> - if (warunek) <Instrukcja> else <Instrukcja>
<Instrukcja> - {<Listalnstr>};

<Instrukcja> - prostalnstr;

<Listalnstr> - &

<Listalnstr> <Listalnstr> <Instrukcja>

Mozna opisywacl gramatycznie strukture przebiegu sterowania wystepujgcag w
jezykach takich jak C. Zatézmy istnienie abstrakcyjnych symboli terminalnych
warunek oraz instrProsta. Pierwszy z nich oznacza wyrazenie warunkowe i mozna
go zastapi¢ kategorig syntaktyczna <Warunek>. Symbol terminalny instrProsta
okresla instrukcje nie zawierajgcq zagniezdzonych struktur sterujgcych, takich
jak instrukcja przypisania, wywotania funkcji, odczytu, zapisu i skoku. Mozna
zastgpi¢ symbol terminalny kategorig syntaktyczng oraz rozszerzajgcymi jg
produkcjami. Jako kategorii syntaktycznej instrukcji jezyka C bedziemy uzywac
kategorii <Instrukcja>.
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Drzewa rozbioru

Mozemy ilustrowac przynaleznosc¢ s do L(<S>) w formie drzewa,
zwanego drzewem rozbioru lub drzewem analizy sktadniowej
(ang. parse tree).

Wierzchotki drzewa rozbioru etykietuje sie albo symbolami
terminalnymi, albo kategoriami syntaktycznymi, albo symbolem «.

Liscie sg etykietowane jedynie symbolami terminalnymi

lub symbolem g, zas wierzchotki wewnetrzne sg etykietowane
jedynie kategoriami syntaktycznymi.

Kazdy wierzchotek wewnetrzny reprezentuje zastosowanie
produkcji.

Tzn. kategoria syntaktyczna etykietujgca wierzchotek stanowi
czesS¢ nagtdwkowgq produkcji. Etykiety potomkow

wierzchotka, od strony lewej do prawej, tworzg

czesC zasadniczg tej produkciji.
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<Cyfra> - 0|1]2]3|4|5|6|7|8]|9 <W?>
<Liczba> - <Cyfra> / | N
<Liczba> - <Liczba> <Cyfra> <W > <W>
<Wyrazenie> — <Liczba> I % /

<Wyrazenie> - ( < Wyrazenie>)

<Wpyrazenie> - <Wyrazenie> + <Wyrazenie>| < ], > ( )
<Wyrazenie> —» <Wyrazenie> - <Wyrazenie> <W?>
<Wyrazenie> » <Wyrazenie> * <Wyrazenie> / I \
<Wyrazenie> - <Wyrazenie>/<Wyrazenie> | - C > W > <W >
o
3 <L > <L>
Drzewo rozbioru dla ciggu znakéw <C> <L> <C~>
3*(2 + 14) | ‘
przy uzyciu gramatyki 5 <C>
zdefiniowanej powyzej. L 4
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Drzewa rozbioru i drzewa wyrazen

Majgc sformutowang gramatyke wyrazeh mozemy drzewa rozbioru
przekonwertowac na drzewa wyrazen, dokonujgc trzech transformacji:

(1) Wierzchotki zwigzane z poszczegdlnymi operandami niepodzielnymi
sq tgczone w jeden wierzchotek zaetykietowany danym operandem

(2) Operatory zostajg przesuniete z lisci do ich wierzchotkow
nadrzednych. To znaczy symbol operatora, taki jak +, staje sie etykietg
wierzchotka umieszczonego nad nim, ktéry wczesniej byt zaetykietowany
kategoria syntaktyczna ,wyrazenia”.

(3) Wierzchotki wewnetrzne, ktérych etykietami wcigz sg ,,wyrazenia”
zostajg usuniete.
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- drzewo rozbioru

/ | AN
<W> <W?>
| *(/‘ )
<L> <W >
/ |\
<C> <\Y> . <V|V>
3 <ﬁ> <L>
/
<C> <L> <C>
| |
2 <C> 4

@/@\
N
0 /i )

/" \
2 (4
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Niejednoznacznosd i projektowanie gramatyk

Rozpatrzmy gramatyke zbilansowanych nawiasow. <7>
Chcemy utworzy¢ drzewo rozbioru dla ciggu znakdéw - £
() () (). Mozna utworzy¢ dwa takie drzewa. <Z> - (<Z>)

<7Z> o <Z><Z>

/<Z>\ /<Z>\
<Z> <7Z> <7> <Z>
SN N N N
<Z> <Z> <Z> <Z> <Z> <7Z>
1IN TN /1IN 7\
( <7> ) ( <7> ) € e <7> ) ( <7> )
€ € E e

Gramatyka w ktorej istniejg dwa lub wiecej drzewa rozbioru o tym samym wyniku
oraz tej samej kategorii syntaktycznej etykietujgcej korzen jest nazywana

gramatyka niejednoznaczna. (ang. ambigous). Wystarczy zeby
istniat cho¢ jeden taki cigg ktory jest niejednoznaczny.




Rozpatrzmy inng gramatyke zbilansowanych nawiasow.
Chcemy utworzy¢ drzewo rozbioru dla ciggu znakow
() () (). Mozna utworzy¢ tylko jedno takie drzewo.

<Z>

E. Richter-Was

/
SRR

(

<Z>

<Z> )

AN
/<Z< \

(

1<Z> > €
<Z> - (KZ>)<Z>

Gramatyka, ktéra nie jest niejednoznaczna nosi
nazwe jednoznacznej (ang. unambigous) .

W przypadku takiej gramatyki dla kazdego
Ciggu s oraz kategorii syntaktycznej <S>
istnieje co najwyzej jedno drzewo rozbioru

z wynikiem s oraz korzeniem zaetykietowanym
przez <S>.

) <Z>

€ £

<Z
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Niejednoznacznos¢ gramatyk wyrazen moze by¢ powaznym problemem.
Niektére drzewa rozbioru mogg dawac zte wartosci dla wyrazen.
Dwa drzewa rozbioru dla wyrazenia: 1-2+3

<W>

/\\
/W\

<W> <L>

<L> <L> <C>

<C> <C> 3

1 2
Poprawne drzewo rozbioru
1-2+3 =2

E. Richter-Was

<W> - <W>
AN
<L> <W> <W>
_|_
<C> <L> <L>
1 <C> <C>
2 3

Niepoprawne drzewo rozbioru
1-2+3=-4
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Niejednoznacznos¢ gramatyk wyrazen moze by¢ powaznym problemem.
Niektére drzewa rozbioru mogg dawac zte wartosci dla wyrazen.
Dwa drzewa rozbioru dla wyrazenia: 1+2*3

<W>

/\\
4NN

<W> 4 <W> <L>

<L> <L> <C>

<C> <C> 3

1 2

Niepoprawne drzewo rozbioru
1+2*3=9

E. RICnter-vvas

/ <W>\
<W> <w>
/ l
<L> <W>
| |
<C> <L> <L>
| |
1 <C> <C>
| |
2 3
Poprawne drzewo rozbioru
1+2*3=7
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Jednoznaczne gramatyki wyrazen

Konstrukcja jednoznacznej gramatyki polega na zdefiniowaniu trzech
kategorii syntaktycznych o nastepujgcym znaczeniu:

<Czynnik> - generuje wyrazenia, ktére nie mogg zostac rozdzielone,
to znaczy czynnik jest albo pojedynczym operandem,

albo dowolnym wyrazeniem

umieszczonym w nawiasie.

< Sktadnik=> - generuje iloczyn lub iloraz czynnikow.
Pojedynczy czynnik jest

sktadnikiem, a wiec stanowi cigg czynnikdw rozdzielonych
operatorami * |ub /.

Przyktadami sktadnikéw sg 12 lub 12/3*45.

<Wyrazenie> - generuje réznice lub sume jednego lub wiekszej liczby
sktadnikow. Pojedynczy sktadnik jest wyrazeniem, a wiec stanowi
sekwencje sktadnikéw rozdzielonych operatorami + lub -.

Przyktadami wyrazeh sg 12, 12/3*45 lub 12+3*45-6.
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Jednoznaczne gramatyki wyrazen

(1) <W> 5 <W> + <S> | <W> - <S> | <S>
(2) <S> - <S> *<Cz>|<S>/<Cz>|<Cz>
(3) <Cz> - (<W>) | <L>

(4) <L > - <L><C> |<C>
(5)<C> 5 0|1]...... | 9

gramatyka jednoznaczna
wyrazen arytmetycznych
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<W>
N
/<\|:V>\ + <S>
<|\'V> i <S> <Cz>
<S> <Cz> <>

Poprawne drzewo rozbioru
! 1-2+3

E. Richter-Was 53

Poprawne drzewo rozbioru
1+2*3

/ <W> \
<W> ‘
<|S>

<|Cz> <Cz>
<|L> <L>
.

1

/ D

<Cz>

<L>

<C>

22.01.2013



Analiza sidtadniowa

Technika zwana schodzeniem rekurencyjnym

(ang. recursive descent), w przypadku ktorej gramatyka jest
zastepowana kolekcjg wzajemnie rekurencyjnych funkcji,

z ktoérych kazda odpowiada jednej kategorii syntaktycznej
gramatyki.

Celem dziatania funkcji S, ktéra odpowiada kategorii
syntaktycznej <S>, jest odczytanie ciggu znakdéw wejsciowych,
ktore tworzg cigg nalezacy do jezyka L(<S>) oraz

zwrocenie wskaznika do korzenia drzewa rozbioru tego ciggu.

Czes¢ zasadniczg produkcji mozna traktowac jako sekwencje
warunkow - symboli terminalnych i kategorii syntaktycznych - ktére
muszg zostac¢ spetnione, aby moc okresli¢ cigg znakédw wystepujacych
w czesci nagtéwkowej

produkcji.
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Tabele analizy sktadniowe)

Alternatywa dla pisania zbioru funkcji rekurencyjnych jest
skonstruowanie tabeli analizy sktadniowej (ang. parsing table),
ktdrej wiersze odpowiadajg kategoriom syntaktycznym, zas kolumny
odpowiadajg mozliwym symbolom antycypowanym.

Wartos¢ umieszczona w polu okreslonym przez wiersz kategorii
syntaktycznej <S> oraz kolumne symbolu antycypowanego X jest
numerem produkcji, ktérej czescig nagtéwkowgq jest <S>, i ktéra musi
zostac¢ wykorzystana w celu rozszerzenia <S> w przypadku, gdy
symbolem antycypowanym jest X.

Przyktad:

Tabela analizy sktadniowej
Gramatyka ( ) | ENDM
1) <Z> - ¢
(2) <Z> - (<Z>)<Z> <Z> 2 1 1
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Gramatyka

Tabela analizy sktadniowej
1) <I> - wece<I>
g; z;z - ifD> wlc| {| Y| s |; |[ENDM
(4) <D> - <I><D> <I> 11 2 3
G) <D> - } <D> | 4 41 5| 4

Posta¢ gramatyki przedstawionej powyzej umozliwia

jej analize sktadniowg za pomocg schodzenia
rekurencyjnego lub za pomocg analizy sktadniowej opartej
na tabeli.

<D> -kategoria syntaktyczna , dokohczenie”.
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Konstruowanie drzewa rozbioru

Opisany algorytm okresla czy dany cigg znakdw nalezy do danej
kategorii syntaktycznej, ale nie tworzy drzewa rozbioru. Istnieje jednak
mozliwos¢ wprowadzenia prostej modyfikacji algorytmu, pozwalajgcej
rowniez na utworzenie drzewa rozbioru, kiedy okaze sie ze cigg
wejsciowy nalezy do kategorii syntaktycznej za pomocg ktorej
zainicjalizowano stos.

Analizator sktadniowy schodzenia rekurencyjnego, tworzy drzewo rozbioru wg.
konwencji wstepujacej (ang. bottom-up), tzn. rozpoczynajac od lisci i tgczac je
w coraz wieksze poddrzewa w miare kolejnych powrotéw z wywotan funkciji.

W przypadku analizatora sktadniowego opartego na tabeli odpowiedniejszym

sposobem jest budowanie drzewa wedtug konwencji zstepujacej (ang. top-down).
Oznacza to rozpoczecie konstrukcji od korzenia i w miare wybierania kolejnych
produkcji, za pomocg ktérych maja byc¢ rozszerzane kategorie syntaktyczne

na szczycie stosu, jednoczesnie tworzy sie potomkdédw pewnego wierzchotka
nalezgcego do konstruowanego drzewa. Potomkowie ci odpowiadajg symbolom
nalezgcym do czesci zasadniczej wybranej produkcji.
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Pelne drzewo rozbioru / \
dla analizy skladniowej
dla ciagu: {wcs;s; } ENDM
/ e
<I>

<D>
/ l N
s >}
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Zarowno gramatyki jak i wyrazenia regularne sg notacjami
stuzagcymi do opisywania jezykow.

=> Dotychczas pokazalismy ze notacja wyrazen regularnych
jest rownowazna z dwiema innymi notacjami - automatami
deterministycznymi oraz niedeterministycznymi.

=> Gramatyki dajg wiekszg mozliwos¢ opisu od notacji wyrazenh
regularnych. Kazdy jezyk mozliwy do opisu przez wyrazenia
regularne mozna tez opisac¢ przy pomocy gramatyk.
Istniejg natomiast jezyki ktore mozna opisac za
pomocg gramatyk, ale nie mozna za pomocg wyrazen
regularnych.
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Twierdzenie:

Dla kazdego wyrazenia regularnego R istnieje gramatyka, taka, ze dla
jednej z nalezgcych do niej kategorii syntaktycznych <S> zachodzi

ZwWigzek
L(<S>) = L(R).

Podstawa:

Przypadek podstawowy to n=0, gdzie wyrazenie regularne R posiada zero
wystgpien operatoréw. Wéwczas R jest albo pojedynczym symbolem, np. X,
albo jest e lub O . Tworzymy nowg kategorie syntaktyczng <S>. Gdy R=x,
tworzymy réwniez produkcje <S> - x. Zatem L(<S>) = {x}, zas L(R) jest tym
samym jezykiem zawierajgcym jeden cigg znakow. Jezeli R jest réwne e,

w podobny sposéb tworzymy produkcje <S> - edla <S>, a jesli R = [, nie
tworzymy dla <S> w ogodle zadnej produkcji. Wéwczas L(<S>) to {¢}, kiedy

R jest g, oraz L(<S>) jest O, kiedy R jest .
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Indukcja:

Zatdézmy, ze hipoteza indukcyjna jest spetniona w przypadku wyrazen
regularnycho n lub mniejszej liczbie wystgpien operatoréw.

Niech R bedzie wyrazeniem regularnym o n+1 wystgpieniach operatoréw.
Istniejg trzy przypadki, w zaleznosci od tego, czy ostatnim operatorem
uzytym do skonstruowania wyrazenia regularnego R jest operator

sumy, ztozenia czy domkniecia.

Zaktadamy, ze mamy gramatyke G1 z kategorig syntaktyczng <S1>

oraz gramatyke G2 z kategorig syntaktyczng <S2>, takie,

ze L(<S1>) = L(R1) oraz L(<S2>) = L(R2).

(1) R =R1| R2. Tworzymy nowg kategorie syntaktyczng <S> oraz do produkcji
dodajemy <S> - <S1> | <S52>. Wowczas L(<S>)=L(R1) 0O L(R2) = L(R).

(2) R = R1 R2. Tworzymy nowq kategorie syntaktyczng <S> oraz do produkg;ji
dodajemy <S> - <S1> <S2>. Wéwczas L(<S>)=L(R1)OL(R2) = L(R).

(3) R = R1* Tworzymy nowg kategorie syntaktyczng <S> oraz do produkcji

dodajemy <S> - <S1> <S> | e. Woéwczas L(<S>)=L(<S1>)*, poniewaz <S>
generuje ciggi znakdw zawierajgce zero lub wiecej kategorii <S1>.
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G ruka d I I .

b-C-*

1. Tworzymy kategorie syntaktyczne dla trzech symboli, ktére
pojawiajg sie
w tym wyrazeniu:
<A>- a <B>-5Db <C>5c¢

2. Tworzymy gramatyke dlac*: <D> - <C><D>|¢
Wodwczas L(<D>) = L(<C>))* = c*

3. Tworzymy gramatyke dla bc*: <E> - <B><D >

4. Tworzymy gramatyke dla catego wyrazenia regularnego a | bc*:

<F>_.<A>|<E>

<F> - <A>|<E>
<E> - <B><D>
koncowa postac¢ gramatyki <D> - <C><D>|g
<A> 5 a

<B>->b
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Jezyk posiadajacy gramatyke ale nie posiadajacy
T |

Jezyk E bedzie zbiorem znakdéw sktadajgcych sie z jednego lub wiekszej
liczby symboli 0, po ktérych wystepuje ta sama liczba symboli 1, to znaczy:

E={01, 0011, 000111, ....}

W celu opisania ciggéw znakdw jezyka E mozna uzy¢ przydatnej notacji
opartej na wyktadnikach. Niech s, gdzie s jest ciggiem znakdw, zas n liczba

catkowitg, oznacza ss....s (n razy), to znaczy s ztozone ze sobg n razy.
Wdéwczas:

E = {01}, 0212, 0313, ....} IlubE={0"1"|n=>1}

| — _ <S>.5,0<S>1
Jezyk E mozna zapisaC za pomocg gramatyki: <S>_.,01

Poniewaz nie istniejg zadne inne ciggi znakéw mozliwe do
utworzenia na podstawie tych dwéch produkcji, E = L(<S>).
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Gramatyka jest prawostronnie liniowa, jezeli kazda produkcja ma
postac: A -~ wBIlub A - w.

Gramatyka jest lewostronnie liniowa, jezeli kazda produkcja ma
postac¢: A -~ Bw lub A - w.

Gramatyka ktdra jest lewostronnie liniowa, lub prawostronnie liniowa
to gramatyka regularna.

Gramatyka nieograniczona to taka, ktéra dopuszcza produkcje o
postaci a - B, gdzie a, B sg dowolnymi tanhcuchami symboli te;
gramatyki, przy czym a # (.

Gramatyka kontekstowa to taka gramatyka nieograniczona, dla ktorej
B jest co najmniej tak dtugie jak a.
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Posumowanie

0 Gramatyka bezkontekstowa wykorzystuje model
funkcji rekurencyjnych.

[ Jednym z waznych zastosowah gramatyk sg
specyfikacje jezykdw programowania. Gramatyki
stanowig zwieztg notacje opisu ich sktadni.

[l Drzewa analizy sktadniowej (drzewa rozbioru)
stanowig forme reprezentacji, ktora przedstawia
strukture ciggu znakdow zgodng z dang gramatyka.
[J Niejednoznacznosc¢ - to problem, ktory pojawia
sie w sytuacji gdy cigg znakdéw posiada dwa lub
wiecej odrebnych drzew analizy sktadniowej, przez
COo nie posiada unikatowej struktury zgodnie z dang
gramatyka
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Posumowanie

LI Metoda zamiany gramatyki na analizator
sktadniowy to algorytm pozwalajgcy stwierdzié, czy
dany cigg znakéw nalezy do pewnego jezyka.

[0 Gramatyki posiadajg wieksze mozliwosci w
zakresie opisu jezykdw niz wyrazenia regularne.
Gramatyki oferujg co najmniej tak samo duze
mozliwosci opisu jezykéw, jak wyrazenia regularne
przez przedstawienie sposobu symulowania wyrazen
regularnych za pomocg gramatyk. Istniejg jednakze
jezyki ktore mozna wyrazi¢ za pomocg gramatyk,
ale nie mozna za pomocg wyrazen regularnych.
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