Sztuczne Sieci Neuronowe

Wykitad 7

Siecl heuronowe
o radialnych funkcjach bazowych

wyktad przygotowany na podstawie.
S. Osowski, “Sieci Neuronowe w ujeciu algorytmicznym ”, Rozdz. 5, PWNT, Warszawa 1996.
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Bazowe funkcje radialne

Sieci neuronowe wielowarstwowe odgrywaja, z punktu widzenia
matematycznego, role aproksymaciji stochastycznej funkcji wielu
zmiennych, odwzorowujgc zbiér zmiennych wejsciowych x[IRN

w zbior zmiennych y[1R",

Jest to aproksymacja typu globalnego

Ze wzgledu na na charakter sigmoidalnej funkcji aktywacji neuron raz
zatgczony (po przekroczeniu pewnej progowej wartosci sygnatu
sumacyjnegu u.) pozostaje w tym stanie przy dowolnej wartosci u.

wiekszej od tego progu.

Odwzorowanie wartosci funkcji w dowolnym punkcie przestrzeni jest
wiec dokonywane zbiorowym wysitkiem wielu neuronow na raz (stad
aproksymacja globalna)
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Bazowe funkcje radialne

Komplementarny sposob rozumienia odwzorowania zbioru wejsciowego
w wyjsciowy, to odwzorowanie przez dopasowanie wielu pojedynczych
funkcji aproksymujacych do wartosci zadanych, wazne jedynie w waskim
obszarze przestrzeni wielowymiarowe,;.

Jest to aproksymacja typu lokalnego

W takim rozwigzaniu odwzorowanie petnego zbioru danych jest sumag
odwzorowan lokalnych. Neurony ukryte stanowig zbior funkcji bazowych

typu lokalnego.
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Bazowe funkcje radialne

Specjalng odmiane stanowig funkcje o radialnej funkcji bazowej, w
ktorej neuron ukryty realizuje funkcje zmieniajaca sie radialnie wokot
wybranego centrum c.

Funkcje takie oznaczane ogolnie @(||x-c||) nazywamy

radialnymi funkcjami bazowymi
Rola neuronu ukrytego bedzie sie sprowadzac w sieciach radialnych do
odwzorowania radialnego przestrzeni wokoét jednego punktu zadanego
lub grupy takich punktow stanowigcych klaster.
Superpozycja sygnatow pochodzgcych od wszystkich neuronow

ukrytych, dokonywana przez neuron wyjsciowy, umozliwia uzyskanie
odwzorowania catej przestrzeni punktow.
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Bazowe funkcje radialne

Sieci typu radialnego stanowig naturalne uzupetnienie
sieci sigmoidalnych.

Neuron sigmoidalny reprezentowat w przestrzeni wielowymiarowej
hiperpfaszczyzne separujgca tg przestrzen na dwie kategorie (klasy), w
ktorych byt spetniony odpowiedni warunek, albo

ZW;x; >0 albo 2 W;x; < 0.

Neuron radialny z kolei reprezentuje hipersfere, dokonujgca podziatu
kotowego wokot punktu centralnego.
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Bazowe funkcje radialne

llustracja podzialu przestrzeni danych
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Stanowi to naturalne uzupetnienie neuronu sigmoidalnego, umozliwiajgce
w wypadku wystgpienia naturalnej kotowej symetrii danych wydatne
zmniejszenie liczby neuronow potrzebnych do realizacji zadania
klasyfikacyjnego.
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Bazowe funkcje radialne

W sieciach radialnych nie wystepuje potrzeba stosowania wielu warstw
ukrytych.

Typowa siec radialna jest strukturg zawierajaca

- warstwe wejsciowa, na ktorg sg podawane sygnaty opisane
wektorem wejsciowym X,

- warstwe ukryta o neuronach radialnych
- warstwe wyjsciowa zwykle ztozong z jednego neuronu (zwykle

liniowy) ktorego jedyna rolg jest sumowanie wagowe sygnatow od
neuronow ukrytych.
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Siec radialna

Ty
w0
W w4
1 w2 w3
o4
¢l P2 03
@)

x1 X2 x3

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8 22/11/12



Bazowe funkcje radialne

Podstawg matematyczng funkcjonowania sieci radialnych jest
twierdzenie Covera o separowalnosci wzorcow, stwierdzajace, ze

ztozony problem klasyfikacyjny zrzutowany nieliniowo w przestrzen
wielowymiarowg ma wieksze prawdopodobienstwo byc liniowo
separowalny niz przy rzutowaniu w przestrzen o mniejszej liczbie
wymiarow.
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Bazowe funkcje radialne

Przy oznaczeniu przez @(x) wektora funkcji radialnych w N-wymiarowej
przestrzeni wejsciowej, podziat tej przestrzeni na X*, X- przy czym X* i
X reprezentujg 2 klasy przestrzeni, jest liniowo @-separowalny

jezeli istnieje taki zestaw wag w, ze

wr@(x) >0 xeX*
Whp(x) <0 xeX

Rownanie w'@(x) = 0 reprezentuje granice miedzy obu klasami.
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Bazowe funkcje radialne

Udowodniono, ze kazdy zbior wzorcow losowo rozmieszczony w
przestrzeni wielowymiarowej jest o—separowalny z
prawdopodobienstwem réwnym 1 pod warunkiem duzego wymiaru K
przestrzeni rzutowania.

Oznacza to ze przyjecie dostatecznie duzej liczby neuronow ukrytych
realizujacych funkcje radialne @,(x) zapewnia rozwigzanie problemu

klasyfikacyjnego przy uzyciu dwu warstw sieci:
— warstwy ukrytej realizujgcej wektor @(x)

- warstwy wyjsciowej o jednym neuronie liniowym opisanym wektorem
wagowym W (pozwala na superpozycje sygnatu z warstwy ukrytej).
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Bazowe funkcje radialne

Najprostsza sieC neuronowa typu radialnego dziata na zasadzie
wielowymiarowej interpolacji, ktorej zadaniem jest odwzorowanie p
roznych wektorow wejsciowych x. (i=1,2,...,p) z przestrzeni wejsciowej
N-wymiarowej w zbior p liczb rzeczywistych d. (i=1,2,....,p), czyli
okreslenie takiej funkcji radialnej F(x), dla ktorej spetnione sg warunki
interpolacii

F(x;) =d,

Przyjecie p neuronow ukrytych potgczonych wagami w. z neuronami
wyjsciowymi (liniowymi) odpowiada tworzeniu sygnatow wyjsciowych
sieci jako sumy wagowej wartosci poszczegolnych funkcji bazowych.
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Bazowe funkcje radialne

Niech dana bedzie siec¢ radialna o jednym wyjSciu i p parach uczgcych
(x,, d). Przy zatozeniu p centrow umieszczonych w kolejnych wektorach

X, to jest ¢, = x,, otrzymuje sie uktad rownan liniowych wzgledem wag w..

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
dw=d

Wykazano, ze dla szeregu funkcji radialnych przy zatozeniu
X, # X, # ...# X, kwadratowa macierz ® jest nieosobliwa, a przy tym

ujemnie okreslona.
Istnieje zatem rozwigzanie réwnania

w=0d1d

Pozwalajgce okresli¢ wektor wag w neuronu wyjsciowego Sieci.
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Bazowe funkcje radialne

Rozwigzanie ,teoretyczne” problemu przedstawione na poprzednie]
stronie nie bytoby wiasciwe ze wzgledu na nieodpowiednie wlasnosci
generalizacyjne sieci.

Przy duzej liczbie danych uczacych i rownej im liczbie funkcji radialnych
problem staje sie przewymiarowany (zle postawiony), gdyz liczba
rownan przewyzsza ilos¢ stopni swobody procesu fizycznego
modelowanego rownaniem @W = d.

Rezultatem nadmiarowosci wag bedzie dopasowanie sie modelu do
réznego rodzaju szumow lub nieregularnosci wystepujacych w danych
uczacych. W efekcie hiperplaszczyzna interpolujgca dane uczace
bedzie niegtadka, a zdolnosci uogolniajgce sieci niewielkie.
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Bazowe funkcje radialne
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Odwzorowanie danych przy nadwymiarowej liczbie funkcji bazowych.
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Bazowe funkcje radialne

Metody stabilizacji wywodzg sie od Tichonowa, polegajg na stabilizacji
procesu poprzez dotfgczenie do rownania podstawowego
dodatkowych warunkow w postaci rownan wiezow, ograniczajgcych
stopnie swobody dobieranych parametrow.

L(F) =% 2 [F(x) - dJ* + %2 A || PF|J?

gdzie || PF|| jest czynnikiem regularyzacyjnym , odpowiednikiem funkcji
kary.
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Bazowe funkcje radialne

Teoretyczne rozwigzanie problemu regularyzacji uzyskano przy
zastosowaniu funkcji Greena, w ktorej c. jest centrum rozwiniecia,

a wagi
Wi = [di_ F(Ci)] [ A

reprezentujg nie znane wspotczynniki rozwiniecia.
Funkcje Greena odgrywaja role funkcji bazowych, a rozwigzanie
problemu interpolacji jest wyrazone w standartowej postaci

F(x) =2 W. G(x,c))

Najbardziej popularnym typem radialnej funkcji Greena jest funkcja
Gaussa.

G(x,x;) = exp( - ||x-ci||/20?% ) = exp (-1/12072Z (X, —C,,)?)

przy czym c, oznacza wektor wartosci srednich (centrow),
ao? — wariancje.
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Bazowe funkcje radialne

Przy gaussowskiej postaci funkcji Greena regularyzowalne
rozwigzanie problemu aproksymacji za pomoca funkcji
radialnych przyjmie postac

F(x) =2 W, exp( - ”X'ci”2 |2 Giz)

bedacy superpozycjg wielowymiarowych funkcji Gaussa z
centrami ulokowanymi w c. (przy wartosci p rownej liczbie
danych uczacych, wektor centrum odpowiada wspotrzednym
c. wektora uczacego) i szerokoscig o.
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Bazowe funkcje radialne
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Woplyw regularyzacji na odwzorowanie danych przy nadwymiarowej liczbie funkcji
bazowych : a) brak regularyzacji; b) wynik z regularyzacja.
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Sie¢ neuronowa radialna

Zastosowanie w rozwinieciu p funkcji bazowych, przy czym p oznacza
liczbe wzorcow uczacych, jest niedopuszczalne z praktycznego punktu
widzenia gdyz liczba tych wzorcow jest bardzo duza i ztozonosc
obliczeniowa algorytmu niepomiernie wzrasta.

Rozwigzanie uktadu réwnan p x p przy duzych wartosciach p staje sie
niezwykle trudne, bardzo duze macierze zwykle sa bardzo Zle
uwarunkowane (wspotczynnik uwarunkowania nawet 10%°).
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Sie¢ neuronowa radialna

Podobnie jak w przypadku sieci wielowarstwowych potrzebna jest
redukcja wag, tutaj sprowadzajgca sie do redukc;ji iloSci funkcji
bazowych do liczby K.

Rozwigzania rOwnania aproksymujgcego mozna przedstawi¢ w postaci

F*(x) ='_£ W, G(x, c)

gdzie G(x,c,) = G( ||x-c ]| ), K<p, a ¢, (i=1,...,K) jest zbiorem centrow
ktore nalezy wyznaczyc.

W szczegodlnym przypadku, dla K=p otrzymuje sie rozwigzanie
dokfadne.
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Sie¢ neuronowa radialna

Zadanie aproksymacji polega na dobraniu odpowiednich funkcji Greena
G(x,c;) itakim doborze wag W. (i=1,2,....,K) , aby rozwigzanie najlepiej
przyblizato rozwigzanie doktadne. Rozwigzuje sie to przy pomocy
metody wariacyjnej (Galerkina) minimalizujgc funkcjonat

K
= W, G(lIx-¢ll)-d T+ A || PF¥J?

=1

L(F*) = % [j

i=1

Uzyskane rozwigzanie wyrazajace funkcje aproksymujgca w przestrzeni
wielowymiarowej moze bycC zinterpretowane w postaci sieci neuronowej
radialne] zwanej siecig RBF (Radial Basic Function).
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Sie¢ RBF

Sie¢ RBF
Ma ona strukture dwuwarstwowag, warstwa ukryta realizuje odwzorowanie
nieliniowe realizowane przez neurony radialnej funkcji bazowej.

Neuron wyjsciowy jest liniowy, a jego rolg jest sumowanie wagowe
sygnatow pochodzgcych od neuronow warstwy ukryte;.

Ty
w0
w w4 Ogolna postac
1 w2j s sieci radialnej RBF
¢l 02 o3 ¢4
@

x1 X2 x3
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Siec nheuronowa radialna

Uzyskana architektura sieci radialnych ma strukture analogiczng do
struktury wielowarstwowej sieci sigmoidalnych o jednej warstwie
ukrytej. Role neuronéw ukrytych odgrywajg radialne funkcje bazowe
roznigce sie ksztattem od funkcji sigmoidalnych.

Istotne roznice miedzy obydwoma typami sieci:

- sie¢ radialna ma strukture ustalong o jednej warstwie ukrytej i
linfowym neuronie wyjsciowym,;

— sie¢ sigmoidalna moze miec¢ r6zng liczbe warstw, a neurony
wyjsciowe moga byc¢ liniowe albo nieliniowe;
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Sie¢ neuronowa radialna

W przypadku stosowania funkcji radialnych wystepuje wieksze
zréznicowanie w doborze ich ksztattu.

Najbardziej popularnym odpowiednikiem funkcji sigmoidalnej jest
funkcja bazowa Gaussa okresSlona zaleznoscig

@(r) = exp(-r3l2c?),
przy czymr = || x-c ||, a 0>0 jest parametrem.
Stosuje sie rowniez funkcje potegowe:

@(r) = Lisqrt(r>+c?);

@(r) = sqgrt(r>+o?);
(p(r) =r 2n+1;
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Sie¢ neuronowa radialna

@(r) = exp(-r2l20?),

N 0,18
0,6
0,4

b)

¢@(r) = 1llsqrt(r?+o?),

Wykresy funkcji bazowych: a) funkcja Gaussa; b) funkcja Hardy’ego;
c) funkcja wielomianowa, d) funkcja potegowa.
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Sie¢ neuronowa radialna

- Funkcja nieliniowa radialna dla kazdego neuronu ukrytego ma inne
parametry c, oraz o,, w sieci sigmoidalnej natomiast stosuje sie zwykle

standartowe funkcje aktywacji o parametrze [3 identycznym dla kazdego
neuronu.

- Argumentem funkcji radialnej jest odlegtoSC danej probki x od centrum
c, a w sieci sigmoidalnej jest to iloczyn skalarny wektorow WTx.
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Metody uczenia

Problem uczenia sieci przy wybranym typie radialnej funkcji bazowe]
skiada sie z dwu etapow:

— doboru centrow i parametrow ksztattu funkcji bazowych
— doboru wag neurondw warstwy wyjsciowej

Podstawowa trudnosc to etap pierwszy.

Stosuje sie najczesciey:
- wybdr losowy,
— sSamoorganizujacy sie proces podziatu na klastry
— uczenie pod nadzorem.
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Losowy wybodr centrow funkcji bazowych

Wybor statych parametrow funkcji bazowych jest dokonywany
losowo przy rozktadzie rownomiernym

Jest to najprostsze rozwigzanie.

Jest to podejscie dopuszczalne dla klasycznych sieci radialnych pod

warunkiem, ze rozktad danych uczacych dobrze odzwierciedla

specyfike problemu.

Przy wyborze gaussowskiej funkcji radialnej zaktada sie wartosc

odchylenia standartowego funkcji zalezng od rozrzutu dobranych

losowo centrow c,, wobec czego gaussowska funkcja bazowa

przyjmuje postac

G(ll x-cil?)=exp (- [|x-c|[* d? I K)
dlai=1,2, ...., K, przy czym d oznacza maksymalng odlegtoS¢ miedzy
centrami c.. Jak wynika z powyzszego wzoru ¢ = d/sqrt(2K) I jest

jednakowe dla kazdej funkcji bazowej, d — maksymalna odlegtosc
miedzy centrami.
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Losowy wybodr centrow funkcji bazowych

Po ustaleniu parametréw funkcji bazowych pozostaje problem doboru
wag neuronu wyjsciowego, sprowadzajacy sie do rozwigzania
rownania

GW-=d

gdzie
G, = exp( - lIx-c|| d? 1 K)

gdzie I=1,...,p oraz |=1,....,K.
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Dobor parametrow funkcji radialnych

Znacznie lepsze rezultaty mozna uzyskac przez zastosowanie
samoorganizujacego sie procesu podziatu danych uczacych
na klastery w jednej z jego licznych odmian.

— Centrum klastera jest utozsamiane z centrum odpowiedniej funkcji
radialnej.

— Liczba tych funkcji jest rowna liczbie klasterow i moze by¢ korygowana
przez algorytm samo organizaciji.

- Proces podziatu danych na klastery moze by¢ przeprowadzany metoda
K-usrednien. Aparat matematyczny zaangazowany w tg procedure jest
dosc skomplikowany....
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Algorytmy uczace oparte na propagacji wstecznej

Odmienng klasg algorytmow uczgcych dla sieci radialnych sg

metody gradientowe realizujace uczenie z nadzorem,
wykorzystujace algorytm propagacji wsteczne,j.

- Dla metod gradientowych podstawowa trudnosc to wyznaczenie
sktadowych gradientu wzgledem wszystkich parametrow.

- Kolejna trudnosc to wybor wartosci startowych parametrow. Przy
starcie uczenia z wartosci losowych prawdopodobienstwo utkniecia
procesu w minimum lokalnym jest wieksze niz w przypadku sieci
sigmoidalnych, ze wzgledu na silng nieliniowos¢ funkcji wyktadniczych.

- Losowe wartosci punktow startowych stosuje sie rzadko, zastepujac je
odpowiednig procedurg initializacji, wykorzystujgca informacje zawartg
w zbiorze danych uczacych. Do tego celu wykorzystuje sie algorytmy
samoorganizacji. Wartosci parametrow funkcji radialnych otrzymane w
wyniku ich dziatania przyjmuje sie za wartosci startowe.
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Siec radialna a sie¢ sigmoidalna

Sieci neuronowe o radialnych funkcjach bazowych znalazty
zastosowanie zarowno w rozwigzywaniu problemow klasyfikacyjnych,
zadaniach aproksymacji funkcji wielu zmiennych, jak i zagadnieniach
predykgciji..... tych obszarach zastosowan gdzie funkcje sigmoidalne
majg ugruntowang pozycje.

W stosunku do sieci wielowarstwowych o sigmoidalnych funkcjach
aktywacji wyrdzniajg sie pewnymi wiasciwosciami szczegolnymi,
umozliwiajacymi lepsze odwzorowanie cech charakterystycznych
modelowanego procesu.

Przedyskutujmy te roznice....
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Siec radialna a sie¢ sigmoidalna

ieC sigmoidalna:

Dziatanie funkcji rozcigga sie od okreslonego punktu w przestrzeni az do
nieskonczonosci, reprezentuje aproksymacje globalng funkcji zadanej. Nie
ma niemoznosci fizycznego powigzania obszaru aktywnosci neuronu z
odpowiednim obszarem danych uczacych, trudnosci z okresleniem
optymalnego punktu startowego z procesie uczenia.

Bazuje na funkcjach majacych wartos¢ niezerowa jedynie w okreslonej
przestrzeni tylko wokot centrow, realizuje aproksymacie typu lokalnego,
ktorej zasieg dziatania jest bardzo ograniczony. Mozna sie spodziewac ze
zdolnosSci do uogolniania sg gorsze niz dla sieci sigmoidalnych. Latwosc
powigzania parametrow funkcji bazowych z fizycznym rozmieszczeniem
danych w obszarze parametrow. Latwosc uzyskania dobrych wartosci
startowych w procesie uczenia pod nadzorem.
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Sied radialna a sied sigmoidalna

Przestrzenie decyzyjne tworzone w sieciach radialnych sg stosunkowo
proste i w sposob naturalny ksztattowane. SieC dostarcza nie tylko
informac;ji do jakiej klasy nalezy wzorzec testujacy, ale wskazuje réwniez
na ewentualng mozliwosc¢ utworzenia oddzielnej klasy.

Na ogot uwaza sie, ze sieci radialne lepiej niz sieci sigmoidalne
nadajq sie do takich zadan klasyfikacyjnych jak wykrywanie
uszkodzen w réznego rodzaju systemach, rozpoznawanie wzorcow,
itp.

Znaczng zaletg sieci radialnych jest znacznie uproszczony algorytm
uczenia. Przy istnieniu tylko jednej warstwy ukrytej i scistym powigzaniu
aktywnosci neuronu z odpowiednim obszarem przestrzeni danych
uczgcych, punkt startowy uczenia jest znacznie blizej rozwigzania
optymalnego, niz jest to mozliwe w sieciach wielowarstwowych.
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Siec radialna a sie¢ sigmoidalna

Dodatkowo, mozliwe jest odseparowanie etapu doboru parametrow
funkcji bazowych od doboru wartosci wag sieci (algorytm hybrydowy),
CO moze przyspieszyC i uprosci¢ proces uczenia. Przy zastosowaniu
ortogonalizacji proces optymalnego ksztattowania struktury sieci jest statym
fragmentem uczenia, nie wymagajgcym zadnego dodatkowego wysitku.

Liczba neuronow ukrytych decyduje w duzym stopniu o doktadnosci
odwzorowania i zdolnosciach uogolniania sieci. W przypadku sieci
radialnej problem doboru liczby neuronow ukrytych jest o wiele prostszy niz w
sieciach sigmoidalnych, ze wzgledu na lokalny charakter aproksymacji
reprezentowany przez poszczegolne funkcje bazowe.
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Zestaw pytan do testu

1. Co to znaczy ze siec radialna realizuje
aproksymacije typu lokalnego?

2. Podaj przykiad bazowej funkcji radialne;.

3. Czy w siecl radialnej stosujemy wiele warstw
ukrytych?

4. Co to jest siec RBF, narysuj schemat.
5. Wymien etapy procesu uczenia sieci radialnej.
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