Sztuczne Sieci Neuronowe

Wykiad 4

1. Zdolnosci uogdlniania sieci, weryfikacja
procesu uczenia (przypomnienie)

2. Siec wielowarstwowa perceptronowa

3. Algorytmy uczenia sieci metodami
propagacji wstecznej bledu.
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Zdolnosci uogdlniania sieci neuronowe]j

Podstawowg cechg sieci neuronowej jest jej zdolnosc do uogolniania,
a wiec generowania wtasciwego rozwigzania dla danych, ktére nie
pojawity sie w zestawie danych uczgcych.

=?»Siec zostaje poddana uczeniu na zbiorze L

Z biezacym sprawdzeniem stopnia uczenia

na zbiorze V. R
=»Zdolnos$¢ odtworzenia zbioru L przez sieé

jest miarg zdolnosci zapamietania danych ‘

uczacych

= Zdolno$¢ do generowania wtasciwych

rozwigzan dla danych nalezgcych do zbioru

T, na ktérych sieC nigdy nie b_y’fa_trenowana, R — 2bitr danych weidciowych
jest miarg zdolnosci uogolniania. T - zbiér testujacy (testing)
(Zaktada sie ze dane tworzace zarowno zbior e ey e e
L jak i zbior T sg typowymi reprezentantami (validation)

zbioru danych
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Zdolnoséci uogdlniania sieci neuronowe]j

Przy statej liczbie probek p i wzrastajgcej wartosci miary VCdim
btad uczenia v, (W) maleje monotonicznie, a przedziat ufnosci €,

rosnie. W efekcie maksymalny btgd uogolniania osigga minimum.
Zakres VCdim < h_, odpowiada nadmiarowosci danych biezacych

wzgledem aktualnej wartosci VCdim. Zakres VCdim > h_,

odpowiada zbyt malej liczbie danych uczacych przy aktualnej
wartosci VCdim.
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Cylkla uczace i btad veryfikacji

W ogolnym przypadku wraz
Z uptywem czasu uczenia
btad uczenia v, (W) (learning)

maleje | btad testowania v, (W)
(verification) rowniez maleje
(przy ustalonej wartosci liczby

probek uczacych p oraz miary
VCdim).

Od pewnego momentu btad weryfikacji pozostaje staty,
natomiast btad uczenia nadal maleje. W ostatnich fazach
procesu uczenia nieregularnosci w danych odbiegajgce od
cech charakterystycznych danego procesu zaczynaja
odgrywac role i powodujg wzrost btedu testowania.
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ...

Siecig neuronowa, ktora odegrata historycznie bardzo istotng role byt
PRECEPTRON

koncepcja w ktorej wprowadzono nieliniowy element przetwarzajacy
iInformacje. Wprowadzenie nieliniowosci byto uzasadnione,
biologiczne uktady faktycznie sg nieliniowe.

Joowl
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A

Siec perceptronowa
1 jednowarstwowa

Xy X, X3
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ...

Nieliniowy element przyjmowany w sieciach neuronowych moze byc¢
opisany rownaniem.

y = ¢(e)

gdzie ¢ (e) jest wybrang funkcja nieliniowg a sygnat e odpowiada tgcznemu
pobudzeniu neuronu.
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ...

O specyficznych wiasnosciach perceptonu decyduje funkcja @
okreslajacq nieliniowy zwigzek miedzy sygnatem wypadkowego
pobudzenia neuronu e, a jego odpowiedzig vy.

W klasycznym perceptonie funkcja ¢® ma postac progowaq:

pe)=1gdy e>0 o) |
p(e) =0gdy e<O0

Ta postaCc ma szereg wad ale jest tatwa do wyprowadzenia pewnych
intuicji. Poniewaz sygnat wyjsciowy przyjmuje wartosc ( y=1 lub y=0),
moze byc¢ rozwazany w kategoriach okreslonej decyzji.

Mozliwa jest tez interpretacja oparta na logice matematycznej, prawda
lub fatsz.

Percepton moze byc interpretowany jako uktad realizujgcy pewng
funkcje logiczng, a wiec automat skonczony.
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Wiasnosci nieliniowych sieci

Przyjmujac interpretacje progowej funkcji @(e) jako funkcji rozdzielajgce;
przestrzen wejsciowych sygnatéw X na obszar wyrozniony, w ktorym y=1,
oraz na reszte — nalezy stwierdziC, ze przy przyjeciu najczesciej
rozwazanej reguly scalania wejsciowych sygnatdw w postaci

podziat ten formutuje granica majaca postac hiperptaszczyzny.

Istotnie, jesli d(e)=1gdye = 0;oraz ®(e)=0gdy e <0; toobszarw
ktorym neuron podejmuje decyzje y=1 ogranicza powierzchnia e=0, czyli
twor o rownaniu

2?:1wiXi =0
Dla n=2 jest to rownanie lini prostej, dla n=3 — rOwnanie ptaszczyzny, a dla
n > 3 twor nazywany prawidtowo rozmaitoscia liniowa stopnia n-1, a
popularnie traktowany jako ptaszczyzna w n-wymiarowej przestrzeni czyli

w skrécie hiperptaszczyzna.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8



Wiasnosci nieliniowych sieci

Mozemy interpretowac dziatanie neuronu budujgcego
perceptron jako dyskryminatora liniowego.

Moze on zrealizowac te wszystkie odwzorowania, w ktorych
wystarczy oddzielenie podobszaru przestrzeni X majgcego forme
otwartej podprzestrzeni ograniczonej hiperptaszczyzna.

Proces uczenia, polegajacy zawsze na zmianie wartosci
wspotczynnikOw w,, pozwala ustali¢ graniczna hiperptaszczyzne
w dowolnym potozeniu, nie pozwala jednak na zmiane charakteru

realizowanego odwzorowania, niezaleznie od tego jak dtugo by sie
go uczyto.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9



Separowalnosé liniowa

Co sie stanie jezeli nie istnieje taka ptaszczyzna?

Wtedy zadanie nie moze bycC rozwigzane — sie€ nie moze osiggngc funkcji
celu niezaleznie od sposobu jej uczenia. Warunkiem rozwigzania za
pomoca perceptronu prostego z jednostkowymi progami jest wymaganie
aby dany problem byt liniowo separowalny.

Y = ¢(W1X1 + WoXo — Cd())

Funkcja logiczna: AND 1
X; | X, Y
(01 9
0 0 0)
0 1 0)
1 0 |0 ]
1 1 1 (0,0)
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Separowalnosé liniowa

Przykiad dla ktorego brak jest liniowej separowalnosci: funkcja XOR

Nie istnieje rozwigzanie dla takiego uktadu réwnan reprezentujacy
pojedynczy neuron .

Y = ¢(W1X1 + WoXo — Cdo)

Funkcja logiczna: XOR

X, | X, Y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
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Wiasnosci nieliniowych sieci

Nierozwiazywalne zadanie: “problem XOR”
Percepton nie moze sie nauczyc realizacji odwzorowania

y = X1 ® X2

gdzie operator [0 oznacza alternatywe wytaczajgca (eXclusive
OR).

Kilkuwarstwowa siec:

Jednak, czego nie potrafi zrobiC jeden neuron, moze zrobic
kilkuwarstwowa siecC, poniewaz dla nieliniowych neuronow
dodanie nowych warstw istotnie poszerza zakres odwzorowan,
ktore sieC potrafi zrealizowac.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12



Separowalnosé dla sieci dwuwarstwowej

Funkcja XOR: | I
rozwigzuje problem nieliniowej separowalnogci “ma logiczna
przez ztozenie dwoch separowalnosci liniowych

w0 w2

Ui = wi1X1 + wi2X2 + wio Separacja liniowa

Us = woa1X1 + wo22X2 + Wag

Funkcja logiczna: XOR

X; | X, Y U=

R = OO
R OPF O
Or mFLO

Neuron w warstwie ukrytej realizuje separowalnosc liniowg, neuron w warstwie
" wyjs$ciowej wykonuje odpowiednia kombinacje liniowa, np. sume logiczna -



Wiasnosci sieci perceptronowych

Rozwazmy przyktadowa siec
dwuwarstwowa:

Pierwsza warstwa, ztozona z k Y, [ y> \
neuronow otrzymujacych sygnaty Q
1

wejsciowe X, dzieli przestrzen X Q
tych sygnatéw za pomoca k / m
oddzielnych hiperptaszczyzn. Q

Powstaje w ten sposob uktad 2k
liniowo rozdzielnych obszaréw,
ktore sygnalizowane sg przez 1
odpowiednie zestawy 0 i 1 jako
wartosci sygnatow neuronow X, X, X,
pierwszej warstwy.
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Wiasnosci nieliniowych sieci

Sie¢ dwuwarstwowa nie pozwala jeszcze rozpoznac
dowolnego podobszaru przestrzeni X, poniewaz tatwo
sprawdzicC, ze obszary sygnalizowane przez neurony drugiej
warstwy musza by¢ wypukfe oraz jednospojne
(simpleksy).

Jest to dosc istotne ograniczenie. Aby sie od niego uwolnic
nalezy wprowadzic trzecig warstwe neuronow. Dopiero w
rezultacie dotgczenia trzeciej warstwy mozliwe jest
utworzenie dowolnych obszarow.
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Schemat Liebmanna

Strl_i;:ture Type of E-:;n:lu:::;-_..r.nla-{:}H : Classes with Most General
Declsion Reglons Problam Mesned Regions | Region Shapes
Single-layer
Hall plane
boundead
by
hyperplans
Two-layers
y Convex
open
or
closed
regions
_'lhree-_lﬂyers
Arbitrary
‘Complaxily
limitad by
number of nodes)
|

Za pomoca nieliniowej sieci heuronowej o przynajmniej trzech warstwach
mozna zrealizowa¢ dowolne odwzorowanie, wigzgce w catkowicie dowolny
sposob wejsciowe sygnaty X z wyjsciowymi sygnatami sieci.
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Formy nieliniowosci neuronu

Funkcja wigzaca tgczne pobudzenie neuronu e z jego sygnatem
wyjsciowym y

Sigmoidalna funkcja

y = ¢(e)

wywodzacaq sie z funkcji logistycznej.

1
0,9
0,8
0.7

0,6

0,5 -
0.4 -
0,3 -

0,2 -

wykresy funkcji
akiywacji neuronu

17T T T T T T funkga wlelimtowa T T T T T T T T T T T Ty

futaf sigmoidolna

----- -

funcia linviowa
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Formy nieliniowosci neuronu

Funkcja tangens hiperboliczny:

y = tanh ( Be)

ktory mozna rozpisac jako

exp (Be ) -exp (-Be )

y:
exp (Be ) +exp (-pe )

Przy zastosowaniu tej funkcji y1(0,1)
Zaletg tej funkcji jest prosta formuta

okres$lajgca pochodng tej funkc;i
w zaleznosci od jej wartosci

d¢/de=(1+y)(1l-vy)

Funkcja sinus:

chetnie stosowana, mozna
doformutowac do przedziatu
zamknietego [-1,1]:

-1 gdy e < -172
y= sin(Be) gdy -"2<e <172
1 gdy e > 102

Ta postac funkcji jest szczegolnie
przydatna przy budowie sieci
dokonujacej transformaty Fouriera
wejsciowego sygnatu.
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Funkcja sigmoidalna

Wykres sigmoidy w zaleznosci od parametru 3
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Funkcja tangs hiperboliczny

Funkcja tangens hiperboliczny ma praktycznie taki sam ksztalt,
tylko jej wartosci zmieniaja sie od -1 do +1, a nie od 0 do +1
jak w sigmoidzie

+1

-1 o .
10 5 0 5 10

exp(fFs)—exp(—Ls)
exp(fs) +exp(—Ls)

f(s)=tanh(fs) =
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Formy nieliniowosci neuronu

Niekiedy nieliniowos¢ ma postac nie rézniczkowalng, przydatng w
praktycznych zastosowaniach, ale ktopotliwg do teoretycznej analizy.

Z bardziej znanych postaci mozna wymienic:
Funkcja BSB
- (Brain State in a Box)
Funkcje signum: Funkcja perceptonowa: 1 gdy e>1
1 gdy e>0 e gdy e>0 y = e gdy 1>e>-1
y=0 gdy e=0 y=0 gdy e=0 -1 gdy e<-1
-1 gdy e<O0
Funkcje signum: Furkeia SPP
: ST 1 gdy e>0 Funkcja SPR.
Zmodyfikowana funkcje signum. y=10 ggd);/ e=0 (Spatio-Temporal Pattern Recognition)
_1 gdy e>0 1 gdy e<O yith =y0 + A[-ay0 +bet]
y=-1 gdy e<O gdzie “funkcja ataku”
Funkcja BAM Alul= u gdy u>0
Eunkcia skoku jednostkoweqo: (Bidirectorial Associative Memory) _ yu gdy us<O
S gbly >0 1 gdy e>0 zapis e* oznacza
y=0 gdy e<0 yitd =y gdy e=0 e"= e gdy e>0
- -1 gdy e<O0 O gdy es<

Powyzsze funkcje sg “inzynierskie”: opis ktory pozwala na wygodng analize
matematyczna, tatwg realizacje techniczng (perceptron) lub wygodne modelowanie w
formie programu symulacyjnego (signum).
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Sztuczny neuron sigmoidalny

L. Blok Blok
Weijsci: . . v
ejscia Wagi sumujacy aktywacji
Wryjscie
X o —

y=1f (Z(x;*w.))

f — funkcja nieliniowa
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Uczenie nieliniowego neuronu

Rozwazmy problem uczenia nieliniowych sieci neuronowych.
Dla uproszczenia analizujemy wytacznie reqgute DELTA w jej
podstawowej postaci.

U=<<XW W5 «X® 25 « X8 g8 5 <« XN N5

Formute uczenia opieramy na regule minimalizacji funkcjonatu
btedu sSredniokwadratowego:

1 : .
Q= §Zjli1(z(‘]) — y\@)2

gdzie

y® = (BN, w0V <)
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Uczenie nieliniowego neuronu

Rozktadajgc funkcjonat btedu na elementy sktadowe
zwigzane z poszczegolnymi krokami procesu uczenia

Q=3Q(j) gdze Q(j) = 5 (z(j) —y())’

Mozemy zgodnie z gradientowag strategia procesu uczenia
zapisac algorytm zmian czynnikow wag

wi(j +1) —wi(j) = Awi(j) = —n 0Q(j)/Ow;
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Uczenie nieliniowego neuronu

Analogiczny wzor wyprowadzono wczesniej dla sieci
ADALINE, jednak tresSc tego wzoru jest w tym wypadku
bogatsza ze wzgledu na nieliniowg funkcje @(e).

9QY /ow; = 0QW /oy oy /ow;
= BQ(j)/é?yfj) aygj)/c?e(j) oe\ /dw;
latwo mozemy obliczyc:

3Q(j)/3y?) = —(zW — y0)) = —50

6e(j)/6wi - Xi(’j)
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Uczenie nieliniowego neuronu

Problem moze bycC natomiast z wyrazeniem
oy} /0D = dg(e) /D)
gdzie @(e) nie zawsze jest rozniczkowalne.

Ostateczny wzor, na podstawie ktorego prowadzi sie proces
uczenia ma postac

Aw = —p §D9p(e) /e kY
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Uczenie nieliniowego neuronu

DosSc¢ chetnie (bezkrytycznie) stosuje sie w rozwazaniach funkcje
logistyczng

y = ¢(e) = 1/(1 + exp(—fe))
ktora ma tatwag postac pochodnej,
3¢(e)/3e(j) _ y(j)(l _ y(j))

Ostateczny wzor dla funkcji logistycznej moze byc zapisany w
prostszej postaci

Aw® = —p(z0) — y0)(1 = y @)y Dk

Powyzszy algorytm uczenia jest mozliwy do bezposredniego
zastosowania jedynie w przypadku sieci jednowarstwoweyj.
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Uczenie sieci nieliniowe]

Dla sieci wielowarstwowych, ktére majq istotnie szersze
mozliwosci przetwarzania informacji niz sieci
jednowarstwowe, omawiany poprzednio wzor nie daje sie
zastosowac. Dla warstw wewnetrznych nie ma mozliwosci
bezposredniego okreslenia oczekiwanych (wymaganych)
wartosci sygnatow wejsciowych z0 | a tym samych okreslenia
wartosci btedu 6% . Rozwazajac ciag

U=<<XW z1 > « X@ 52 5 «XB) 78 5« XN 7N 55

mamy do dyspozycji n-wymiarowe wektory wejsciowe X oraz
k-wymiarowe wektory wyjsciowe Z z neuronow terminalnych.
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Uczenie sieci nieliniowe]

Jezeli odnotujemy btad, czyli réznice ( X0 - Z0)'), to nie
bedziemy w stanie ustali¢ w jaki sposob za pojawienie sie
btedu odpowiadaja neurony warstwy wyjsciowej a jaki sposob
powstat w elementach wczesniejszych (wewnetrznych)
warstw. Noszg one nazwe warstw ukrytych, “hidden layers”.

Przez wiele lat nie byto dobrego pomystu w jaki sposob
uczyc warstwy ukryte.
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Uczenie sieci nieliniowe]

W latach 80-tych
zaproponowano algorytm
tzw. wstecznej propagacji
btedow (backpropagation),
polegajacy na tym ze majac
wyznaczony btad 6™ 0 (j-ty
krok uczenia m-tego neuronu)
mozemy “rzutowac” ten btad
wstecz do wszystkich tych
neuronow, ktdrych sygnaty
stanowity wejscia do m-tego
neuronu.
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Uczenie sieci nieliniowe)

Przy zatozeniu ciggtosci funkcji kryterialnej, najskuteczniejszymi
metodami uczenia pozostajg gradientowe metody optymalizacyjne,
w ktorych uaktualnianie wektora wag odbywa sie zgodnie ze wzorem

| W(k+1) =W(k) + AW . — \wspolczynnik uczenia
gdzie p(W) = kierunek w przestrzeni

wielowymiarowe] W
AW =n p(W) i |

Uczenie przy zastosowaniu metod gradientowych wymaga
wyznaczenia kierunku p(W), czyli wyznaczenia wektora gradientu

wzgledem wszystkich wag sieci.
[0 - ozhacza gradient

AW = -n O(W)
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Uczenie sieci nieliniowe)j

Na samym poczatku wyznacza sie poprawki dla neuronéw stanowigcych
wyjsciowg warstwe sieci. Dla poszczegolnych sygnatow y_0 istniejg w
ciggu uczacym wzorcowe (oczekiwane) wartosci z_0 , z ktorymi mozna je
porownywac, wyznaczajac bezposrednio btad 6,0 .

5m(i) = ( ym(i) - Zm(i) )
Aw. m) = n 6m(i) d(p(e)[dem(i) yi(i)
dla funkcji logistycznej wzor ten ulega znacznemu uproszczeniu:

Aw; ™M ="-n (2,9 -y, ) (1-y,?)yOy,
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Uczenie sieci nieliniowe]

Dla warstwy ukrytej, przez analogie mozemy zapisac
Aw MO = n & 0 dp(e)de, 0y

ale teraz nie mamy mozliwosci bezposrednego wyznaczenia o, 9.
Zalozmy, ze rozwazany neuron nalezy do warstwy ukrytej, ale sygnaty od
niego docieraja tylko do warstwy wyjsciowej (dla ktorej potrafimy okresli¢
0,0). Wowczas (backpropagation)

o s o
3 0=3 @ MO0

w,,, WU — waga w neuronie o numerze K, przy jego wejsciu m

Rzutowane wstecznie btedy przemnazane sg przez te same wspotczynniki,
przez ktére mnozone byly sygnaty, tyle tylko, ze kierunek przesytania
informac;ji zostaje w tym przypadku odwrocony; zamiast od wejscia do
wyjscia przesyta sie je od wyjscia kolejno w kierunku wejscia.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 33



Uczenie sieci nieliniowe)

WPowyzszg technike propagacji wstecznej bledow nalezy powtarzac
dla kolejno coraz glebszej warstwy sieci.

WKazdy neuron z warstwy ukrytej albo przesyla sygnaty do wartosci
wyjsciowych, albo znajduje sie w jednej z glebszych warstw, wowczas
jego blad mozna oszacowac z chwilg okreslenia btedow dla wszystkich
neuronow w sieci ktore sg odbiorcg jego sygnatow.

B Uaktualnianie wag moze odbywac sie po kazdorazowej prezentacji
probki uczacej lub jednorazowo (w sposob skumulowany) po prezentacji
wszystkich probek tworzacych cykl uczacy.
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Uczenie sieci nieliniowe]

1 1

o .\
\ 0010(1) \ 0010(2)

2
Vy 0y

W,y p\ ) \\>;Q Y,

1
Q. wlN( )

X2 Q)ZZ(Z) ° °

eee o
\ 4
<
<

)
XN W@ Vi L

W sieci feedforward zawsze daje sie okresli¢ takg kolejnosc¢
wstecznej propagacji btedow, ktéra pozwala obliczyc btedy dla
wszystkich elementow sieci.

Uczenie ta metoda jest stosunkowo skuteczne ale powolne.
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Propagacja wsteczna

Algorytm podstawowy jest wolnozbhiezny w sieci
wielowarstwowej, liczne wariacje proponuja jak go
przyspieszycC. Inne cele modyfikacji dotyczg unikania minimow
lokalnych i poprawy zdolnosSci generalizacii.

Istnieje wiele parametrow ktore mozna rozpatrywac w
zakresie usprawnienia ogolnej metody propagacji wstecznej,
wtgcznie z architektura (liczbg warstw, liczbg jednostek w
warstwie), wielkoscig i natura zbioru treningowego i reguta
modyfikacji wag.

Dyskusja dotyczyC bedzie przede wszystkim zmian regut
modyfikacji, utrzymujac architekture bez zmian.
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Metody gradientowe

Poniewaz funkcja kryterialna Q = Q(W), zatem poszukiwanie
minimum moze by¢ dokonywane metoda gradientowa.
Skupiajac uwage na i-tej sktadowe] wektora W, mozemy wiec

zapisac:
0Q

L — Wy = A i —
“i w “ n&ui
0QuY  aQW gyl QU) = L(zl) _ y(i)y2
Ow; 8y(j) Ow; 2

Oy ) . : :
— _(Z(J) _ y(.])) — _50)
&ui
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Funkcje kryterialna

Kwadratowa funkcja kryterialna,

Q:%EW—d2

Nie jest jedyna mozliwosScia.

Mozemy zastgpi¢ czynnik (y-z)?> dowolng inng funkcja rézniczkowalna,
ktora ma minimum jezeli jej argumenty sg sobie rOwne, oraz mozemy
wprowadzi¢ odpowiednig regute modyfikacji.

Bezposrednie rozniczkowanie wskazuje, ze tylko wyrazenie bezposrednio
definiujgce o™ w warstwie wyjsciowe] zmienia sie, a wszystkie pozostate
rownania propagacji wstecznej pozostajg bez zmian.

Do funkcji kryterialnej mozna tez dodacC parametry zmieniajgce jej stromosc
lub pofatdowanie w procesie uczenia.

Spadek gradientu moze byc bardzo powolny, jezeli n jest mate, i moze miec
duze oscylacje jezeli n jest duze.

|
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Skiadnik momentu w funkcji kryterialne]j

Najprostsze podejScie to dodanie momentu, pomyst polega na
nadaniu kazdej wadze pewne| bezwtadnosci, czyli momentu, w
wyniku czego ma ona sktonnos¢ do zmian “kierunku sredniej “
zamiast popadania w oscylacje przy kazdym matym impulsie.

Aw,  =-n0Qlw +a A w, 0
Jezeli 0Q/dw jest prawie state to wowczas
Aw, =-"l/(la) dQ/n .

Przy wartosci wspotczynnika o = 0.9 oznacza to 10-krotny wzrost
efektywnosci wartosci wspootczynnika uczenia, a wiec
przyspieszenie.
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Algorytm najwiekszego spadku

Nie jest tatwo wybraC odpowiednie wartosci parametrow n ia dla
okreslonego problemu. Ponadto najlepsze wartosci w poczatkowe]
fazie uczenia moga nie byC dos¢ dobre pozniej. Spadek gradientu
moze byc¢ bardzo powolny, jezeli n jest mate, i moze mie¢ duze
oscylacje jezeli n jest duze.

Wazne jest aby czynnik momentu nie stat sie dominujacy w
procesie uczenia, gdyz prowadzitoby to do niestabilnosci algorytmu.

Zwykle kontroluje sie zmiany wartosci funkcji celu w procesie uczenia,
dopuszczajgc do jej wzrostu jedynie w ograniczonym zakresie, np.
5%. Jezeli kolejna iteracja nie spetnia tego warunku to krok jest
pomijany. W tym momencie skfadnik gradientowy odzyskuje
dominacje ponad sktadnikiem momentu i proces przebiego zgodnie
z kierunkiem minimalizacji wyznaczonym przez wektor gradientu.
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Algorytm zmiennej metrylki

W metodzie te] wykorzystuje sie kwadratowe przyblizenie funkcji
kryterialnej Q(W) w sasiedztwie znanego rozwigzania \W,.

Mozemy wiec rozwingc:

Q(W+p) = Q(W) + [g(W)]p + 1I2p"™H(W)p

Gdzie g(W) =0 Q =[ 0Q/l0w,, 0Q/0w,, ..., 0Q/dw,, ]" jest wektorem
gradientu, a symetryczna macierz kwadratowa H(W) jest macierza drugich
pochodnych ( 0?Q/(ow, ow,, ) ).

Minimum funkcji wymaga aby dQ(W +p)/dp = 0. Dokonujac

odpowiedniego rozniczkowania otrzymuje sie
g(WJ)+H(W,)p,=0

A wiec ostatecznie

P= '[H(Wk)] * g(Wk)
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Algorytm zmiennej metrylki

W praktyce wyznaczenie hesjanu H(W) w kazdym kroku nie jest

stosowane, stosuje sie przyblizenie hesjanu G(W) oparte na
znajomosci wartosci gradientu g(W), tak aby

G(Wk) (Wk - Wk-l) - g(Wk) —J (Wk-l)
Oznaczmy: Sy = Wk_ Wk-11 Ny = g(Wk) - g(Wk-1)1

Macierz odwrotna przyblizonego hesjanu:
V.= [G(WII', V., =[G(W )]

To wowczas proces uaktualniania wartosci macierzy V, opisuje sie
zaleznoscig rekurencyjng

Vi= Vi + A+ 7V, MI(s T 1) = 81" Vi, + Vi, 1 s 7I(s, " 1)
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Algorytm zmiennej metrylki

Metoda zmiennej metryki charakteryzuje sie zbieznosciag
superliniowa. Jest wiec znacznie lepsza od liniowo zbieznej
metody najwiekszego spadku. Fakt, ze hesjan w kazdym kroku
spetnia warunek dodatniej okreslonosci daje pewnosc, ze spetnienie
warunku g(W,) = 0 odpowiada rozwiazaniu problemu optymalizaciji.

Metoda ta jest uwazana za jedng z najlepszych metod optymalizacji
funkcji wielu zmiennych. Jej wada jest stosunkowo duza ztozonosc
obliczeniowa (koniecznosc¢ wyznaczenia n? elementow hesjanu),

a takze duze wymagania co do pamieci przy przechowywaniu
macierzy hesjanu. Z tego wzgledu stosuje sie ja do niezbyt duzych
sieci.
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Metoda gradientéw sprzezonych

W metodzie tej podczas wyznaczania kierunku minimalizacyjnego
rezygnuje sie z bezposredniej informacji o hesjanie. Kierunek
poszukiwan p, jest konstruowany w taki sposob, aby byt ortogonalny

oraz sprzezony ze wszystkimi poprzednimi kierunkami pg, Py, <oy Pyss
tzn. PTG p, =0 iZ

Wektor p, ktory spetnia powyzsze zalozenia ma postac:
Pk=-9k+Z Bkjpj

Przy czym g,= g(W,) oznacza aktualng wartoS¢ wektora gradientu, a

sumowanie dotyczy poprzednich kierunkdw minimalizacyjnych.
Korzystajgc z warunku ortogonalnosci oraz uwzgledniajgc
sprzezenie miedzy wektorami, mozemy zapisac:

P =-0 T Bk-l Pi1
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Metoda gradientéw sprzezonych

Wspotczynnik sprzezenia odgrywa bardzo waznag role, kumulujgc w
sobie informacje o poprzednich kierunkach poszukiwan. Istnieje wiele
odmiennych regut wyznaczania tego wspotczynnika.

Najbardziej znane z nich to:

Bk-l = ng (gk - gk-l) / (ng-1 gk-l)
Bk-l = ng (gk o gk-l) / ('pk-l gk-l)

Ze wzgledu na kumulacje btedow zaokraglenia podczas kolejnych
cykli obliczeniowych metoda gradientow sprzezonych w praktyce
zatraca whtasciwosc ortogonalnosci miedzy wektorami kierunkow
minimalizacyjnych. Po n-iteracjach przeprowadza sie ponowny start.
Metoda wykazuje zbieznoSc¢ zblizonag do liniowej, jest mniegj
skuteczna niz metoda zmiennej metryki, ale zdecydowanie szybsza
niz metoda najwiekszego spadku.

Stosuje sie jg jako skuteczny algorytm przy duzej liczbie
Zmiennych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 45




Metody doboru wspoétczynnika uczenia

Po okresleniu wiasciwego kierunku p, i wyborze na nim nowego
rozwigzania W, ,, nalezy tak dobrac wartosc n,, aby nowy punkt
rozwigzania W, .= W, +1n,.p, lezat mozliwie blisko minimum funkcji Q(\W)
na kierunku p,.

Wiasciwy wybor wspotczynnika ), ma ogromny wptyw na zbieznosc

algorytmu optymalizacji do minimum funkcji celu.

- przyjecie zbyt matej wartosci ) powoduje niewykorzystanie mozliwosci
zminimalizowania wartosci funkcji celu w danym kroku i koniecznosc
jego powtdrzenia w nastepnym.

- zbyt duzy krok powoduje “przeskoczenie” minimum funkcji i podobny
efekt jak poprzednio.

Empricznym “przepisem” stosowanym w sieciach neuronowych jest dobor
N < min (1/n))
gdzie n, oznacza liczbe wejs¢ i-tego neuronu.
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Zestaw pytan do testu

v" Co to znaczy wsteczna propagacja bteddéw?

v" Podaj znane ci nazwy metod do uczenia wg.
techniki propagacji wstecznej

v' Czy metody wstecznej propagacji btedéw
stosujemy do uczenia sieci liniowych?

|
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ...

Dygresja:
Zaleznie od postaci przyjetej funkcji & (e) sygnat y mozna rozpatrywac jako

binarny y{ 0,1}
bipolarny y 0{-1,1}

Pozornie roznica jest nieistotna, trywialne przeskalowanie. Moze miecC
jednak powazne konsekwencje poniewaz punkty nalezgce do zbioru { 0,1}
sg wierzchotkami jednostkowego hiperszescianu w R", natomiast punkty

nalezgce do zbioru {-1,1} lezg na powierzchni jednostkowej sfery R".
W n-wymiarowej przestrzeni szescian i sfera roznig sie w sposob
zasadniczy.

Porownajmy objetosci:
objetosc szescianu: V_ = a"
objetosc kuli: VvV, =12/ (n/2)! r gdy n jest parzyste
V, =20 i b2((n-1)/2)' [ n! r gdy n jest nieparzyste
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ...

Tak wiec dla jednostkowego boku a, objeto$¢ szescianu jest stata
V. =1, podczas gdy objetosc¢ kuli o jednostkowym promieniu r,V, - 0
dla N - oo,

Wszystkie punkty sfery sg oczywiscie jednakowo odlegte od jej srodka
(odlegtoscia jest promien sfery), natomiast dla szescianu, narozniki sg
odlegte od Srodka o sqrt(n/2) (odlegtosc rosnie).

Szescian coraz bardziej przypomina “jeza”.

W wiekszych wymiarach..... nalezy dosc¢ ostroznie

podchodzic¢ do intuicji geometrycznych.
Czasami warto jest przejs¢ do uktadu w ktorym neuron przyjmuje
wartosc {-1, +1}. Wtedy siec staje sie podobna do ukiadu
magnetycznego, w ktdrym momenty magnetyczne atoméw moga miec
dwa przeciwne kierunki. W opisie takich sieci mozna stosowac¢ metody z
teorii ukladow magnetycznych.
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