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Iteracja, indukcja 1 rekurencja
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Stowem wstepu

O Iteracja, indukcja 1 rekurencja to podstawowe
zagadnienia pojawiajace si¢ przy wielu typach modeli
danych, struktur danych czy algorytmow.
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[teracja

O Zrédlem potegi komputerdw jest zdolnoéé do
wielokrotnego wykonywania tego samego zadania lub
jego roznych wersjt.

O W informatyce z pojeciem iteracji (ang. iteration)
mozna si¢ spotkac przy roznych okazjach. Wiele
zagadnien zwiazanych z modelami danych, np. listami,
opiera si¢ na powtorzeniach typu:

W /ista jest albo pusta, albo skiada si¢ 3 jednego elementu popredzajacego
inny, koleiny element itd....
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[teracja

O Programy i algorytmy wykorzystuja iteracje do
wielokrotnego wykonywania okreslonych zadan bez
koniecznosci definiowania ogromnej liczby
pojedynczych krokow, np. w przypadku zadania

B ykonaj dany krok 1000 razgy.

O Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania

sekwencji operacjt jest wykorzystanie konstrukejt
iteracyjney, jaka jest instrukcja for lub while w jezyku C.
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Prosty przykiad iterac;

O Mamy tablice n liczb catkowitych,
sprawdzamy czy jaka$ liczba catkowita ,,x”
jest elementem tej tablicy.

O Algorytm przeglada cala tablice, po
napotkaniu A[i] = x konczy dzialanie.

O Jezeli A[0] = x to algorytm O(1).
O Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n).
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[teratory

O Iteracje, poza organizacja petli wykonujacych obliczenia,
uzywane sg powszechnie do przetwarzania tablic. Mozliwe jest
przetwarzanie w kolejnosci indekséw malejacych oraz w
kolejnosct indeksow rosnacych.

O Potrzebujemy tez bardziej porecznego mechanizmu,
separujacego logike zwigzang z wyborem elementéw od reszty
kodu. Mechanizm taki zwany jest iteratorem lub
enumeratorem, dostarcza mozliwosci iterowania po dowolnym
zbiorze danych okres§lonym przez jaka$ strukture danych lub inny
bardziej ogblny schemat.

O Iterator ma umozliwi¢ wykonywanie operac]l nastepny,
poprzedni, ostatni, pierwszy, biezacy, itp..

O Iterator to jest pewna koncepcja, 1mp1ementacja zalezy od
jezyka programowania.
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Predykatory

O Iteratorem filtrujacym nazywamy iterator dzialajacy na
bazie innego iteratora 1 procedury klasyfikujace;
(akceptujacej lub odrzucajace) elementy zwracane
przez ten ostatni.

O Procedura taka nosi nazwe predykatora.

O Iterator filtrujacy 1gnoruje wszystkie te elementy ktore
nie spelniaja warunkow okreslonych przez predykator.
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Rekurencja

O Zagadnieniem blisko zwigzanym z powtoérzeniami
(iteracja) jest rekurencja (ang. recursion) — technika, w
ktorej defintuje si¢ pewne pojecie bezposrednio lub
posrednio na podstawie tego samego pojecia.

O Np. mozna zdefiniowac pojecie lista stwierdzeniem:

W /ista jest albo pusta, albo jest sklejeniem elementu i listy

O Definicje rekurencyjne sa szeroko stosowane do
specytikacjt gramatyk jezykow programowania
(patrz nastepne wyklady).
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Rekurencja

ss Zeby zrozumiec rekurencje trzeba najpierw zrozumiec
rekurencje”

(autor nieznany)

O Rozpatrzmy system plikow, jak na dysku komputera. W
systemie tym istnieje katalog najwyzszego poziomu (root), w
ktorym znajdujq sie pliki 1 podkatalogi. Owa zagniezdzona
struktura bywa nazywana powszechnie drzewem katalogow
(directory tree) — drzewo to zakorzenione jest w katalogu
najwyzszego poziomu, za$ pliki moga by¢ uwazane za liscie tego
drzewa.
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Rekurencja

Kazda z galezi moze by¢ traktowana jak inne mniejsze drzewo.

- d - mniejsze
1 IZEWO drzewo

!-
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Rekurencja

O Podobienstwo dwoch obiektéw rézniacych si¢ miedzy
soba skalg lub granulacja jest interesujacq koncepcja
niezwykle uzyteczna w rozwigzywaniu problemow.

O Strategia podzialu oryginalnego problemu na
,,mniejsze” podproblemy tej samej natury - zwana
strategla ,,dziel 1 zwycieza)” (divide and conquer) — jest
jednym z przykladow rekurencii.

O Rekurencja jest w pewnym sensie przykiadem
wielokrotnego wykorzystywania tych samych
rozwiazan: metoda wywoluje sama siebie.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 11 7.11.2011




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlS U] - 2011/2012

Definicja rekurencyjna

O Detinicja rekurencyjna sktada si¢ z dwoch czesct.

m W pierwszej, zwane] podstawowgq lub warunkiem poczatkowym, sg
wyliczone elementy podstawowe, stanowiace czg¢sct sktadowe wszystkich
pozostalych elementow zbioru.

® W drugiej czesci, zwanej krokiem indukcyjnym, sq podane reguly
umozliwiajace konstruowanie nowych obiektéw z elementow
podstawowych lub obiektow zbudowanych wczednie;.

O Reguly te mozna stosowac wielokrotnie, tworzac nowe obiekty.
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Definicja rekurencyjna

Rekurencyjna definicja funkc;ji silnia !
1, jesli n = 0 (podstawa)
ne (n-1)! jesli n > 0 (indukcja)

n! =

Rekurencyjna definicja ciagu Fibonacciego?
F(n) =n jeslin <2
F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2
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Rekurencja

O Rekurencja jest zaimplementowana w wielu jezykach
programowania.
= Np. w jezyku C, funkcja f moze wywolac sama siebie albo
bezposrednio z poziomu funkgji £, albo posrednio wywolujac
inng funkcje (ktora wywoluje inna funkcje, ktora wywotuje
inna funkcje, ... , ktéra wywotuje funkcje f).
O Czesto mozna opracowac algorytmy rekurencyjne,
nasladujac definicje rekurencyjne zawarte w specytfikacji
programu, ktory jest implementowany.
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Definicja rekurencyjna

O Implementacja w jezyku C jest prosta... ale kod
zrodlowy nie sugeruje jak to sie odbywa. Jak funkcja
wywolujaca sama siebie moze w ogole dziatac i jeszcze
dawac prawidtowy wynik?

O Realizacja (pomyst od E. W. Dijkstry) przy pomocy
stosu 1 systemu operacyjnego (patrz nastepne wykltady).
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Funkcja rekurencyjna obliczajacan! dlan >1

int fact(int n)

{if (n<1)
return 1; /*podstawa*/
else
return n - fact(n-1) /* indukcja*/
}
Wywotanie l I Zwrdcenie 24
fact(4) fact(4)
Wywotanie l I Zwrocenie 6
fact(3) fact(3)
Wywotanie | Zwrocenie 2
fact(2) I fact(2)
Wywoftanie | T Zwrdcenie 1
fact(1)
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Rekurencja czy iteracja... czyli nie naduzywaé rekurencji

Jak oblicza¢ cigg Fibonacciego?
F(n) =n jeslin <2
F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2

Iteracja:
IterativeFib (int n) {
if (n <2) return n;
else {
int tmp, current =1, last=0;
for (I=2, i<=n, ++i) {
tmp=current;
current+=last;
last=tmp;

}

return current;

}

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Rekurencja:
Fib (int n)

{
if (n < 2)
return n;

else
return Fib(n-2) + Fib(n-1);

}

Mozna pokazac ze liczba wywolan
funkcji Fib() jest 2:Fib(n+1)-1
w celu obliczenia wartosci Fib(n).

Trzeba mie¢ dobry pomyst
na prosty algorytm iteracyjny.
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Jak rozwija sie rekurencja dla obliczen liczby Fibonacciego!

F(6)

F@ F(3) F(3) F4)
E©O) FO) FO F@Q FO) FQ) F@) F(3)
F@O) F() FO) F@) F@ F1) F(1 FQ)

Obliczenia sa bardzo nieefektywne bo funkcja F()
jest wywolywana 25 razy dla obliczenia 7-go - -

elementu. Powtarzamy wiele razy te same obliczenial
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Rekurencja czy iteracja... czyli nie naduzywaé rekurencji

O Jak oblicza¢ ciag Fibonacciego?
® Fln)=n jeslin <2
® F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslin = 2

liczba Przypisania
& dodawan Algorytm iteracyjny Algorytm rekurencyjny
6 5 15 25
10 9 27 177
15 14 42 1973
20 19 57 21891
25 24 72 242785
30 29 87 2692537

O Algorytm rekurencyjny jest O(2%), to zbyt wysoka cena za prostote! (3-10° wywotari dla
F(30) ).
O Algorytm iteracyjny jest O(n).
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Rekurencja czy iteracja...

O Kazdy problem majacy rozwigzanie rekurencyjne daje
si¢ takze rozwigza¢ w sposoOb iteracyjny, cho¢ jego
rozwiazanie iteracyjne moze by¢ mniej czytelne w
poréwnaniu z rekurencyjnym, a niekiedy wrecz
sztuczne.

O Rekurencja moze by¢ ponadto symulowana w sposob
iteracyjny, przy uzyciu struktur danych zwanych stosami
(patrz dalsze wyklady).
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Rekurencja czy iteracja...

O Istnieje powszechne przekonanie ze nauczenie si¢
programowania iteracyjnego czy tez stosowania
nierekurencyjnych wywotan funkcji jest tatwiejsze niz nauczenie
si¢ programowania rekurencyjnego.

O Po zdobyciu odpowiedniego doswiadczenia,czesto okazuje si¢ ze
programowanie rekurencyjne jest rownie tatwe.

O Programy rekurencyjne sa czesto mniejsze 1 fatwiejsze do
zrozumienia od ich iteracyjnych odpowiednikow.

O Co wazniejsze, niektore problemy (szczegolnie niektore
problemy wyszukiwania) sa znacznie tatwiejsze do rozwigzania
za pomocy programow rekurencyjnych.
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Indukcja

O Zagadnieniem rowniez zwigzanym z iteracja i
rekurencja jest indukcja (ang. induction):

® technika stosowana w matematyce do dowodzenia, ze
twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich
nieujemnych liczb catkowitych n lub, uogolniajac, dla
wszystkich liczb catkowitych > od pewnego
ograniczenia dolnego.
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Indukcja

O Niech S(n) bedzie dowolnym twierdzeniem
dotyczacym liczby catkowite] n. W najprostszej formie
dowodu indukcyjnego (indukcja cze¢éciowa)
twierdzenia S(n) dowodzi si¢ dwoch faktow:
®m  Przypadku podstawowego: za ktory czesto przyjmuje si¢

twierdzenie S(0). Przypadkiem podstawowym moze jednak
byc¢ réwnie dobrze S(k) dla dowolnej liczby catkowitej k.

Dowodzi si¢ wowczas prawdziwosci twierdzenia S(n) dla
n>k.

m  Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sig, ze dla wszystkich
n = 0 (lub wszystkich n = k), prawdziwos$¢ S(n) implikuje
prawdziwos$¢ S(n+1).
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Indukcja zupetna i czedciowa

O Indukcja czesciowa (staba): wykorzystujemy
wylacznie hipoteze indukcyjna S(n) do wykazania
prawdziwosci S(n+1).

O Indukcja zupetna (silna): Mozemy wykorzystac
kazda z wartos$ci S(i), od podstawy az do n do
wykazania prawdziwosct S(n+1).
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Indukcja zupetna 1 czeSciowa

O Dla indukcji zupetnej dowodzimy, ze twierdzenie
S(n), dla wszystkich n = 0 jest prawdziwe na
podstawie dwoch faktow:

®  Przypadku podstawowego: dowodzi si¢ prawdziwosci
S(0) (lub S(k) jezeli to jest przypadek podstawowy)

®m  Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sig, ze dla wszystkich
n=0 (lub wszystkich n=k), ze prawdziwosc¢ twierdzen S(0),
S(1), S(2), ..., S(n) implikuje prawdziwos¢ S(n+1).
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Indukcja zupetna 1 czeSciowa

O Indukcje z wigksza liczba przypadkow
podstawowych:
Niekiedy przydatne jest wykorzystanie wigcej niz
jednego przypadku podstawowego:

®m  Przypadek podstawowy: dowodzi si¢ poprawnosci
wszystkich przypadkow podstawowych, czylt S(i,), S(i,),
S(>,), ---y S({,,)-

®m  Krok indukcyjny: gdzie dowodzi sig, ze dla wszystkich
n=>i_ (lub wszystkich n>k), ze prawdziwos¢ twierdzen S(i,),
S(@,), S(i,), ..., S(n) dla n>i_, implikuje prawdziwosc¢
S(n+1).
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Definicje indukcyjne (raz jeszcze)

O W definicji indukcyjnej (zwane] tez rekursywna) definiuje si¢ jedng lub wiecej klas
reprezentujacych $cisle powigzane ze soba obiekty (lub fakty) na bazie tych samych
obiektow.

O  Definicja rekurencyjna powinna zawierac:
jedna lub wigcej regut podstawowych, z ktorych niektére definiujg pewne obiekty proste,

jedna lub wigcej regut indukeyjnych, za pomoca ktérych definiuje si¢ wicksze obiekty na
bazie mniejszych z tego samego zbioru.

Pl

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 27 7.11.2011




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlS U] - 2011/2012

Definicje indukcyjne

O Istnieje Sciste powigzanie poje¢ dowodow indukeyjnych, definicji
rekurencyjnych oraz programow rekurencyjnych.

O Kazde opiera si¢ na ,,kroku podstawowym” 1, kroku
indukcyjnym”.

O W ,,zwyklych” (,,czesciowych”) indukcjach kolejne kroki zaleza
wylacznie od krokéw poprzednich.

O Czesto zachodzi koniecznosc przeprowadzania dowodow za
pomoca indukcji zupelnej, w ktorej kazdy krok moze zaleze¢ od
wszystkich wczesniejszych.

O Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu
poprawnosci programow lub ich fragmentow
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Elementy technik sortowania

O Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania sekwencjt
operacji jest wykorzystanie konstrukcji iteracyjnej (instrukcje
for, while w jezyku C).

O Przykfad:

® Przypusé¢my ze mamy liste liczb catkowitych (7,4, 2,8,9,7,7, 2, 1).

= Sortujemy te liste (w porzadku niemalejacym) permutujac jq do postaci
(1,2,2,4,7,7,7,8,9).
= Nalezy zauwazy¢, ze sortowanie nie tylko porzadkuje wartodci, tak ze
kazda jest rowna lub mniejsza kolejnej liczbie z listy, ale takze zachowuje
liczbe wystapien kazdej wartosci.
O Algorytm sortujacy pobiera na wej$ciu dowolna liste 1 zwraca jako
wynik liste posortowana. Kazdy element wystepujacy w liscie
pierwotne] wystepuje rowniez w liScie posortowane;.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 29 7.11.2011




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilIS UJ - 2011/2012

Elementy technik sortowania

O Jezeli elementami do posortowania sa liczby catkowite lub

rzeczywiste, symbol ” < oznacza znana wszystkim relacje
mniejszoscl

O Jezeli elementami sa ciagl znakéw, mozna np. stosowac
,»porzadek leksykogratficzny”.

O Jezeli elementy sa skomplikowane (struktury) to mozemy do
posortowania wykorzystac czes¢ kazdego elementu (jedno
konkretne pole).
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Sortowanie przez wybieranie — iteracyjny alg. sortujacy

O Mamy tablice A zawierajaca n liczb
calkowitych ktore chcemy posortowac w
porzadku niemalejacym. Mozna to zrobic
wielokrotnie powtarzajac krok:

® wyszukaj najmniejszy element nieposortowane;
czgscl tablicy

= wymien go z elementem znajdujacym si¢ na
pierwszej pozycji nieposortowanej czg¢sci tablicy
O Pierwsza iteracja: wybiera najmniejszy . .
clement w A[0, n-1], zamienia z clementem na  1teracjach
pozycji A[0]; —_—
O Druga iteracja: wybiera najmniejszy element
w A[l, n-1], zamienia z elementem na pozycjt
A[L];
O Trzecia iteracja: ...

po i+l

9 O 0 | J AN

O I-ta iteracja wymaga przejrzenia (n-i)
elementow.
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Sortowanie przez wybieranie — rekurencyjny alg. sortujacy

O Mamy tablice A zawierajaca n liczb catkowitych ktére
chcemy posortowac w porzadku niemalejacym.

Al0]

O Mozna to robi¢ rekurencyjnie
®  wybieramy najmniejszy element z reszty tablicy A (czyli
z A[i, ..., n-1]),
®  wymieniamy wybrany w poprzednim kroku element z
elementem A[i],
®  sortujemy reszte tablicy czyli A[i+1, ..., n-1].
O Podstawa:
®  Jedlii = n-1, to pozostaje do posortowania jedynie . .
ostatni element tablicy. Poniewaz pojedynczy element ~ 1t€1acj ach

jest zawsze posortowany nie trzeba podejmowac ’
zadnych dzialan.

O Indukcja:

m  Jeslii < n-1, to nalezy znalez¢ najmniejszy element w
tablicy A[i, ..., n-1], Wyrnienic go z elementem A[i] i
rekurency]me posortowac tablice A[i+1,...,n-1]. A[ﬂ—l]

O Kompletny algorytm realizujacy powyzsza rekurencje
rozpoczyna si¢ od i=0.

po i+l

SUIN-IC N IR R NG O R
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie” —
rekurencyjny algorytm sortujacy

O Najlepszy opis sortowania przez scalanie opiera si¢ na
rekurencii 1 ilustruje réwnoczesnie bardzo korzystne
zastosowanie techniki ,,dziel 1 zwycigzaj”.

O Liste (a;, a,, a5, ..., a_) sortuje si¢ dzielagc na dwie listy o
dwukrotnie mme]szych rozmiarach. Nastepnie obie listy sa
sortowane osobno.

Aby zakonczy¢ proces sortowania oryginalnej listy n-elementow,
obie listy zostajg scalone przy pomocy specjalnego algorytmu.

O Scalanie:

= Prostym sposobem scalania dwoch list jest analiza od ich poczatkéw. W
kazdym kroku nalezy znalez¢ mniejszy z dwoéch elementéw bedacych
aktualnie na czele list, wybrac go jako kolejny element faczonej listy 1
usunac go z “pierwotnej listy”’; wskazujac na kolejny pierwszy element. W
przypadku rownych pierwszych elementéw mozna dodawac je do
laczonej listy w dowolnej kolejnosci.
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie” —
rekurencyjny algorytm sortujacy

O Podstawa:

m Jesli lista do posortowania jest pusta lub jednoelementowa,
zostaje zwrocona ta sama lista — jest ona juz posortowana.

O Krok indukcyjny:
® Jezeli lista ma nie mniej niz 2 elementy to podziel liste na
dwie (np. elementy o parzystym indeksie 1 elementy o
nieparzystym indeksie).
Posortuj kazda z dwoch list osobno 1 scal.
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie — przykfad

O Dzielenie:
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie — przykfad

O Scalanie:

/ 122477789 \

12779 2478
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Techniki sortowania

O Istnieje wiele réznych sposobow sortowania:
m sortowanie przez wybieranie jest latwym ale wolnym sposobem sortowania,
® sortowanie przez scalanie jest szybszym ale tez bardziej skomplikowanym
algorytmem,
® inne algorytmy sortowania: patrz nastepne wyklady.
O Mozna pokazac ze algorytm sortowania przez wybieranie zachowuje si¢ jak
O(n?), natomiast algorytm sortowania przez scalanie O(n log n).

O To sa tylko ograniczenia gérne, w praktyce juz dla kilkudziesigciu elementéw
sortowanie przez scalanie jest szybsze.

O Dla malych n algorytm sortowania przez wybieranie jest szybszy niz
sortowania przez scalanie. Wobec tego optymalne bedzie uzywanie go jako
elementu algorytmu sortowania przez scalanie.

O Czesto rozwazamy modyfikacje algorytmu sortowania przez scalanie, w ktorej
doprowadzamy do podziatu na n/k list, a kazda z nich sortujemy przez
wybieranie (a wiec nie doprowadzamy az do list 2-elementowych!).
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Podsumowanie

O

O

Jak wskazuje praktyka programistyczna, wigkszos¢ algorytméw daje si¢
zaliczy¢ do jednej z dwoch kategorii: pierwszg z nich tworza algorytmy o
charakterze iteracyjnym, druga — zdecydowanie mniejsza — o charakterze
rekurencyjnym.

Dla wielu problemow znane jest tylko rozwigzanie rekurencyjne.

Istnieje $cisle powiazanie dowodow indukceyjnych, definicji rekurencyjnych
oraz programow rekurencyjnych. Kazde opiera si¢ na podstawie i kroku
indukcyjnym.

W' indukcjach czesciowych kolejne kroki zaleza wylacznie od krokéw
poprzednich.

Czesto zachodzi konieczno$¢ przeprowadzania dowodéw za pomoca indukcjt
zupelnej, w ktorej kazdy krok moze zaleze¢ od wszystkich wczedniejszych.

Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu poprawnosci dzialania
programow lub ich fragmentow.
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Czas dziatania programu

O

Dla konkretnych danych wejsciowych jest wyrazony liczba
wykonanych prostych (elementarnych) operacji lub “krokow™.
Jest dogodne zrobienie zalozenia ze operacja elementarna jest
maszynowo niezalezna.

Kazde wykonanie i-tego wiersza programu jest rowne c;, przy
czym c; jest stala.

Kiedy algorytm zawiera rekurencyjne Wywolanle samego
siebie, jego czas dzialania mozna czesto opisac zalezno$cia
rekurency]na (rekurencja) wyrazajaca czas dla problemu rozmiaru
n za pomocy czasu dla podprobleméw mniejszych rozmiarow.

Mozemy wiec uzy¢ narzedzi matematycznych aby rozwigzac
rekurencje 1 w ten sposob otrzymac oszacowania czasu dziatania
algorytmu.
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Rekurencja dla algorytmu typu “dziel i zwyciezaj”

O Rekurencja odpowiadajaca czasowi dziatania algorytmu typu
“dziel 1 zwycieza)” oplera si¢ na podziale jednego poziomu
rekursji na trzy etapy.

® Niech T(n) bedzie czasem dzialania dla jednego problemu rozmiaru n.

® Jesli rozmiar problemu jest odpowiednio maly, powiedzmy n = c dla
pewnej stalej ¢, to jego rozwigzanie zajmuje staly czas, co zapiszemy jako
O®).

m Zalézmy ze dzielimy problem na a podprobleméw, kazdy rozmiaru n/b.
Jesli D(n) jest czasem dzielenia problemu na podproblemy, a C(n)
czasem scalania rozwiazan podproblemow w pelne rozwigzanie dla
oryginalnego problemu, to otrzymujemy rekurencije

0 T(n) = O®1) jeslin < c
= T()=aT(n/b)+ D(n)+ C(n) wprzeciwnym przypadku
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Rekurencja dla algorytmu typu “dziel 1 zwycigza)”

O Przyktad: algorytm sortowania przez scalanie
m dziel: znajdujemy $rodek przedziatu, zajmuje to czas staly
D(n)=0(1),
m zwyciezaj: rozwigzujemy rekurencyjnie dwa podproblemy,
kazdy rozmiaru n/2, co daje czas dziatania 2 T(n/2),
m pofacz: dziala w czasie ®@(n), a wiec C(n)=0(n).
O Ostatecznie:
= T(n) = O(1) jesli n=1
" T(n) =2T(n/2)+O1)+O(n) jeslin>1
O Rozwiazaniem tej rekurencji jest T(n) = ®(n log n).
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Metody rozwiazywania rekurencj

O Metoda podstawiania:
m zgadujemy oszacowanie, a nastepnie dowodzimy przez
indukcje jego poprawnosc.
O Metoda iteracyjna:

m przeksztalcamy rekurencje na sume, korzystamy z technik
ograniczania sum.

O Metoda uniwersalna;:

B stosujemy oszacowanie na rekurencj¢ majace postac
T(n) = a T(n/b) + f(n), gdzie a=1, b>1, a f(n) jest dana
funkcja.
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Metoda podstawiania

O Polega na zgadnigciu postaci rozwigzania, a nastepnie
wykazaniu przez indukcje, ze jest ono poprawne.
Trzeba tez znalez¢ odpowiednie stale. Bardzo
skuteczna, stosowana tylko w przypadkach kiedy tatwo
jest przewidzie¢ postac rozwigzania.
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Metoda podstawiania

O Przyktad:

® Postac rekurencji:
T(n) =2T(n/2) + n

m Zgadnicte rozwiazanie:
T(n) = O(n log n)

® Podstawa:
n=2; T(1)=1; T(2)=4;

= Indukcja:
T(n) <2 (c(n/2)log(n/2)) + n < cnlog(n/2) +n
T(n) < cnlog(n/2) + n = cnlog(n) — cnlog(2) + n
T(n) < cnlog(n) —cnlog(2) + n=cnlog (n)—cn+n
T(n) < cnlog (n) —cn + n < cn log(n)

spetnione dla c>=1;
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Metoda iteracyjna

O Polega na rozwijaniu (iterowaniu) rekurencji 1 wyrazanie
jeJ jako sumy skladnikéw zaleznych tylko od n
warunkow brzegowych. Nastepnie moga byc¢ uzyte

techniki sumowania do oszacowania rozwiazania.
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Metoda iteracyjna

O Przyktad:

m Postac rekurencji:
T(n) = 3T(n/4) + n
m Iterujemy:
Tn) =n+ 3T(n/4) =n + 3((n/4) +3T(n/16)) =n + 3 (n/4) + 9T(n/106)
Tin) =n+ 3 (/4 +9Tn/16) =n+3n/4+9n/16 + 27 T(n/64)
O Iterujemy tak dlugo az osiagniemy warunki brzegowe.
Sktadnik i-ty w ciagu wynosi 3' n/4i,
[terowanie koficzymy, gdy n=1lub n/4! =1 (czyli i > log,(n)).
T(n) <n+3n/4 +9n/16 + 27n/64 + ..... + 318" O(1)
T(n)< 4n + 308, (1) = O(n)
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Metoda iteracyjna

O Metoda iteracyjna jest zazwyczaj zwigzana z duza loscia
przeksztalcen algebraicznych, wiec zachowanie prostoty
nie jest tatwe.

O Punkt kluczowy to skoncentrowanie si¢ na dwoch
parametrach:

m liczbie iteracji koniecznych do osiagniecia warunku
brzegowego

® oraz sumie skladnikow pojawiajacych sie w kazdej iteracii.
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Drzewa rekursji

O Pozwalaja w dogodny sposob zilustrowac rozwijanie
rekurencit, jak rowniez ulatwia stosowanie aparatu
algebraicznego stuzacego do rozwigzywania tej

rekurencii.
O Szczegdlnie uzyteczne gdy rekurencja opisuje algorytm
typu “dziel 1 zwycigzaj”.
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Drzewo rekursji dla algorytmu ,,dziel i zwyciezaj

T(n) =2 T(n/2) + n?

> 1

/n2 \ /(rl/ 2)> (n/ 2)> > Y2 n?

T(n/2) T(n/2) T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4) — 1/4n?

stateczny wynik: T(n) — ®(n2) W sumie: @(nz)
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Drzewa rekursji

(n) =T(n/3) + T2n/3) + n

A

k= log, !

- -

n/9 2n/9  2n/9  4n/9 > n

v

Dzielimy tak dtugo az n (2/3)k=1=> n = (3/2)k w sumie ®@(n log(n))
=>k = log; ,(n) = 10g;,(2) * log(n)
ostateczny wynik: T(Il) @(Il log(n))
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Metoda rekurencji uniwersalne;j

O Metoda rekurencji uniwersalnej podaje “uniwersalny
przepis” rozwigzywania rownania rekurencyjnego
postact:

®m T(n) =aT(n/b) + f(n)

O gdzie a=11b>1 sg stalymi, a f(n) jest funkcja
asymptotycznie dodatnia.

O Za warto$¢ (n/b) przyjmujemy najblizsza liczbe
calkowita (mniejsza lub wicksza od wartosci doktadney).
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Metoda rekurencji uniwersalne;j

O Rekurencja opisuje czas dzialania algorytmu, ktory
dzieli problem rozmiaru n na a problemow, kazdy
rozmiaru n/b, gdzie a i b s3 dodatnimi statymi.

O Kazdy z a probleméw jest rozwiazywany rekurencyjnie

w czasie T(n/b).

O Koszt dzielenia problemu oraz taczenia rezultatow
cze$ciowych jest opisany tunkcja f(n).
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalne;

O Niech a211b>1 beda stalymi, niech f(n) bedzie pewna funkeja 1
niech T(n) bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb
calkowitych przez rekurencje

T(n) = a T(n/b) + f(n)
gdzie (n/b) oznacza najblizsza liczbe catkowita do wartosci
doktadnej n/b.
O Wtedy funkcja T(n) moze by¢ ograniczona asymptotycznie w
nastepujacy sposob:
= Jedli f(n) = O(n'°2,*®) dla pewnej statej €>0, to T(n) = O(n'°8p?).
= Jesli f(n) = O(nl°%p?) to T(n) = O(n'°%? log n).
= Jedli f(n) = n'°8y3*¢ dla pewnej statej €>0 i jesli af(n/b) < cf(n) dla
pewnej statej <11 wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) = O(f(n)).
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalne;

O “Intuicyjnie...”:
® W kazdym z trzech przypadkéw porownujemy funkcije f(n) z
funkcja n'°8p2, Rozwiazanie rekurencii zalezy od wigkszej z
dwoch funkcit.

= Jesli funkcja n'°8p? jest wigksza, to rozwiazaniem rekurencii
jest:
T(n) = O(n'°%?).
m Jesli funkcje sq tego samego rzedu, to mnozymy przez log n 1
rozwigzaniem jest:
T(n) = O(n'°%? log n) = T(n) = O(f(n) log n).
m Jesl f(n) jest wigksza, to rozwigzaniem jest:
T(n) = O(f(n)).
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Przyktad

O0T(mn)=9T(n/3) +n
a=9,
b=3,
f(n)=n,
a zatem n'°8p? = nl°g3? = O (n?).

O Poniewaz f(n)=0(n'837%), odzie €=1, mozemy
zastosowac przypadek 1 z twierdzeniai wnioskowac ze
rozwigzaniem jest T(n) = @(n?).
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Przyktad

O0T(n) = T(2n/3) +1
a=1,
b=3/2,
f(n)=1,
a zatem nl°8p2 = nlog3 1l = nl =1,
O Stosujemy przypadek 2, gdyz f(n) = @(n'°%p?* ) = O (1),
a zatem rozwigzaniem rekurencji jest T(n) = ®(log n) .
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Przyktad

O T(n) = 3T(n/4) + nlogn
a=3,
b=4,
f(n)=n log n,
a zatem n'°8p? = nl°gg = O(n%7),
O Poniewaz f(n) = Q(n'°8*¢) | odzie € = 0.2, wiec stosuje si¢
tuta) przypadek 3, jesli mozemy pokazac ze dla f(n) zachodzi

warunek regularnodci.
Dla dostatecznie duzych n:

af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) < (3/4)nlog(n) = c f(n)
dla c=3/4.

O Warunek jest spetniony 1 mozemy napisac ze rozwizzaniem

rekurencjt jest T(n) = ®(nlog n).
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Przyktad

O T(n) = 2T(n/2) + nlog n

a=2,

b=2,

f(n)=n log n,
a zatem n'°%p? = n,

O Wydaje si¢ ze powinien to by¢ przypadek 3, gdyz f(n)=n log n
jest asymptotycznie wigksze niz nl°8,* = n, ale nie wielomianowo
wigkszy.

O Stosunek f(n)/ n'°%?* = (n log n)/n = log n jest asymptotycznie
mniejszy niz nf dla kazdej dodatniej stalej €.

O W konsekwencji rekurencja ta “wpada” w luke miedzy
przypadkiem 21 3.
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Rekurencja

O Rekurencje byly badane juz w 1202 roku przez L.
Fibonacciego, od ktérego nazwiska pochodzi nazwa
liczb Fibonacciego.

O A. De Moivre w 1730 roku wprowadzit pojecie funkeji
tworzacych do rozwigzywania rekurencii.
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