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Model danych oparty na drzewach

O Istnieje wiele sytuacjt w ktorych przetwarzane
informacje maja strukture hierarchiczna lub

zagniezdzona, jak drzewo genealogiczne lub diagram
struktury organizacyjne;.

O Abstrakcje modelujace strukture hierarchiczna

nazywamy drzewem — jest to jeden z najbardziej
podstawowych modeli danych w informatyce.
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Podstawowa terminologia

O Drzewa sg zbiorami punktéw, zwanych weztami lub
wierzcholkami, oraz polaczen, zwanych krawedziami. ¢

O Krawedz taczy dwa rézne wezly.

O Aby struktura zbudowana z wezlow polaczonych
krawedziami byla drzewem musi spetnia¢ pewne warunki:

W kazdym drzewie wyrézniamy jeden wezel zwany
korzeniem n, (ang. root)
= Kazdy wezel ¢ nie bedacy korzeniem jest polaczony

krawedzia z innym wezlem zwanym rodzicem p (ang.
parent) wezla c. Wezel ¢ nazywamy takze dzieckiem (ang.

0 (
= KaZc_iy wezel ¢ nie bedacy korzeniem ma doktadnie jednego

rodzica.
m  Kazdy wezel ma dowolna liczbe dzieci.

= Drzewo jest spojne (ang. connected) w tym sensie ze jezeli
rozpoczmemy analiz¢ od dowolnego wezla c nie b@dacego .
korzeniem 1 przejdziemy do rodzica tego wezta, nastepnie ng = dziecko n,
do rodzica tego rodzica, itd., osiagniemy w konicu korzen.

n, = rodzic n,, ns, n,
n, = rodzic ns, ng

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 3 16.11.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlIS UJ - 2010/2011

Rekurencyjna definicja drzew

O  Podstawa: Pojedynczy wezel n jest drzewem.
Mowimy ze n jest korzeniem drzewa zlozonego z
jednego wezla.

O  Indukcja: Niech r bedzie nowym weztem oraz niech
T,T,, ..., T, beda drzewami zawierajqcymi
odpow1edn10 korzeme Cpy Cpy ++5 € Zalozmy ze
zaden wezel nie wystepuje ch;ce] niz raz w drzewach
Ty, Ty ooy Ty, otaz ze 1, bedacy ,,nowym” wezlem,
nie WYStqu]C w zadnym z tych drzew. Nowe drzewo
T tworzymy z wezta r i drzew Ty, T, ..., Ty w

nastepujacy sposob: a @ ‘ @
m  wezel r staje si¢ korzeniem drzewa T;

®  dodajemy k krawedzi, po ]edne] taczac r z kazdym z
wezlow ¢, ¢y, ...y €, Otrzymujac w ten sposob
strukture w ktore] kazdy z tych weztow jest dzieckiem
korzenia r. Inny sposob interpretacji tego kroku to
uczynienie z wezla r rodzica kazdego z korzeni drzew
T, T, ..., T,.

1
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Podstawowa terminologia

O Relacje rodzic-dziecko mozna w naturalny sposob rozszerzyc do relacji
przodkow i potomkow.

O Sciezka nazywamy ciag wezléw, takich ze poprzedni jest rodzicem
nastepnego. Wezly na Sciezce to potomkowie (przodkowie). Jezeli ciag weztow
(n,, n,, ..., n,) jest Sciezka, to dfugos¢ sciezki wynost k-1. (dtugosc¢ $ciezki dla
pO}edynczego wezla wynost 0). Jezeli $ciezka ma dlugos¢ >=1, to wezel m,
nazywamy wlasciwym przodkiem wezta m, a wezel my wlascwvym
potomkiem wezta m,.

O W dowolnym drzewie T, dowolny wezel n wraz z jego potomkami nazywamy
poddrzewem.

O Lisciem (ang. leaf) nazywamy wezel drzewa ktory nie ma potomkéw.

O Wezel wewnetrzny to taki wezel ktéry ma jednego lub wigksza liczbe
potomkow.

O Wysokos¢ drzewa to dlugos¢ najdtuzszej Sciezki od korzenia do liScia.
O Glebokos¢ wezta to dlugos¢ drogt od korzenia do tego wezla.
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Drzewa zaetykietowane | drzewa wyrazen.

O Drzewo zaetykietowane to takie w ktérym z kazdym
wezlem drzewa zwigzana jest jakas etykieta lub warto$¢.
Mozemy reprezentowac wyrazenia matematyczne za pomoca
drzew zaetykietowanych.

O Definicja drzewa zaetykietowanego dla wyrazen T1 T2
arytmetycznych zawierajacych operandy dwuargumentowe
+,-,*,/ oraz operator jednoargumentowy -. E, +E,

m Podstawa: Pojedynczy operand niepodzielny jest wyrazeniem.

Reprezentujace go drzewo sklada si¢ z pojedynczego wezla,
ktérego etykieta jest ten operand.

® Indukcja: Jesli E, oraz E, sa wyrazeniami reprezentowanymi
odpowiednio przez drzewa T, T,, wyrazenie (E, + E,)
reprezentowane jest przez drzewo ktérego korzeniem jest wezel
o etykiecie +. Korzen ten ma dwoje dzieci, ktorego korzeniami
sa odpowiednio korzenie drzew T, T,.

(= Ey)
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Konstrukcja drzew wyrazen

PR

(x+10) (-(x+10)) (y*-(x+10) )
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Struktura danych dla drzew

O Do reprezentowania drzew mozemy uzywac wiele roznych
struktur danych. Wybor odpowiedniej struktury zalezy od
konkretnych operacji ktore planujemy wykona¢ na budowanych
drzewach.

O Przyktad:

® Jezeli jedynym planowanym dzialaniem jest lokalizowanie rodzicéw
danych wezléw, zupelnie wystarczajaca bedzie struktura sktadajaca si¢ z
etykiety wezla 1 wskaznika do struktury reprezentujacej jego rodzica.
O W ogolnosct, wezly drzewa mozemy reprezentowac za pomoca
struktur, ktorych pola faczgq wezly w drzewa w sposodb podobny
do laczenia za pomoca wskaznika do struktury korzenia.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8 16.11.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlIS UJ - 2010/2011

Struktura danych dla drzew

O Kiedy mowimy o reprezentowantu drzew, w pierwsze] kolejnosci mamy na
mysli sposob reprezentowania weziow.

O Roznica miedzy reprezentacjami dotyczy miejsca w pamiect komputera gdzie
przechowywana jest struktura zawierajaca wezly.

O W jezyku C mozemy stworzy¢ przestrzen dla struktur reprezentujacych
wierzchotki za pomoca funkcji malloc ze standartowej biblioteki stdhlib.h,

co powoduje, ze do umieszczonych w pamieci weztdow mamy dostep tylko za
pomoca wskaznikow.

O Rozwiazaniem alternatywnym jest stworzenie tablicy struktur i wykorzystanie
jej elementéw do reprezentowania weztéw. Mozemy uzyskac dostep do
wezlow nie wykorzystujac Sciezek w drzewte.

O Wada jest z gory okredlony rozmiar tablicy (musi istnie¢ ograniczenie
maksymalnego rozmiaru drzewa).
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Tablica wskaznikdw jako reprezentacja drzewa

O Jednym z najprostszych sposobow reprezentowania drzewa jest wykorzystanie dla
kazdego wezla struktury sktadajacej si¢ z pola lub pél reprezentujacych etykiete oraz
tablicy wskaznikéw do dzieci tego wezla.,

typedef struct NODE *pNODE .
struct NODE{ iwiie
int info;
oNODE children[BF: Po P1

be—l

O Info reprezentuje etykiete wezta,

O Stala bf jest rozmiarem tablicy wskaznikow. Reprezentuje maksymalna liczbe
dzieci dowolnego wezla, czyli czynnik rozgatezienia (ang. branching factor).

O i-ty element tablicy reprezentujacej wezel zawiera wskaznik do i-tego dziecka tego
wezla.

O Brakujace polaczenia mozemy reprezentowaé za pomoca wskaznika pustego NULL.
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Reprezentacje drzewa

O Wykorzystujemy liste jednokierunkowag
reprezentujaca dziect wezla. Przestrzen zajmowana
przez liste jest dla wezla proporcjonalna do liczby jego
dzieci.

O Znaczacq wadg tego rozwigzania jest efektywnosc
czasowa — uzyskanie dostepu do i-tego dziecka wymaga
czasu O(1), poniewaz musimy przejS¢ przez cala liste o
dtugosci i-1, by dostac si¢ do i-tego wezla.

O Dla poréwnania, jezeli zastosujemy tablice wskaznikow
do dzieci, do i-tego dziecka dostajemy si¢ w czasie
O(1), niezaleznie od wartosci 1.
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Reprezentacje drzewa

O W reprezentacjt drzew zwanej skrajnie lewy potomek-
prawy element siostrzany (ang. left-most-child-right-
sibling), w kazdym wezle umieszczamy jedynie
wskazniki do skrajnie lewego dziecka; wezel nie zawiera
wskaznikéw do zadnego ze swoich pozostatych dziect.

O Aby odnalez¢ drugi 1 wszystkie kolejne dzieci wezta n,
tworzymy liste jednokierunkowa tych dzieci w ktore;
kazde dziecko ¢ wskazuje na znajdujace sie
bezposrednio po jego prawej stronie dziecko wezta n.

O Wskazany wezel nazywamy prawym elementem
siostrzanym wezla c.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12 16.11.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlIS UJ - 2010/2011

Reprezentacje drzewa

Drzewo ztozone z 7 wezlow

info — etykieta

leftmostChild — informacja o wezle
rightSibling — cz¢s¢ listy jednokierunkowe;
dzieci rodzica tego wezta

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Reprezentacja skrajnie lewy
potomek-prawy element siostrzany

typedef struct NODE *pNODE;
struct NODE{
int info;
pNODE leftmostChild, rightSibling;
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Reprezentacje drzewa

O Reprezentacja oparta na tablicy wskaznikoéw umozliwia nam
dostep do i-tego dziecka dowolnego wezta w czasie O(1). Taka
reprezentacja wigze si¢ jednak ze znacznym marnotrawstwem
przestrzeni pamigciowej, jesli tylko kilka weztéw ma wiele dzieci.
W takim wypadku wigkszo$¢ wskaznikéw w tablicy children
bedzie rtobwna NULL.

O Reprezentacja skrajnie lewy potomek-prawy element
siostrzany wymaga mniejszej przestrzent pamieciowe]. Nie
wymaga rowniez istnienia maksymalnego czynnika rozgalezienie
wezlow. Mozemy reprezentowac wezly z dowolna wartoscia
tego czynnika, nie modyfikujac jednoczesnie struktury danych.
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Rekurencja w drzewach

O Uzyteczno$¢ drzew wynika z liczby
mozliwych operacji rekurencyjnych,
ktore mozemy na nich wykonac¢ w

naturalny i jasny sposob (chcemy @
drzewa przegladac).
O Prosta rekurencja zwraca etykiety
wezlow w porzadku wzdtuznym (ang. @ @ @
pre-order listing), czyli: korzen, lewe
poddrzewo, prawe poddrzewo. @ @ @
O Inna powszechnie stosowana metoda

do przegladania wezlow drzewa jest
tzw. przeszukiwanie wsteczne (ang.
post-order listing), czyli lewe
poddrzewo, prawe poddrzewo, korzen.
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Drzewa binarne

O W drzewie binarnym wezel moze mie€ co najwyzej dwoje
bezposrednich potomkow.
O Rekurencyjna definicja drzewa binarnego:

O Podstawa:
® Drzewo puste jest drzewem binarnym.
O Indukcja:

m Jesli r jest weztem oraz T, T, sq drzewami binarnymi, istnieje drzewo binarne z
korzeniem r, lewym poddrzewem T, i prawym poddrzewem T, Korzen drzewa
T, jest lewym dzieckiem wezla r, chyba ze T jest drzewem pustym Podobnie
korzen drzewa T, jest prawym dzieckiem WQzla r, chyba ze T, jest drzewem
pustym.

m Wickszos$¢ terminologii wprowadzonej przy okazji drzew stosuje si¢ oczywiscie
tez do drzew binarnych.

O Roznica: drzewa binarne wymagaja rozroznienia lewego od prawego dziecka,
zwykle drzewa tego nie Wymaga]at Drzewa binarne to NIE sg zwykle drzewa,
w ktorych wezly moga mie¢ co najwyzej dwoijke dzieci.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

O Jest to zactykictowane drzewo binarne dla ktorego etykicety naleza do zbioru w
ktorym mozliwe jest zdefiniowanie relacji mniejszosci.

O Dla kazdego wezta x spelnione sg nastgpujace wiasnosc:

m wszystkie wezly w lewym poddrzewie maja etykiety mniejsze od etykiety wezta x

m wszystkie w prawym poddrzewie maja etykiety wigksze od etykiety wezla x.
O Wyszukiwanie elementu:

m Podstawa;

Jesli drzewo T jest puste, to na pewno nie zawiera elementu x.
Jesli T nie jest puste i szukana wartos$¢ x znajduje si¢ w korzeniu, drzewo zawiera x

® Indukcja:

Jesli T nie jest puste, ale nie zawiera szukanego elementu x w korzeniu, niech y bedzie
elementem w korzeniu drzewa T.

Jesli x<y, szukamy wartosci x tylko w lewym poddrzewie korzenia y.
Jesli x>y, szukamy warto$ci x tylko w prawym poddrzewie korzenia vy.
O Wlasnosc¢ drzewa przeszukiwania binarnego gwarantuje, ze szukanej
wartosci x na pewno nie ma w poddrzewie, ktorego nie przeszukujemy
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Drzewa przeszukiwania binarnego

O Wstawianie elementu:

m Podstawa:

Jesli drzewo T jest drzewem pustym, zastepujemy T drzewem
sktadajacym si¢ z pojedynczego wezta zawierajacego element x.

Jesli drzewo T nie jest puste oraz jego korzen zawiera element x, to x
znajduje si¢ juz w drzewie 1 nie wykonujemy zadnych dodatkowych
krokow.

® Indukcja:

Jesli T nie jest puste 1 nie zawiera elementu x w swoim korzeniu,
niech y bedzie elementem w korzeniu drzewa T.

Jesli x<y, wstawiamy warto$¢ x do lewego poddrzewa T.

Jesli x>y, wstawiamy warto$¢ x do prawego poddrzewa T.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

O Usuwanie elementu:

O Usuwanie elementu x z drzewa przeszukiwania binarnego jest zadaniem nieco
bardziej skomplikowanym od znajdowania czy wstawiania danego elementu.
Musimy zachowac¢ wlasno$¢ drzewa przeszukiwania binarnego.

O Lokalizujemy x, oznaczmy wezel w ktoérym sie on znajduje poprzez v.

m Jesli drzewo nie zawiera X to nie robimy nic.

m Jezeli v jest liSciem to go usuwamy.

m Jesli v jest wewnetrznym weztem 1 wezel ten ma tylko jedno dziecko,
przypisujemy weztowi v wartos¢ dziecka v, a nastepnie usuwamy dziecko v. (W

ten sposob ze dziecko dziecka v, staje si¢ dzieckiem v, a rodzicem dziecka
dziecka v staje si¢ v).

m Jezeli wezel v ma dwoje dziect, oznaczmy poprzez y najmniejszg warto§¢ w
prawym poddrzewie v. Nastepnie przypisujemy weztowi v warto$¢ y, 1 usuwamy y
z prawego poddrzewa v.
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Drzewa binarne

Zdegenerowane drzewo

) Pelne drzewo binarne
binarne

Wysokos$¢ drzewa ztozonego z k-weztdw to k-1. Drzewo o wysokosci h ma k=2"1-1 wezlow.

Czyli h = O(k). Czyli h = O(log k).

Operacje insert, delete, find wymagaja srednio Operacje insert, delete, find wymagaja $rednio
O(k). O(log k).
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Stownik

O Czesto stosowang w programach komputerowych struktura danych jest zbior,
na ktorym chcemy wykonywac operacje:

® wstawianie nowych elementéw do zbioru (ang. insert)
® usuwanie elementéw ze zbioru (ang. delete)

m wyszukiwanie jakiego$ elementu w celu sprawdzenia, czy znajduje si¢ w danym
zbiorze (ang. find)

O Taki zbior bedziemy nazywaé sfownikiem (niezaleznie od tego jakie elementy
zawlera). Drzewo przeszukiwania binarnego umozliwia stosunkowo efektywna
implementacje stownika.

O Czas wykonania kazdej z operacji na stowniku reprezentowanym przez
drzewo przeszukiwania binarnego zlozone z n wezléw jest proporcjonalny do
wysokosct tego drzewa h.

Abstrakceyjny typ danych = stownik
Abstrakcyjna implementacja = drzewo przeszukiwania binarnego
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Drzewa binarne czesciowo uporzadkowane

O Jest to zaetykietowane drzewo

binarne o nast¢pujacych @
wlasnosciach:
m Btykietami wezlow sg elementy z
przypisanymi priorytetami; priorytet moze @ @

by¢ wartoscig elementu lub przynajmnie;

jednego z jego komponentéw. ° a a °

® Element przechowywany w wezle musi
mie¢ co najmniej tak duzy priorytet jak e e °
element znajdujacy si¢ w dzieciach tego
wezla. Element znajdujacy si¢ w korzeniu

dowolnego poddrzewa jest wiec
najwickszym elementem tego poddrzewa.
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Kolejka priorytetowa

O Inny typ danych to zbior elementow, z ktorych kazdy jest zwiazany z
okreslonym priorytetem. Przykladowo elementy moga by¢ strukturami, zas
priorytet moze by¢ wartoscia jednego z pdl takiej struktury. Chcemy

wykonywac operacje:

® wstawianie nowych elementéw do zbioru (ang. insert)

® znalezienie 1 usuniecie ze zbioru elementu o najwyzszym priorytecie (ang.
deletemax)

O Taki zbi6r bedziemy nazywac kolejka priorytetowa (niezaleznie od tego jakie
elementy zawiera).

O Drzewo binarne czg¢sciowo uporzadkowane umozliwia stosunkowo efektywna
implementacje kolejki priorytetowe;.

O Efektywna (uzywajac kopca) tzn. O(log n).

Abstrakcyjny typ danych = kolejka priorytetowa

Abstrakcyjna implementacja = zréwnowazone drzewo binarne cz¢$ciowo uporzadkowane
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Zrownowazone drzewa czesciowo uporzgdkowane i kopce

O Mowimy ze drzewo uporzadkowane jest ztOwnowazone (ang.
balanced), jesli na wszystkich poziomach poza najnizszym
zawiera wszystkle mozliwe wezly oraz liScie na najnizszym
poziomie s3 ulozone od lewej strony. Spetnienie tego warunku
oznacza, ze jesli drzewo sklada si¢ z n weztow, to Zadna
sciezka od korzenia do ktoregokolwiek z tych weztow nie
jest dtuzsza niz log,n.

O Zréwnowazone drzewa cze¢$ciowo uporzadkowane mozna
implementowac za pomoca tablicowej struktury danych zwanej
kopcem (ang. heap), ktora umozliwia szybka 1 zwiezla
implementacje kolejek priorytetowych. Kopiec jest to po prostu
tablica A, ktorej sposob indeksowania reprezentujemy w
specyﬁczny sposob. Zapisuje si¢ kolejne poziomy, zawsze
porzadkujac od lewej do prawe;.
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Zrownowazone drzewa czesciowo uporzgdkowane i kopce
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Stog dla zrownowazonego Czesciowo uporzgdkowanego
drzewa.

Alll A2l A[B] A4 A[B]  Al6] A7l A[8]  A[9] A[l0]

18 18 16 9 7 1 9 3 7 5
O Rozpoczynamy od korzenia A[1]; nie wykorzystujemy

A[0].
O Po korzeniu zapisujemy kolejne poziomy, w kazdym

poziomie wezly porzadkujemy od lewej do prawe;. @

O Lewe dziecko korzenia znajduje si¢ w A[2]; prawe
dziecko korzenia umieszczamy w A[3].

O W ogolnosci, lewe dziecko wezta zapisane w A[i] @ @
znajduje si¢ w A[2i], prawe dziecko tego samego wezta
znajduje si¢ w A[2i+1], jeslt oczywiscie te dziect istnieja

w drzewie uporzadkowanym. a a a °
D . . o1 o . r .

Taka reprezentacja jest mozliwa dzieki wiasnosciom
drzewa zréwnowazonego.

O Z wlasnos$ci drzewa cz¢sciowo uporzadkowanego e a e
wynika, ze jesli A[i] ma dwojke dzieci, to A[i] jest co
najmniej tak duze, jak A[2i] i A[21+1] oraz ]esh AJi]
ma jedno dz1ecko to A[i] nie jest mniejsze niz A[2i].
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Operacje kolejki priorytetowe] na kopcu

O Reprezentujemy kopiec za pomoca globalnej tablicy liczb catkowitych A[L,...,MAX].
Przypusémy, ze mamy kopiec ztozony z n-1 elementow, ktory spetnia wlasnosc
drzewa cz¢$ciowo uporzadkowanego.

O Operacja insert:

®  Dodajemy n-ty element w A[n].

= Wtasnos¢ drzewa uporzadkowanego jest nadal spetniona we wszystkich elementach tablicy,
poza (by¢ moze) elementem A[n] 1 jego rodzicem.

= Jesli element A[n] jest wickszy od elementu A[n/2], czyli jego rodzica, musimy wymieni¢ te
elementy ze sobg (ta operacje nazywamy sortowanie bgbelkowe w gore (ang. bubbleUp).

m  Moze teraz zaistnie¢ konflikt z wlasnoscia drzewa cze$ciowo uporzqdkowanego pomledzy
clementem A[n/2] ijego rodzicem. Sprawdzamy i ewentualnie wymieniamy ich pozycje.

m Itd.
O Operacja deletemax:

= A[l] przypisujemy wartos¢ - , po czym wykorzystujemy analogiczna procedure co powyzej,
czyli: sortowanie babelkowe w dot (ang. bubbleDown) niech k oznacza pozycje w tablicy
liscia do ktorego zejdzie wartosc - A[k] przypiszmy warto$¢ A[n]. Po czym wykonajmy
procedure sortowania babelkowego w goére. Kopiec bedzie teraz reprezentowany przez

tablice A[1, ..., n-1].
®  Wykonywanie operacji insert i deletemax wymaga czasu O(log n).
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Sortowanie przez kopcowanie — sortowanie za pomocg
zrownowazonych drzew czesciowo uporzadkowanych

O Za pomocy tego algorytmu sortujemy tablice A[1,...n] w dwoch
etapach:
® algorytm nadaje tablicy A wlasno$¢ drzewa czg§ciowo uporzadkowanego

m wielokrotnie wybiera najwigkszy z pozostatych elementéw z kopca az do
momentu, w ktérym na kopcu znajduje si¢ tylko jeden (najmniejszy)
element co oznacza ze tablica jest posortowana.

kopiec najwicksze elementy posortowane

1 1 n

O Wykonanie operacji sortowania przez kopcowanie wymaga
czasu O(nlogn). Dla poréwnania sortowanie przez wybieranie
wymaga czasu O(n?).
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Poziomy implementacji

O Dwa abstrakcyjne typy danych:
sfownik i kolejka priorytetowa

O Omoéwilismy dwie rozne abstrakcyjne implementacje i
wybrali§my konkretne struktury danych dla kazdej z tych
abstrakcyjnych implementaci.

: Abstrakcyjna
Abstrakcyjny typ danych I Struktura danych
: Drzewo przeszukiwania Struktura lewe dziecko —
Stownik : :
binarnego prawe dziecko

A 4
A 4

/rownowazone drzewo

Kolejka priorytetowa Kopiec

cz¢sciowo uporzadkowane
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Podsumowanie

O Waznym modelem danych reprezentujacym informacje hierarchiczne sa
drzewa.

O Do implementowania drzew mozemy wykorzysta¢ wiele réznych struktur
danych (takze takich) ktére wymagaja potaczenia tablic ze wskaznikami.
Wybor struktury danych zalezy od operacji wykonywanych na drzewie.

O Dwiema najwazniejszymi reprezentacjami wezlow drzewa sa skrajnie lewy
potomek-prawy element siostrzany oraz tree (tablica wskaznikow do
dzieci).

O Drzewa nadajg si¢ doskonale do stosowania na nich algorytmow i dowodow
rekurencyjnych.

O Drzewo binarne jest jednym z wariantow modelu drzewa, w ktorym kazdy
wezel ma (opcjonalne) lewe 1 prawe dziecko.

O Drzewo przeszukiwania binarnego jest zaetykietowanym drzewem
binarnym, ktére spetnia ,,w#asnos¢ drzewa przeszukiwania binarnego”.
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Podsumowanie

O Bedacy abstrakcyjnym typem danych, stownik jest zbiorem, na ktérym
mozna wykonywac operacje insert, delete, find. Efektywna implementacja
sfownika to drzewo przeszukiwania binarnego.

O Innym abstrakcyjnym typem danych jest kolejka priorytetowa, czyli zbiér na
ktorym mozemy wykonywaé operacje insert 1 deletemax.

O Drzewo czesciowo uporzadkowane jest zaetykietowanym drzewem
binarnym spelniajacym warunek, ze zadna etykieta w zadnym wezle nie jest
mniejsza od etykiety zadnego z jego dziecl.

O Zrownowazone drzewo cz¢sciowo uporzadkowane (wezly catkowicie
wypelniajg wszystkie poziomy od korzenia do najnizszego, w ktorym
zajmowane s tylko skrajnie lewe pozycje) mozemy implementowac za
pomoca kopca. Struktura ta umozliwia implementacj¢ operacjt na kolejce
priorytetowe] wykonywanych w czasie O(log n) oraz dzialajacego w czasie
O(n log n) algorytmu sortujacego, zwanego sortowaniem przez kopcowanie.
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