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Model danych oparty na zbiorach

O Zbior jest najbardziej podstawowym modelem danych w
matematyce.

O Wszystkie pojecia matematyczne, od drzew po liczby rzeczywiste
mozna wyrazi¢ za pomocs specjalnego rodzaju zbioru.

O Jest wiec naturalne ze jest on réwniez podstawowym modelem
danych w informatyce.

O Dotychczas wykorzystaliSmy to pojecie mowiac o
m zdarzeniach w przestrzeni probabilistyczneyj,
m stowniku, ktory takze jest rodzajem zbioru na ktérym
mozemy wykonywac tylko okres§lone operacje: wstawiania,
usuwania 1 wyszukiwania
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Podstawowe definicje

O W matematyce pojecie zbioru nie jest zdefiniowane wprost.

O Zamiast tego, podobnie jak punkt czy prosta w geometrii, zbior
jest zdefiniowany za pomoca swoich wtasnosci.

O W szczegdlnosci istnieje pojecie przynaleznosci, ktore jest
sensowne tylko 1 wylacznie dla zbiorow. Jesli S jest zbiorem
oraz x jest czymkolwiek, zawsze mozemy odpowiedzie¢ na
pytante

»,2Czy x nalezy do zbioru S?”

O Zbior S sklada si¢ wigc z wszystkich takich elementow x, dla
ktorych x nalezy do zbioru S.
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Podstawowe definicje

O Notacja:

® Wyrazenie x € S oznacza, ze element x nalezy do zbioru S.

® Jesli elementy x, x,, ..., X naleza do zbioru S, 1 zadne inne,
to mozemy zapisac:
S = {X;, Xpy e00y X }

m Kazdy x musi by¢ inny, nie mozemy umiesci¢ w zbiorze
zadnego elementu dwa lub wigcej razy. Kolejnos¢ utozenia
elementéw w zbiorze jest jednak catkowicie dowolna.

® Zbiér pusty, oznaczamy symbolem & | jest zbiorem do
ktorego nie naleza zadne elementy. Oznacza to ze x € & jest
zawsze falszywe.
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Podstawowe definicje

O Definicja za pomoca abstrakc;ji:

= Wryliczenie elementéw nalezacych do zbioru nie jest jedynym sposobem
jego definiowania. Bardzo wygodne jest wyjscie od definicji ze istnieje
zbior S oraz ze jego elementy spelniaja wlasnosé P, tzn. {x : x € S oraz
P(x) } czyli ,,zbior takich elementéw x nalezacych do zbioru S, ktére
spelniajg wlasnosc P.

O RoOownosc¢ zbiorow:

= Dwa zbiory sq rowne (czyli sa tym samym zbiorem), jeslt zawierajq te
same elementy.

O Zbiory nieskonczone:

m Zwykle wygodne jest przyjecie zalozenia ze zbiory sg skoficzone. Czyli ze
istnieje pewna skonczona liczba N taka, ze nasz zbi6r zawiera dokladnie
N elementow. Istnieja jednak rowniez zbiory nieskonczone np. liczb
naturalnych, catkowitych, rzeczywistych, itd.
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Operacje na zbiorach

O Operacje czesto wykonywane na zbiorach:
® Suma: dwoéch zbiorow S 1T, zapisywana S U T, czyli zbior zawierajacy
elementy nalezace do zbioru S lub do zbioru T.
m Przeciecie (iloczyn): dwoch zbiordw S 1T, zapisywana S N T, czyli
zbi6r zawierajacy nalezace elementy do zbioru S 1 do zbioru T.
m Roznica: dwoch zbiorow S 1T, zapisywana S \ T, czyli zbior
zawlerajacy tylko te elementy nalezace do zbioru S, ktére nie naleza do
zbioru T.
O Jezeli S1T sa zdarzeniami w przestrzeni probabilistyczne;,
B suma, przecigcie 1 réznica maja naturalne znaczenie,
m S U T jest zdarzeniem polegajacym na zajSciu zdarzenia S lub T,
® S N T jest zdarzeniem polegajacym na zajsciu zdarzenia S1 T,
m S\ T jest zdarzeniem polegajacym na zajsciu zdarzenia S ale nie T,

m Jesli S jest zbiorem obejmujacym calg przestrzen probabilistyczna, S \ T
jest dopelnieniem zbioru T.
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Prawa algebraiczne dla sumy, przeciecia i roznicy zbiorow

Prawo przemiennosci dla sumy: (SU T)=(TU S)
Prawo tgcznosci dla sumy: (SU(TUR))=((SUT) UR)

O Prawo przemiennosci 1 1acznosci dla sumy zbioréw okreélaja, ze mozemy
obliczy¢ sume wielu zbiorow, wybierajac je w dowolnej kolejnosci.

O Wynikiem zawsze bedzie taki sam zbior elementdw, czyli takich ktore naleza
do jednego lub wigcej zbioréw bedacych operandami sumy.

Prawo przemiennosci dla przeciecia: (SN T)=(T N S)
Prawo facznosci dla przeciecia: (SN (TN R))=(SN T)NR)

O Przecigcie dowolnej liczby zbioréw nie zalezy od kolejnosci ich grupowania

Prawo rozdzielnosci przeciecia wzgledem sumy:
SN(TUR)={(SNT)u (SnNR)
Prawo rozdzielnosci sumy wzgledem przeciecia:
SU(TNR)=(SUT)Nn(SUR)
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Prawa algebraiczne dla sumy, przeciecia i roznicy zbiorow

Prawo tgcznosci dla sumy i roznicy: (S\(TUR))=((S\T) U (S\R))
Prawo rozdzielnosci roznicy wzgledem sumy: (SUT)\R )=((S\R)U (T\R)
®  Zbiér pusty jest elementem neutralnym sumy: (S U ) =
® Idempotencja sumy: (S U S) =
® Idempotencja przecigcia: (S N S) =
|
|

(S\S) =0
D\S) =0
" (@NS)=

O Relacja podzbioru:

= Istnicje relacja zawierania si¢ jednego zbioru w drugim zbiorze, co oznacza ze
wszystkie elementy pierwszego sa rowniez elementami druglego

O Zbidr potegowy:
m P(S) zbioru S to zbidér wszystkich podzbioréow zbioru S.
m Jesli S = {1,2,3} to:
= P(S) = {D, {1}, {2}, {3}, (1.2}, {1,3}, {23}, {123} }.
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Zbiory a listy

O Istotne réznice miedzy pojeciem zbior
S = {X;y X5y ..oy Xt alista L= {x;, X,y ..., X_ }:

= Kolejnos¢ elementéw w zbiorze jest nieistotna (a dla listy
jest 1stotna).

®  Elementy nalezace do listy moga si¢ powtarzac (a dla
zbioru nie moga).
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Obiekty niepodzielne

O To nie jest pojecie z teorii zbiorow ale bardzo wygodne dla
dyskusjt o strukturach danych 1 algorytmach opartych na
zbiorach.

O Zakladamy istnienie pewnych obiektow niepodzielnych, ktore
nie sa zbiorami. Obiektem niepodzielnym moze byc¢ element
zbioru, jednak nic nie moze naleze¢ do samego obiektu
n1epodz1elnego Podobnie jak zbiot pusty, obiekt niepodzielny
nie moze zawierac¢ zadnych elementow. Zbi6r pusty jest jednak
zbiorem, obiekt niepodzielny nim nie jest.

0 Kiedy mowimy o strukturach danych, cz¢sto wygodne jest
wykorzystanie skomplikowanych typoéw danych jako typow
obiektow niepodzielnych. Obiektami niepodzielnymi moga wiec
by¢ struktury lub tablice, ktére przeciez wcale nie majq

,,hiepodzielnego” charakteru.
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Abstrakcyjny typ danych = zbior
Abstrakcyjna implementacja = lista
Implementujgca struktura danych = lista jednokierunkowa

O Suma, przeci¢cie 1 r0Znica:

m Podstawowe operacje na zbiorach, np. suma, moga
wykorzystywac jako przetwarzang strukture danych liste
jednokierunkowa, chociaz wlasciwa technika przetwarzania
zbiorow powinna si¢ nieco rozni¢ od stosowanej przez nas
do stownika. W szczegdlnosci posortowanie elementéw
wykorzystywanych list znaczaco skraca czas wykonywania
operacjt sumy, przeciecia i roznicy zbiorow. (Takie dziatanie
niewiele zmienia czas wykonywania operacji na stowniku).
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Zbiory a listy

O Zbiory jako nieposortowane listy:

= Wyznaczenie sumy, przecigcia czy roznicy zbiorow o
rozmiarach m 1 n wymaga czasu O(m n).

m Aby stworzy¢ liste U reprezentujaca np. sume pary Si T,
musimy rozpoczac od skopiowania listy reprezentujacej zbior
S do poczatkowo pustej listy U. Nastepnie kazdy element
listy ze zbioru T musimy sprawdzi¢ aby przekonac sie, czy nie
znajduje si¢ on na liScie U. Jesli nie to dodajemy ten element

do listy U.
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Zbiory a listy

O Zbiory jako posortowane listy

m Operacje wykonujemy znacznie szybciej jezeli elementy sa posortowane.
Za kazdym razem porownujemy ze soba tylko dwa elementy (po jednym z

kazdej listy).

m Wyznaczenie sumy, przecigcia czy roznicy zbiorow o rozmiarach min
wymaga czasu O(m+n).

® Jezeli listy nie byly pierwotnie posortowane to sortowanie list zajmuje
O(m log m + n log n).

® Operacja ta moze nie by¢ szybsza niz O(m n) jesli 1lo$¢ elementow list
jest bardzo rézna.

m Jezeli liczby m i n s3 porownywalne to O(m log m + nlogn) <
O(m n)
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Implementacja zbiorow oparta na wektorze wtasnym

O Defintujemy uniwersalny zbior U w ktorym zawieraja si¢ wszystkie zbiory na
ktorych bedziemy przeprowadzac operacje. Np. talia kart (zbior 52 kart) jest
uniwersalny dla réznych mozliwych zbiorow kart.

O Porzadkujemy elementy zbioru U w taki sposéb, by kazdy element tego
zbioru mozna bylo zwiazac z unikatowa ,,pozycja ”’, bedaca liczbg catkowita
od 0 do n-1 (gdzie n jest liczba elementow w zbiorze uniwersalnym). Liczba
elementéw w zbiorze S jest m.

O Wowecezas, zbior S zawierajacy si¢ w zbiorze U, mozemy reprezentowac za
pomoca wektora wtasnego zlozonego z zer 1 jedynek — dla kazdego
elementu x nalezacego do zbioru U, jesli x nalezy takze do zbioru S,
odpowiadajaca temu elementowi pozycja zawiera wartos$¢ 1; jesli x nie nalezy
do S, na odpowiedniej pozycji mamy wartos$c 0.
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Implementacja zbiorow oparta na wektorze wtasnym

O Czas potrzebny na wykonanie operacji sumy, przeciecia
1 roznicy jest O(n).

O Jesl przetwarzane zbiory sa duza czg¢scia zbioru
uniwersalnego to jest to duzo lepsze niz O(m log m)
(posortowanie listy) lub O(m?) (nieposortowane listy).

O Jesli m << n to jest to oczywiscie nieefektywne.
O Ta implementacja rowniez niepraktyczna jezeli wymaga
zbyt duzego U.
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Przyktad z kartami

O Przyktad:
®m Niech U bedzie talig kart.

® Umawiamy si¢ ze porzadkujemy karty w talii w nastepujacy
SposOb:
0 Kolorami: trefl, karo, kier, pik.
0 W kazdym kolorze wg schematu: as, 2, 3, ..., walet, dama, krol.
m Przyktadowo pozycja:
0 as trefl to O,
0 kroél trefl to 12,

0 as karo to 13,

0 walet pik to 49,
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Przyktad z kartami

O Zbior wszystkich kart koloru trefl
1111111111111000000000000000000000000000000000000000

O Zbior wszystkich tigur
0000000000111000000000011100000000001110000000000111

O Poker w kolorze kier (as, walet, dama, krol)
0000000000000000000000000010000000001110000000000000

O Kazdy element zbioru kart jest zwiazany z unikatowsa
pPOZYCja.
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Przyktad z jabtkami

Odmiana Kolor Dojrzewa
0 Delicious czerwony pozno
1 Granny Smith zielony wczesnie
2 Jonathan czerwony wczesnie
3 Mclntosh czerwony wczesnie
4 Gravenstein czerwony pozno
5 Pippin zielony pozno

Czerwone = 101110
Wezesnie = 011100
Czerwone U Wczesnie = 111110
Czerwone N Wczesnie = 001100

Czas potrzebny do wyznaczenia sumy, przecigcia, roznicy jest proporcjonalny do dlugosci
wektora wlasnego.
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Struktura danych tablicy mieszajgce;

O

O

Reprezentacja stownika oparta o wektor wiasny, jesli tylko
mozliwa, umozliwitaby bezposredni dostep do miejsca w ktorym
element jest reprezentowany.

Nie mozemy jednak wykorzystywac zbyt duzych zbioréw
uniwersalnych ze wzgledu na pamiec 1 czas inicjalizacii.

Np. stownik dla stéw ztozonych z co najwyzej 10 liter.

Ile mozliwych kombinacji: 26'94+26%+ ... + 26 = 10"* mozliwych
stow.

Faktyczny stownik: to tylko okoto 10°.

Co robimy?

Grupujemy, kazda grupa to jedna komorka z ,,nagléwkiem” +
lista jednokierunkowa z elementami nalezacymi do grupy.

Taka strukture nazywamy tablicg mieszajaca
(ang. hash table)
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Struktura danych tablicy mieszajgce;

nagtowki

x— h(x) @)

!
|
|

B-1

O Istnieje funkcja mieszajaca (ang. hash function), ktora jako argument
pobiera element x i zwraca liczbe catkowita z przedziatlu 0 do B-1, gdzie B jest
liczba komorek w tablicy mieszajace;.

O WartoScia zwracang przez h(x) jest komorka, w ktorej umieszczamy element x.
O Wazne aby funkcja h(x) ,,mieszala”, tzn. aby komorki zawieraly te sama
przyblizona liczbe elementow.
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Struktura danych tablicy mieszajgce;

O Kazda komorka sklada si¢ z listy jednokierunkowej, w ktorej
przechowujemy wszystkie elementy zbioru wystanego do te;
komorki przez tunkcje mieszajaca.

O Aby odnalez¢ element x obliczamy warto§¢ h(x), ktéra wskazuje
na numer komorkai.

O Jesli tablica mieszajaca zawiera element x, to mozemy go znalez¢
przeszukujac liste ktora znajduje sie w tej komorece.

O Tablica mieszajaca pozwala na wykorzystanie reprezentacii
zbiorow opartej na liscie (wolne przeszukiwanie), ale dzieki
podzieleniu zbioru na B komoérek, czas przeszukiwania jest ~
1/B potrzebnego do przeszuklwama calego zbioru.

O W szczegdlnosci moze by¢ nawet O(1), czyli taki jak w
reprezentacji zbioru opartej na wektorze wlasnym.
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Implementacja stownika oparta na tablicy mieszajgcej

O Aby wstawié, usuna¢ lub wyszukac element x w
stowniku zaimplementowanym przy uzyciu tablicy
mieszajacej, musimy zrealizowac proces ztozony z
trzech krokow.

® wyznaczy¢ wlasciwa komorke przy uzyciu funkeijt h(x)
® wykorzystac tablice wskaznikow do naglowkéw w celu

znalezienia listy elementéw znajdujacej siec w komorce
wskazanej przez h(x)

® wykonac¢ na tej liScie operacje tak jakby reprezentowala caty
zbior
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O Listy jednokierunkowe, wektory wtasne oraz tablice
mieszajace to trzy najprostsze sposoby reprezentowania
zbioréw w jezyku programowania.

O Listy jednokierunkowe oferuja najwicksza elastycznos¢ w
przypadku wigkszosci operacit na zbiorach, nie zawsze sg jednak
rozwigzaniem najbardziej efektywnym.

O Wektory wiasne sa najszybszym rozwigzaniem dla pewnych
operacjt, moga jednak by¢ wykorzystywane tylko w sytuacjach,
ody zbi6r uniwersalny jest maty.

O Czesto zlotym Srodkiem sa tablice mieszajace, ktore
zapewniaja zarowno oszczedne wykorzystanie pamieci, jak 1
satysfakcjonujacy czas wykonania operacji.
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Podsumowanie

O

Pojecie zbioru ma zasadnicze znaczenie w informatyce.

O Najczescie] wykonywanymi operacjami na zbiorach sa: suma, przecigcie oraz
roznica.

O Do modyfikowania 1 upraszczania wyrazen zlozonych ze zbioréw i
zdefiniowanych na nich operacji mozemy wykorzystywac prawa algebraiczne.

O Trzy najprostsze sposoby implementacji struktury danych dla zbioréw.

m  Listy jednokierunkowe oferuja najwicksza elastyczno$¢ w przypadku wickszosci
operacji na zbiorach, nie zawsze sa najbardziej efektywne.

m Wektory wlasne sa najszybszym rozwigzaniem dla pewnych operacji, moga jednak
by¢ wykorzystane tylko w sytuacjach, gdy zbior uniwersalny jest maly.

m Tablice mieszajace sq czesto ztotym $rodkiem, ktéry zapewnia oszczedne
wykorzystanie pamigct 1 satysfakcjonujacy czas wykonania.
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