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Kombinatoryka | prawdopodobienstwo

O Czesto spotykamy si¢ z problemem obliczenia warto$ci
wyrazajace] prawdopodobienstwo zajscia okreslonych
zdarzen.

O Dziedzina matematyki zajmujaca si¢ ta tematyka to
kombinatoryka.

O Pojecia zwiazane z probami szacowania
prawdopodobienstwa wystepowania zdarzen definiuje
teoria prawdopodobienstwa.

O Zacznijmy od kombinatoryki...
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Wariacje z powtorzeniami

O Jednym z najprostszych, ale tez najwazniejszych problemow jest
analiza listy elementow, z ktorych kazdemu nalezy przypisacé
jedna z wartoSct nalezacych do stalego zbioru.

O Nalezy okresli¢ mozliwg liczbe réznych przyporzadkowan
(wariagyi 3 powtorzeniami) wartosci do elementow.

O Przyklad:
4 kwadraty, kazdy mozna pokolorowac jednym z 3 koloréw.

Ile mozliwych pokolorowan? 3 ¢3¢ 3¢ 3 =34 =81
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Wariacje z powtorzeniami

O Mamy liste n-elementow. Istnieje zbior k-wartosci z
ktorych kazda moze by¢ przyporzadkowana do jakiegos
elementu. Przyporzadkowanie jest lista n wartosci (n,,
n,,...n ). Gdzie kazda z n,, n,,...n_jest jedna z wartosci

k.

O Istnieje k" réznych przyporzadkowan.

O Twierdzenie:
S(n): liczba mozliwych sposobow
przyporzadkowania dowolnej z k wartosci do
kazdego z n elementow wynosi k”.
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Wariacje z powtorzeniami

O Podstawa:

Przypadek podstawowy to n=L1. Jezeli mamy 1 element mozemy
wybrac dla niego dowolna sposréd k wartosct. Istnieje wiec k
roznych przyporzadkowan. Poniewaz k'=k, podstawa indukcj
jest prawdziwa.

O Indukcja:

Zalézmy ze S(n) jest prawdziwe i rozwazmy S(n+1), okresla]qce
ze istnieje k"™ mozliwych przyporzadkowan jednej z k wartosci
do kazdego z n+1 elementow.

Wiemy, ze 1stnieje k mozliwosci doboru wartosct dla pierwszego
elementu. Zgodnie z hipoteza indukcyjna, 1stnieje k"
przyporzadkowan wartosci do pozostatych n elementow. Yaczna

liczba przyporzadkowan wynosi
ke k= k" *1, Cnd.
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Permutacje

O Majac n réznych obiektow, na ile réznych sposobow
mozna je uporzadkowacé w jednej lini?
O Takie uporzadkowanie nazywamy permutacja.

O Liczbe permutacit n obiektow zapisujemy jako P(n).
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Jak obliczy¢ P(n+1)?

O Problem: mamy n+1 obiektéw (a,, a,,....,a_, a_,,) ktore
majq zostaC posortowane.

O Ilo$¢ mozliwych wynikéw sortowania jest P(n+1)

Permutacje
n+1 obiektow
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Jak obliczy¢ P(n+1)?

O Twierdzenie:
P(n) = n! dla wszystkichn > 1

O Podstawa:
Dla n=1, P(1)=1 okresla ze istnieje jedna permutacja dla jednego obiektu.

O Indukcja:
Zalézmy ze P(n) = n!
Wéwezas wg. naszego twierdzenia: P(n+1)=(n+1)!
Rozpoczynamy od stwierdzenia ze P(n+1)=(n+1) ¢ P(n)
Zgodnie z hipoteza indukcyjng P(n)=n!, zatem P(n+1)=(n+1) * n!
Zatem P(n+1)=(n+1) * n! =(n+1) °*n* (n-1) * (n-2) * ... * 1 = (n+1)!, czyli nasze
twierdzenie jest poprawne. Cnd.

O Jednym z interesujacych zastosowan wzoru na liczbe permutacii jest dowod na to ze
algorytmy sortujgce musza dzialaC w czasie co najmniej proporcjonalnym do
(n log n), dla n elementéw do posortowania, chyba ze wykorzystuja jakie$ specjalne
wlasnosci sortowanych elementow.
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Wariacje bez powtorzen

O Niekiedy chcemy wybrac tylko niektore sposrod
elementow zbioru 1 nada¢ im okreslony porzadek.

O Uogodlniamy opisana poprzednio funkcje P(n)
reprezentujaca liczbe permutacii, aby otrzymac
dwuargumentowa funkcje P(n,m), ktéra definiujemy
jako 1lo$¢ mozliwych sposobow wybrania m
elementow z n-elementowego zbioru, przy czym
istotna role odgrywa kolejnos¢ wybierania
elementow, natomiast niewazne jest uporzadkowanie
elementow nie wybranych.

O Zatem P(n) = P(n,n).
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Wariacje bez powtorzen

Przyklad:

O Ile istnieje sposobow utworzenia sekwencji m liter ze zbioru n liter, jezeli
zadna litera nie moze wystgpowac wigcej niz raz?
O Na sam poczatek mozemy zauwazy¢ warunek, by zadanie miato sens: n =2 m

O Pierwsza liter¢ mozemy wybraé na n sposobow (wybieramy ze zbioru n-
elementowego), druga na n-1 sposobow (gdyz nie mozemy wybrac tej same;j
litery co poprzednio), trzecig na n-2 sposoby...

O Ostatnig na n-(m-1) sposobow.

Twierdzenie: P(h,m)=n < (n-1) = ... ®= n-(Mm-1) dla wszystkich m <n

n!

Twierdzenie: P(n,m) = dla wszystkich m <n

(n-m)!
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Kombinacje

O Kombinacja to kazdy podzbior zbioru skoniczonego.
Kombinacjg m-elementows zbioru n-elementowego A
nazywa si¢ kazdy m-elementowy podzbior zbioru A
(0=m=n). Uzywa si¢ tez terminu "kombinacja z n
elementow po m elementéw" lub wrecz "kombinacia z
npo m".

O Taka funkcije zapisujemy jako: ()

(n) — P(n,m) n!
" P(m) (n-m)! * m!
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Wyznaczanie liczby kombinacji

Rekurencyjny algorytm: (ilustruje tzw. trojkat Pascala)

Podstawa: (r(;) =1 dla dowolnego n>1.

Oznacza to ze istnieje tylko jeden sposob wybrania zero elementow ze zbioru
n-elementowego — wybranie niczego.

Takze () =1, poniewaz jedynym sposobe.m wybrania n-elementéw ze zbioru
n-elementowego jest wybranie ich wszystkich.

. /1: 1
Indukcja: Jesli O< m< n, to (rr:l):(n m-l)
Oznacza to, ze jezeli chcemy wybra¢ m elementéw ze zbioru n-
elementowego, mozemy albo:

® nie wybra¢ pierwszego elementu, po czym brac m elementow z pozostatych n-1
elementéw. Taka liczbe mozliwosci Wyraza\x?

® wybrac pierwszy element, po czym wybra¢ m-1 elementow z pozostalych n-1
elementéw. Taka liczbe mozliwosci wyraza (n
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Trojkat Pascala

O Rekurencje przy obliczaniu liczby kombinacji czgsto ilustruje si¢ przy pomocy
trojkata Pascala.

O (,) = (m+1)liczbaw (n+1) wierszu

(3)=a/@x21)=6
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Interesujgce witasnosci funkcji ()

O To rowniez sa wspolczynniki rozktadu dwuwyrazowego wielomianu
(dwumianu) (x+y)"

O 2 (w=2"
O Wykres funkgji () dla statej duzej wartosci n:

W
[
Wi
() S
2 N2
! 0 né 1
m
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Permutacje z powtorzeniami

O Twierdzenie:
Jezeli istnieje n elementéw podzielonych na k grup o rozmiarach réwnych odpowiednio i, i,, i, ..., i, gdzie
elementy jednej grupy sa identyczne, ale elementy réznych grup réznig si¢ od siebie, liczba uporzadkowan tych
elementéw wynosi

S(k) = n!/ I, i

O Podstawa:
Dla k=1, istnieje tylko jedna grupa zawierajaca identyczne elementy, ktore mozemy uporzadkowac tylko w
jeden sposéb, niezaleznie od licznosci tego zbioru. Jesli k=1, to i,=n, zatem S(1)=n!/n!=1 jest prawdziwe.

O Indukcja:
Zatézmy ze S(k) jest prawdziwe i rozwazmy sytuacje, w ktérej mamy k+1 grup. Niech ostatnia grupa sktada si¢
z m=i_,, elementéw, wystepujacych na m pozycjach,
z ktorych mozemy je wybierac¢ na sposobow.
Stosujac hipotez¢ indukcyjng otrzymujemy ze S(k+1)= ( :Ill ) e (n-m)!/ l_f}:l I! co Tatwo mozna przeksztalci¢
(pamietajac ze m=i,_ ) do postaci:
S(k+1)= n! /H‘f;ll ij! a wiec cnd.

O Jest to typowy problem przy ukladania anagraméw
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t 3czenie regut kombinatorycznych

O Typowy problem kombinatoryczny wymaga taczenia
przedstawionych regut (cegietek) w bardzie;
skomplikowane struktury.

O Techniki ktorych uzywamy to:

® prowadzenie obliczen jako sekwencji wyborow;

m prowadzenie obliczen jako roznicy innych obliczen (np.
wszystkich wyboréw — nieprawidlowych wyborow );

m prowadzenie obliczen jako sumy rozwigzan dla
podprzypadkéw ktére sa wzajemnie roziaczne.
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