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Ztozonosc¢ obliczeniowa | asymptotyczna

O Zlozonosc obliczeniowa:
®  Jest to miara stuzaca do porownywania efektywnosci algorytmow.
®  Mamy dwa kryteria efektywnosci:
czas,
pamiec.
O Do oceny efektywnosct stosujemy jednostki logiczne wyrazajace
zwiazek miedzy rozmiarem danych N (wielkos¢ pliku lub
tablicy) a ilo$cia czasu 7 potrzebng na ich przetworzenie.

O Funkcja wyrazajaca zalezno$¢ miedzy NV a 7 jest zwykle
bardzo skomplikowana, a jej obliczenie ma znaczenie jedynie w
odniesieniu do duzych rozmiaréw danych

O Przyblizona miara efektywnosci to tzw. zlozonosc
asymptotyczna.
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Szybkos¢ wzrostu poszczegolnych sktadnikow funkgciji

Funkcja: f(n) =n4+ 100n + log,,n + 1000

n f(n) n> 100°n log,,n 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
10° 1 101 003 91% 9% 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
10° 99.9% 0.1% 0.0% 0.0000%

O n — rozmiar danych, f(n) — ilo$¢ wykonywanych operacji
O Dla duzych wartosci n, funkcja rosnie jak n?, pozostale sktadniki

moga by¢ zaniedbane.
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Notacja ,wielkie O ”
(wprowadzona przez P. Bachmanna w 1894r)

Przyktad:

f(n) = n* + 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako:

f(n) = n? + 100n + O(log,, n)
albo jako:

f(n) = O(n?)

Notacja ,,wielkie O” ma kilka pozytywnych wlasnoscit ktore mozemy
wykorzystac przy szacowaniu efektywnosci algorytmow.
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Witasnosci notacji ,wielkie O”

Z tych wszystkich wiasnosci wynika, ze dowolny wielomian jest ,,wielkie O dla n
podniesionego do na]wyzsze) w nim potegi, czyli :

f(n) =ank+a_nkl+ .. +an+a; jest O@*)

(jest tez oczywiscie O(n**7) dla dowolnego dodatniego j)
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Witasnosci notacji ,wielkie O”

O Jedna z najwazniejszych funkcji przy ocenianiu efektywnosci algorytmow jest
funkcja logarytmiczna.

O Jezeli mozna wykazac ze zlozonos¢ algorytmu jest rzedu logarytmicznego,
algorytm mozna traktowac jako bardzo dobry.

O Istnieje wiele funkcji lepszych w tym sensie niz logarytmiczna, jednak
zaledwie kilka sposrod nich, jak O(log, log,n) czy O(1) ma praktyczne

znaczenie.
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Notacja Qi1 ©

O Notacja ,,wielkie O” odnost si¢ do gérnych ograniczen funkcit.

O Istnieje symetryczna definicja dotyczaca dolnych ograniczen:
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Mozliwe problemy

O Celem wprowadzonych wczesniej sposobow zapisu (notacji) jest poréwnanie
efektywnosci rozmaitych algorytmow zaprojektowanych do rozwigzania tego
samego problemu.

O Jezeli bedziemy stosowac tylko notacje ,,wielkie O” do reprezentowania
ztozonoscli algorytmow, to niektore z nich mozemy zdyskwalifikowaé zbyt
pochopnie.

O Przykfad:

u Zalozmy, ze mamy dwa algorytmy rozwiazujace pewien problem, wykonywana
przez nie liczba operacji to odpowiednio 10%n 1 10n% Pierwsza funkcja jest O(n),
druga O(n?).

®  Opierajac si¢ na informacjt dostarczonej przez notacje ,,wielkie O’ odrzucilibySmy
drugi algorytm poniewaz funkcja kosztu rosnie zbyt szybko.

= To prawda ... ale dopiero dla odpowiednio duzych n, poniewaz dla n<10” drugi
algorytm Wykonu]e mniej operacji niz plerwszy.

® Istotna jest wigc tez stala (10%), ktora w tym przypadku jest zbyt duza aby notacja
byta znaczaca.
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Przyktady rzedow ztozonosSci

O Algorytmy mozna klasyfikowac ze wzgledu na zlozonos¢
czasowq lub pamieciowa. W zwigzku z tym wyrdzniamy wiele
klas algorytmow.

m Algorytm staly: czas wykonania pozostaje taki sam niezaleznie od ilosci
przetwarzanych elementow.

® Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n?).
m Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi O(log n).
moitd ...

O Analiza ztozonosci algorytmow jest niezmiernie istotna 1 nie
mozna jej lekcewazy¢ argumentujac potencjalng szybkoscia
obliczenn komputera. Nie sposob jej przeceni¢ szczegdlnie w
kontekscie doboru struktury danych.
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Klasy algorytmow i ich czasy wykonania na komputerze
dziatajacym z szybkoscia 1 instrukcja/us

klasa ztozonos§¢ liczba operacji 1 czas wykonania
n 10 10°
staty O(1) 1 lus 1 1ps
logarytmiczny O(log n) 3.32 3us 9.97 10 ps
liniowy O(n) 10 10us 103 Ims
kwadratowy O(n?) 102 100ps 106 Is
wyktadniczy O(2") 1024 10ms 10301 | >> 1016 |at
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Funkcje niewspotmierne

O Bardzo wygodna jest mozliwos§¢ poréwnywania dowolnych funkeji f(n)
1 g(n) za pomocy notacji ,,duze O”
® albo f(n) = O(g(n))
® albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = O(g(n)).
O Istniejq pary funkcji niewspotmiernych (ang. incommensurate), z ktorych
zadne nie jest ,,duzym O” dla drugie;.
Przyklad:
Rozwazmy funkcje f(n)=n dla nieparzystych n oraz f(n)=n?dla parzystych n.
Oznacza to, ze f(1)=1, £(2)=4, £(3)=3, f(#)=16, £(5)=5 itd...
Podobnie, niech g(n)=n? dla nieparzystych n oraz g(n)=n dla parzystych n.
W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze by¢ O(g(n)) ze wzgledu na parzyste argumenty

n, analogicznie g(n) nie moze by¢ O(f(n)) ze wzgledu na nieparzyste elementy n.
Obie funkcje moga by¢ ograniczone jako O(n?).
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Analiza czasu dziatania programu

0 Majac do dyspozycji detinicje ,,duze O oraz wiasnosci (1)-(7)
bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad, skutecznie analizowac
czasy dzialania wickszo$ci programow spotykanych w praktyce.

O Efektywnosc¢ algorytméw ocenia si¢ przez szacowanie 1losci czasu
1 pamieci potrzebnych do wykonania zadania, dla ktérego
algorytm zostal zaprojektowany.

O Najczesciej jesteSmy zainteresowani z/0Zonoscig czasows,
mierzong zazwyczaj liczba przypisan 1 porownan realizowanych
podczas wykonywania programu.

O Bardzo czesto interesuje nas tylko zfoZonosc¢ asymptotyczna,
czylt czas dzialania dla duzej iloéci analizowanych zmiennych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12 19.10.2010



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlS U] - 2010/2011

Czas dziatania instrukcji prostych

O Przyjmujemy zasade ze czas dziatania pewnych prosty operacii
na danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny od rozmiaru danych
wejSciowych.

Operacje arytmetyczne, np. (+), (-)

Operacje logiczne (&&)

Operacje poréwnania (<=)

Operacje dostepu do struktur danych, np. indeksowanie tablic (A[i])

Proste przypisania, np. kopiowanie wartosci do zmienne;.

= Wywolania funkcji biblotecznych, np. scanf lub printf

O Kazda z tych operacji mozna wykonac za pomocg pewne;
(niewtelkie)) liczby rozkazéw maszynowych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 13 19.10.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlS U] - 2010/2011

Czas dziatania petli ,for”

O Przyktad 1: Prosta petla
for (1=sum=0; i<n; i++) sum+=ali];

O Powyzsza petla powtarza si¢ n razy, podczas kazdego
je] przebiegu realizuje dwa przypisania:
m aktualizujace zmienng ,,sum”
B zmiang¢ wartoscl zmiennej ,,1”
O Mamy zatem 2n przypisan podczas calego wykonania
petli.
O Zlozonos$¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 14 19.10.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIlS U] - 2010/2011

Czas dziatania instrukcji ,for”

Initializacja

|

(1)

[ Odm)

Ciato

} O(1)
Inkrementacja
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Czas dziatania petli ,for”

O

Przyklad 2: Petla zagniezdzona
for (i=0;i<n;i++) {
for (j=1, sum=a[0]; ]<=1; j++)
sum+=alj]; }
Na samym poczatku zmiennej ,,i”” nadawana jest warto$¢ poczatkowa.

Petla zewnetrzna powtarza si¢ n razy, a w kazdej jej iteracji wykonuje si¢
wewnetrzna petla oraz instrukceja przypisania wartosci zmiennym ,,17, ,, 17,

2

,,sum”.

Petla wewnetrzna wykonuje si¢ ,,i”° razy dla kazdego ie {1, ...,n-1}, a na kazda
iteracje przypadaja dwa przypisania: jedno dla ,,sum”, jedno dla ,,j”.

Mamy zatem: 14+3n+2(1+2+...+n-1) = 1+3n+n(n-1) = O(n)+O0(n?) = O(n?)
przypisan wykonywanych w calym programie.

ZYozono$¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n?). Petle zagniezdzone maja
zwykle wigkszg ztozonos¢ niz pojedyncze, jednak nie musi tak by¢ zawsze.
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Czas dziatania petli ,for”

O Przyklad 3: Znajdz najdluzsza podtablice zawierajaca liczby uporzadkowane
rOsNaco.

for (i=0; len=1; i<n-1; i++) {
for (i, =i,=k=i; k<n-1 && a[k]<a[k-+1]; k++i,++);
if(len <iy-i;+1) len=iyi,+1; }

O Jesli liczby w tablicy sa uporzadkowane malejaco, to petla zewngtrzna
wykonuje si¢ n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna wykona sig
tylko raz.

ZYozono$¢ asymptotyczna algorytmu jest wigc O(n).

O Jesl liczby w tablicy sgq uporzadkowane rosnaco, to petla zewnetrzna
wykonuje si¢ n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna wykona si¢
irazy dlaie{l,..n-1}.

ZYozono$¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n?).
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Czas dziatania petli ,for”

O Z reguly dane nie sa uporzadkowane 1 ocena
ztozonosci algorytmu jest rzecza nietatwgq ale bardzo
istotna,.

O Staramy si¢ wyznaczy zlozonos¢

® w ,,przypadku optymistycznym”,
m  przypadku pesymistycznym”
m oraz ,przypadku $rednim”.

O Czesto postugujemy sie przyblizeniami opartymi o

notacje ,,wielkie O, Q1 ®”.
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Czas dziatania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkows if-else zapisuje sic w postact:

if (<warunek>)
<blok-if>
else
<blok-else>

Gdzie

1.  <warunek> jest wyrazeniem ktore trzeba obliczy¢. Warunek niezaleznie od
tego jak skomplikowany wymaga wykonania statej liczby operacji chyba ze
zawiera wywolanie funkcji, wiec czasu O(1).

2. <blok-if> zawiera instrukcje wykonywane tylko w przypadku gdy warunek
jest prawdziwy, czas dzialania f(n).

3. <blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy warunek jest
falszywy, czas dzialania g(n).

Czas dzialania instrukcji warunkowej nalezy zapisa¢ jako O(max (f(n), g(n) )
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Czas dziatania instrukcji ,if”

O(1)
I v O(max ( fi(n), fx(n) )
Blok-if Blok-else
O(f;(n)) O(f,(n))
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Czas dziatania instrukcji ,while”

— —

Co najwyzej
g(n) iteraciji

O(1)

O(f(n))

Ciato

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Czas dziatania instrukcji ,,do-while”

|

.| Ciato |°fm)
|

Co najwyze; o f
g(n) iteraciji @ O(1) (g(n) f(n))
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Czas dziatania blokoéw

O Sekwencja instrukcjt przypisan, odczytow 1 zapisow, z
ktorych kazda wymaga czasu O(1), potrzebuje do
swojego wykonania tacznego czasu O(1).

O Pojawiaja si¢ rowniez instrukcje ztozone, jak instrukcje
warunkowe 1 petle.

O Sekwencje prostych 1 ztozonych instrukcji nazywa sie
blokiem.

O Czas dziatania bloku obliczmy sumujac gorne
ograniczenia czasOw wykonania poszczegolnych
instrukcjt, ktore naleza do tego bloku.
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Czas dziatania bloku instrukcji

O(f1(n))

O( fl(n)+£2(n)+...+ fk(n))
lub
O( najwigcksza f.(n) )

O(f2(n))

O(fk(n))
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Przyktad: ,sortowanie przez wybieranie”

Drzewo reprezentujace grupowanie instrukcji

—_

for (iI=0; i< n-1;i++) {
2, small = 3

| for (j=i+1;j<n; j++)
4. if( A[j] < A[small] ) /
5. small =j; ‘ ‘

6. temp = A[small];
Alsmall] = Af1];
Ali] = temp; }

W

Sl
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Przyktad: ,sortowanie przez wybieranie”

= lljozpogz,Ynamy analiz¢ ,,0d liscia do Drzewo reprezentujace grupowanie instrukejt
orzenia

m  Kazda instrukcja przypisania

(liScie) wymaga czasu O(1)

® Instrukcja ,,if” (4-5) wymaga

czasu O(1)

m Instrukcja ‘for” (3)-(5) wymaga

czasu O(n-1-1) oraz 1<n

m  Instrukcja ,,for” (2)-(8) moze by¢

dalej ograniczona przez O(n-1)

® Instrukcja ,,for” (1)-(8) moze

by¢ ograniczona przez O(n (n-1)),
Odrzucajac wyraz mniej znaczacy
otrzymujemy oszacowanie czasu
dziatania jako O(n?).

& oo
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

O Dotychczas rozwazali§my szacowanie czasu dziatania petli uzywajac
ujednoliconego gornego ograniczenia, majacego zastosowanie w kazdej
iteracji petli.

O Dla sortowania przez wybieranie, takie proste ograniczenie prowadzito do
szacowania czasu wykonania O(n?).

0O Mozna jednak dokonac bardziej uwaznej analizy petli i traktowac wszystkic jej
iteracje osobno. Mozna wowczas dokonac sumowania gérnych ograniczen
poszczegolnych iteracji. Czas dziatania petli z wartoscia 7 zmiennej indeksowe;
1wynosi O(n-i-1), gdzie 1 przyjmuje wartosci od 0 do n-2.

O Gorne ograniczenie czasu niezbednego do wykonania wszystkich iteracjt
Wynosi:

o) an(n-i-l) ) = O( n(n-1)/2 )
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

Nl h === ,

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteraciji

g

0 iteracja i n-2

Gorne ograniczenie czasu niezbednego do wykonania wszystkich
iteracji wynost:

o nzj(n-i-l) ) = O(n(n-1)/2)
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Nie przejmuj sie efektywnoscia algorytmu... wystarczy
poczekac kilka lat.

Taki poglad funkcjonuje w srodowisku programistow, nie okreslono przeciez
granicy rozwoju mocy obliczeniowych komputeréw. Nie nalezy si¢ jednak z
nim zgadza¢ w ogolnosci. Nalezy zdecydowanie przeciwstawiac si¢
przekonaniu o tym, ze ulepszenia sprzetowe uczynig prace nad efektywnymi
algorytmami zbyteczna.

Istnieja problemy ktorych rozwiazanie za pomoca zasobow komputerowych
jest teoretycznie mozliwe, ale praktycznie przekracza mozliwosci istniejacych
technologii. Przykladem taklego problemu jest rozumienie ]szka naturalnego
przetwarzanie obrazow (do pewnego stopnia oczywiscie) czy “inteligentna”
komunikacja pomiedzy komputeram1 a ludzmi na rozmaitych poziomach.

Kiedy pewne problemy staja si¢ “proste”... Nowa grupa wyzwan, ktore na
razie mozna sobie tylko probowac Wyobrazac wytyczy nowe granice
mozliwosci wykorzystania komputerow.

Do problemu systematycznej anahzy czasu dziatania programu powrdcimy
jeszcze na wykladzie w styczniu. .
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