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Prawdopodobienistwo i algorytmy probabilistyczne
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Teoria prawdopodobienstwa

O Teoria prawdopodobienistwa, szeroko stosowana we
wspoOlczesnej nauce, ma rowniez wiele zastosowan w
informatyce, np.:

® szacowanie czasu dzialania programow dla przypadkow ze
srednimi, czyli typowymi danymi wejSciowymi,

m wykorzystanie do projektowania algorytmow ,,podejmujacych
decyzje” w niepewnych sytuacjach, np. najlepsza mozliwa
diagnoza medyczna na podstawie dostepnej informaci,

® algorytmy typu Monte Carlo,

B réznego rodzaju symulatory procesow,

u prawie zawsze ,,prawdziwe” rozwigzania.
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Teoria prawdopodobienstwa

O Przestrzen probabilistyczna €2:
Skonczony zbiér punktow, z ktérych kazdy reprezentuje jeden z mozliwych
wynikow doswiadczenia. Kazdy punkt x jest zwiazany z taka nieujemna liczba
rzeczywistg zwana prawdopodobiefistwem x, ze suma prawdopodobienstw
wszystkich punktow wynosi 1.
Istnieje takze pojecie nieskonczonych przestrzeni probabilistycznych ale nie
maja one wickszego zastosowania w informatyce.

O Zdarzenie E:

Podzbi6r punktow w przestrzeni probabilistyczne;.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, P(E), jest suma prawdopodobiefistw
punktoéw nalezacych do tego zdarzenia.

O Dopetnienie zdarzenia E czyli E :

Zbior punktdéw przestrzeni probabilistycznej ktére nie naleza do zdarzenia E.

P(E) + P(E) = 1.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia F pod
warunkiem zaj$cia zdarzenia E, gdzie P(E) > 0 nazywamy liczbe:
P(F|E)=P(E n F) / P (E).

O Jest to iloraz prawdopodobienstwa cz¢sct wspolnej zdarzen E, F

O

O
O

1 prawdopodobienistwa zdarzenia E.

Zdarzenia E, F nazywamy niezaleznymi jesli zachodzt:
P(EN F)=PE)*P®F)

W przectwnym wypadku zdarzenia sa zalezne.

Dla zdarzen niezaleznych E, F zachodzt:
P(F|E) = P(F)
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Przyktady

O Zdarzenia niezalezne:
Rzucamy dwoma kostkami, wyrzucenie liczby ,,1” na pierwszej kostce
(zdarzenie E) nie wplywa na mozliwos$¢ pojawienia si¢ liczby ,,1”” na drugie;
kostce (zdarzenie F). P(F|E) = P(F)

O Zdarzenia zalezne:
Ciagniemy dwa razy karte z talii kart. Wyciagniecie jako pierwszej karty asa
(zdarzenie E), wplywa na mozliwo$¢ wyciagniecia jako drugiej karty asa
(zdarzenie F). P(F | E) # P(F).

O W niektorych sytuacjach liczenie prawdopodobienstw jest latwiejsze jezeli
podzielimy przestrzen probabilistyczna na rozdzielne obszary R, R, ... , R,.
Wéwezas P(E) = 2, P(E|R) * P(R).
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Przyktad z kartami

O

O

Ciagniemy dwie karty z talit 52 kart. Liczba mozliwych wynikow tego doswiadczenia (czyli wariacji
bez powtdrzen) wynosi [Q| = 52 * 51 = 2652.

Oznaczmy poprzez E zdarzenie polegajace na wyciagnieciu jako pierwszej karty As’a.

|E| =4 *51= 204.

PE)= |E|/|Q| =204/2652 = 1/13.

Prawdopodobienistwo wyciagniecia As’a jako drugiej karty, (zdarzenie F), jezeli pierwsza
wyciagnieta karta to byt As jest P(F|E) =P(E N F) / P (E) = 43/204 = 1/17.

P(E)P(F|E) =1/131/17 = 1/221.

Podzielmy przestrzen na dwa obszary:
B R, - pierwsza karta jest As, | R | = 4*51 = 204.
R, - pierwsza karta nie jest As, | R, | = 2652-204 = 2448.
P(E N F)=P((E N F)|R1) * P(R1) + P((E N F)|R2) * P(R2)
PENF|R)=0
PENF|R)=4°3/4°51=1/17
P(R,) = 204/ 2652 = 1/13
PENF)=P(ENF)|R)*PR)+P(ENF)|R)*PR,)=1/171/13 + 0 P(R) =1/221.

Gdybys$my po wyciagni¢ciu pierwszej karty zwracali ja z powrotem do talii, to mieliby$Smy
P(F|E) = P(F) = 1/13 (zdarzenia niezalezne).
Wowczas P(E) * P(F|E)=1/13 *1/13=1/169.
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Reguty zwigzane z wieloma zdarzeniami

Oznaczmy: ENF=peq
P(E) = p, P(F) = q,

Wowezas:
max(0, (p+q-1)) < P(ENF) < min(p,q)
P(EVUF) = p+q - P(ENF)
P(EUF) = p+q — p*q (zdarzenia niezalezne)

) 9
EUF=p+q-p°q

(zdarzenia niezalezne)

A

»
L

<&
<«

(zdarzenia niezaleine)

O W zastosowaniach czasem akceptujemy ze nie mozemy
wyznaczy¢ dokladnie prawdopodobienstw oraz zaleznosci
miedzy zdarzeniami. Potratimy tylko wskaza¢ sytuacje najmnie;

lub najbardziej prawdopodobne.
O Zastosowanie: roznego typu diagnostyka
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Oczekiwane wartosci obliczen i analiza probabilistyczna

O Przypus$émy, ze mamy pewna funkcje okreslong na
przestrzeni probabilistycznej f(x). Warto§¢
oczekiwana tej funkcji po wszystkich punktach
przestrzent E(f) = X {(x) P(x).

O Mamy tablice n liczb catkowitych, sprawdzamy czy
jakas liczba catkowita ,,x” jest elementem tej tablicy.
Algorytm przeglada cala tablice, po napotkaniu
A[i] = x konczy dzialanie.

m Jezeli A[0] = x to algorytm O(1)
m Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n)

O

E@ =3 (citdes1/m)=ce(@l)/2+d
E(f) ~C n/2 dla duzego n

O
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

O Jest bardzo wiele réznych typow algorytmow wykorzystujacych
prawdopodobienistwo.

O Jeden z nich to tzw. algorytmy Monte-Carlo ktore wykorzystujg liczby
losowe do zwracania albo wyniku pozadanego (,,prawda”), albo zadnego
,»nie wiem”).
Wykonujac algorytm statg liczbe razy, mozemy rozwigza¢ problem,
dochodzac do wniosku, ze jesli zadne z tych powtorzen nie doprowadzito
nas do odpowiedzi ,,prawda”, to odpowiedzig jest ,,fatsz”.
Odpowiednio dobierajac liczbe powtorzen, mozemy dostosowac
prawdopodobienstwo niepoprawnego wniosku ,,falsz” do tak niskiego
poziomu, jak w danym przypadku uznamy za konieczne.

O Nigdy jednak nie osiagniemy prawdopodobienstwa popelnienia biedu na
poziomie zero.
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Co to sg liczby losowe?

O Mowimy, ze wyniki pewnych doswiadczen sq losowe, co
oznacza ze wszystkie mozliwe wyniki sa réwnie prawdopodobne.

O Przykladowo, jezeli rzucamy normalng (prawidtows) kostka do
ory to zakladamy ze nie ma mozliwosci fizycznego
kontrolowania wyniku tego rzutu w taki sposéb aby jeden wynik
byt bardziej prawdopodobny od drugiego.

O Podobnie zakladamy ze majac uczciwie potasowana talie kart, nie
mozemy wplyna¢ na wynik - prawdopodobiefistwo otrzymania w
rozdaniu kazdej karty jest identyczne.
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Co to sg liczby losowe?

O Wszystkie generowane przez komputer losowe sekwencje sa wynikiem
dzialania specjalnego rodzaju algorytmu zwanego generatorem liczb
losowych (ang. random number generator). Zaprojektowanie takiego
algorytmu wymaga specjalistycznej wiedzy matematycznej.

Przykltad prostego generatora ktory catkiem dobrze sprawdza si¢ w praktyce to
tzw. “liniowy generator kongurencyjny”

Wyznaczamy state a > 2, b 2 1, x, 2 0 oraz wspoICZynmk m > max(a, b, x,).
Mozemy teraz wygenerowac sekwenc]e liczb x, X,, ... za pomoca wzoru:

X1 = (2 X, + b) mod(m)

O Dla wlasciwych wartosci stalych a, b, m oraz x,, seckwencja wynikowa bedzie
wygladata na losowa, mimo ze zostata ona Wygenerowana przy uzyctu
konkretnego algorytmu 1 na podstawie “jadra” x

O Dla szeregu zastosowan istotna jest odtwarzalnoéé sekwencji liczb
losowych.
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

O Mamy pudetko w ktorym jest n-procesoréw, nie mamy pewnosci czy zostaly
przetestowane przez producenta. Zaktadamy ze prawdopodobiefistwo ze
procesor jest wadliwy (w nieprzetestowanym pudelku) jest 0.10.

O Co mozemy zrobi¢ aby potwierdzi¢ czy pudetko dobre?
® przejrze¢ wszystkie procesory -> algorytm O(n)
® losowo wybra¢ k procesoréw do sprawdzenia -> algorytm O(1)
®  blad polegalby na uznaniu ze pudelko dobre (przetestowane) jezeli nie byto takie.

O Losuyemy k=131 procesorow.
Jezeli procesor jest dobry odpowiadamy ,,nie wiem”. Prawdopodobiefistwo ze
,»nie wiem” dla kazdego z k-procesoréw (0.9)% = (0.9)! = 106,
107 to jest prawdopodobiestwo ze pudetko uznamy za dobre cho¢ nie bylo
testowane przez producenta.
Za ceng bledu = 10, zamienili§my algorytm z O(n) na O(1).
Mozemy regulowac wielko$¢ bledu/czas dziatania algorytmu zmieniajac k.
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Probabilistyczne algorytmy sprawdzania

»» Czy liczba N jest liczba pierwsza ?”

O W potowie lat 70-tych odkryto dwa bardzo eleganckie probabilistyczne algorytmy
sprawdzajace, czy liczba jest pierwsza. Byly one jednymi z pierwszych rozwiazan
probabilistycznych dla trudnych probleméw algorytmicznych. Wywotaly fale badan
ktore doprowadzily do probabilistycznych rozwigzan wielu innych probleméw.

O Oba algorytmy wykonuja si¢ w czasie wielomianowym (niskiego stopnia), zaleznym od
liczby cyfr w danej liczbie N (czyli O (log N)).

O Oba algorytmy sa oparte na losowym szukaniu pewnych rodzajow potwierdzen lub
swiadectw ztozonoS$ci liczby N.

O Po znalezieniu takiego $wiadectwa algorytm moze si¢ bezpiecznie zatrzymac z
odpowiedzig ,,nie, N nie jest liczbg pierwsza”, poniewaz istnieje bezdyskusyjny
dowdd ze N jest liczbg ztozona,.

O Poszukiwanie musi by¢ przeprowadzone w taki sposob aby w pewnym rozsadnym
czasie algorytm mogt przerwac szukanie odpowiadajac, ze N jest liczba pierwszg z
bardzo mala szansa omylki.

O Trzeba zatem znalez¢ dajaca si¢ szybko sprawdzac definicje §wiadectwa ztozonosci.
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,Czy liczba N jest liczbg pierwszg ?
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Swiadectwa ztozono$ci (zarys)

O Kazda liczba parzysta poza 2 to jest zlozona
O Jezeli suma cyfr liczby jest podzielna przez 3 to liczba jest zlozona (iteracyjny
prosty algorytm liniowo zalezny od liczby cyfr)
O Test pierwszosci Fermata:
m jesli n jest liczbg pierwszg oraz k jest dowolna liczba catkowita (1, n-1),
to k™1 =1 (mod n).
B natomiast jeslt n jest liczbg ztoZzona (z wyjatkiem kilku ztych liczb zlozonych —

liczb Carmichael’a) oraz jesli k wybierzemy losowo z przedziatu (1, n-1) to
prawdopodobiefistwo tego ze k™! # 1 (mod n) jest mniejsze niz V2.

m Zatem liczby ztozone (poza liczbami Carmichacl’a) spetniaja warunek testu dla
danego k z prawdopodobiefistwem nie mniejszym niz 7.

O Test pierwszosci Solovay-Strassena:
® jesli k i n nie maja wspolnych dzielnikéw (co by bylo swiadectwem ztozonosci)
olicz:
X = k*D/2 (mod n), Y = Js(n,k) (symbol Jacobiego),
jesli X # Y to k jest $wiadectwem zlozonosci liczby n.

m dla tego testu nie ma ‘ztych’ liczb ztozonych.
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Podsumowanie

O Przestrzen probabilistyczna sktada si¢ z punktoéw z ktorych
kazdy reprezentuje wynik jakiego$§ dos§wiadczenia. Kazdy punkt x
zwigzany jest z nieujemna liczbg zwang prawdopodobienistwem
punktu x. Suma prawdopodobienstw wszystkich punktow
skladajacych sie na przestrzen probabilistyczna wynost 1.

O Zdarzenie jest podzbiorem punktow z przestrzent
probabilistycznej. Prawdopodobienstwo zdarzenia jest suma
prawdopodobienstw nalezacych do niego punktow.
Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia miesci si¢ w przedziale

od 0 do 1.
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Podsumowanie

O Regula sum okresla, ze prawdopodobienstwo tego, ze zajdzie
jedno z dwoéch zdarzen E lub F jest wicksze lub rowne
wickszemu z prawdopodobienstw obu zdarzen, ale nie wigksza
niz suma tych prawdopodobienistw.

O Regula illoczynow okresla, ze prawdopodobienistwo tego, ze
wynikiem pewnego doswiadczenia beda dwa zdarzenia E 1 F, jest
nie wicksze niz mniejsze z prawdopodobienstw obu zdarzen.

O Wykonujac algorytm Monte Carlo stalg liczbe razy, mozemy
rozwigzac problem, dochodzac do wniosku, ze jesli zadne z tych
powtorzen nie doprowadzito nas do odpowiedzi ,,prawda”, to
odpowiedzig jest ,,falsz”.
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