Teoretyczne podstawy informatyki

Wyktad 9:
Gratowy model danych
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Graf

O

Graf to jest relacja binarna.
O Dla gratéw mamy ogromne mozliwosci wizualizacji jako zbior
punktoéw (zwanych wierzchotkami) potaczonych liniami lub

strzatkami (nazwanych krawedziami). Pod tym wzgledem graf
stanowi uogolnienie drzewiastego modelu danych.

O Podobnie jak drzewa, graty wystepuja w roznych postaciach:
graféw skierowanych i nieskierowanych lub etykietowanych
1 niezaetykietowanych.

O Graty sa przydatne do analizy szerokiego zakresu problemow:
obliczanie odleglosci, znajdowanie cyklicznosct w relacjach,
reprezentacji struktury programéw, reprezentacit relacji
binarnych, reprezentacji automatow 1 uktadow elektronicznych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 2 8.12.2009




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAiIS U] - 2009/2010

Podstawowe pojecia

O Graf skierowany (ang. directed graph)
Sktada si¢ z nastepujacych elementow:
m Zbioru V wierzchotkdw (ang. nodes, vertices)

m Relacji binarnej E na zbiorze V. Relacje E nazywa si¢ zbiorem krawedzi
(ang. edges) grafu skierowanego. Krawedzie stanowia zatem pary
wierzchotkow (u,v).

vV =1{0,1,2,3,4}
E = { (0,0), (0,1), (0,2), (1,3), (2,0), (2,1),
2,4), (3,2), (3,4), (4,1) }
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Podstawowe pojecia

O Etykiety:
= Podobnie jak dla drzew, dla graféw istnieje mozliwos$¢ przypisania do
kazdego wierzchotka etykiety (ang. /abel).

® Nie nalezy myli¢ nazwy wierzchotka z jego etykieta. Nazwy wierzchotkow
musza by¢ niepowtarzalne, ale kilka wierzchotkéwmoze by¢ oznaczonych

ta sama etykieta.
O O

pies

O Drogi:
® Droga (ang. path) w grafie skierowanym stanowi liste wierzchotkow,
(04, 0y, ..., 0y) taka, ze wystepuje krawedz taczaca kazdy wierzcholek z
nastc;pnym to znaczy (n;, ;) € E dlai=1, 2, ..., k. Dlugos¢ (ang. lngh)
drogi wynost k-1, co stanowt liczbe krawegdm nalezacych do tej same;

drogi.
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Podstawowe pojecia

O Grafy cykliczne i acykliczne:

m Cykl (ang. gyele) w grafie skierowanym jest droga o dtugosci 1 lub wigcej,
ktora zaczyna si¢ 1 konczy w tym samym wierzchotku.

= Diugosc cyklu jest dtugoscia drogi. Cykl jest prosty (ang. suple) jezeli
zaden wierzcholek (oprocz pierwszego) nie pojawia si¢ na nim wiecej niz
raz.

= Jezeli istnieje cykl nieprosty zawierajacy wierzcholek n, to mozna znalez¢
prosty cykl ktory zawiera n. Jezeli graf posiada jeden lub wiccej cykli to
mowimy ze jest grafem cyklicznym (ang. gye/z). Jesli cykle nie wystepuja
to, graf okresla si¢ mianem acyklicznego (ang. acyclic).

Przyktady cykli prostych:

(0,0), (0,2,0), (1,3,2,1), (1,3,2,4,1)
Przyktad cyklu nieprostego:
(0,2,1,3,2,0)
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Grafy wywotan

O Wywolania dokonywane przez zestaw funkcji mozna reprezentowac za
pomoca grafu skierowanego, zwanego grafem wywotan. Jego wierzchotki
stanowia funkcje, a krawedz (P, Q) istnieje wéwcezas, gdy funkcja P wywoluje
funkcje Q.

O Istnienie cyklu w gratie implikuje wystepowanie w algorytmie rekurenciji.

O Rekurencja w ktoérej funkcja wywoluje sama siebie nazywamy bezposrednig
(ang. direc).

O Czasem mamy do czynienia z rekurencja posrednia (ang. iudirect) ktora
reprezentuje cykl o dlugosci wigkszej niz 1, np. (P, Q, R, P).

Graf wywotan dla algorytmu

sortowania przez scalanie

Rekurencja bezposrednia
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Grafy nieskierowane

O Czasem zasadne jest polaczenie wierzchotkéw krawedziami,
ktore nie posiadaja zaznaczonego kierunku. Z formalnego
punktu widzenia taka krawedz jest zbiorem dwoch
wierzchotkow.

O Zapis {u,v} mowi ze wierzchotki u oraz v sa potaczone w dwoch
kierunkach. Jesli {u,v} jest krawedzia nieskierowana, wierzchotki
u 1 v okresla si¢ jako sasiednie (ang. adjacen) lub mianem
sasiadOw (ang. neighbors).

O Graf zawierajacy krawedzie nieskierowane, czyli graf z relacja
symetrycznos$ci krawedzi, nosi nazwe gratu nieskierowanego

(ang. undirected graph).
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Grafy nieskierowane

Kahului

Graf nieskierowany reprezentujacy
drogi na wyspie Hawajéw Maui.

Keokea

O Droga to lista wierzchotkéw. Nieco trudniej jest sprecyzowac co
to jest cykl, tak aby nie byta to kazda lista

(V15 Vs «oes Vits Vies Vicqs <05 Vas V1)
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Pewne pojecia z teorii graféw

O Teoria graféw jest dziedzing matematyki zajmujacy si¢
wla$ctwosciami gratow.
O Grafy pelne:

= Nieskierowany graf posiadajacy krawedzie pomiedzy kazda para réznych
wierzchotkow nosi nazwe grafu pelnego (ang. complete graph). Graf pelny o
n wierzchotkach oznacza si¢ przez K.

® Liczba krawedzi w nieskierowanym grafie K wynosi n(n-1)/2, w

skierowanym grafie K wynosi n’.
[\
A
G
K

.14

1 2 3 I<4 3
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Grafy planarme 1 nieplanarme

O O grafie nieskierowanym mowi si¢ ze jest planarny (ang. planar) wowczas,
gdy istnieje mozliwo$¢ rozmieszczenia jego wierzchotkéw na plaszczyznie, a
nastepnie narysowania jego krawedzi jako lini ciaglych ktore sie nie przecinaja.

O Grafy nieplanarne (ang. nonplanar) to takie ktore nie posiadaja reprezentacii
plaskiej.

Reprezentacja planarna: Najprostsze grafy nieplanarne:
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Zastosowania planarnosci 1 kolorowanie graféow

O Planarno$¢ ma duze zastosowanie do graficznych reprezentacji w informatyce
dla projektowania réznego rodzaju ukladéw (np. scalonych, bramek, etc.)

O Kolorowanie grafu (ang. graph coloring) polega na przypisaniu do kazdego
wierzchotka pewnego koloru, tak aby zadne dwa wierzchotki potaczone
krawedzia nie mialy tego samego koloru.

O Minimalna liczba kolorow potrzebna do takiej operacji nazwana jest liczba
chromatyczng grafu (ang. chromatic number), oznaczana Y (G).
m  Jezeli graf jest pelny to jego liczba chromatyczna jest rowna liczbie wierzchotkow
m  Jezeli grat mozemy pokolorowaé przy pomocy dwoch koloréw to nazywamy go

dwudzielnym (ang. bipartite graph). Np. K 5.
X(G)=4 '.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 11 8.12.2009




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAiIS U] - 2009/2010

Sposoby implementacji graféw

O Istniejg dwie standardowe metody reprezentacji grafow.
®  Pierwsza z nich, listy sasiedztwa (ang. adjacency lists), jest, ogolnie rzecz biorac, podobna do
implementacii relacji binarnych.
®  Druga, macierze sasiedztwa (ang. adjacency matrices), to nowy sposob reprezentowania relacji
binarnych, ktory jest bardziej odpowiedni dla relacji, w przypadku kt6rym liczba istniejacych

par stanowi znaczaca cz¢$¢ calkowitej liczby par, jakie moglyby teoretycznie istnie¢ w danej
dziedzinie.

O Wierzchotki s ponumerowane kolejnymi liczbami catkowitymi 0,1,....., MAX-1 lub
oznaczone za pomoca innego adekwatnego typu wyliczeniowego (uzywamy ponizej
typu NODE jako synonimy typu wyliczeniowego).

O Wowczas mozna skorzysta¢ z podejScia opartego na wektorze wlasnym.

O Element successors[u] zawiera wskaznik do listy jednokierunkowej wszystkich
bezposrednich nastepnikow wierzchotka u. Nastepniki moga wystepowaé w dowolne;
kolejnosci na liscie jednokierunkowej.

typedef struct CELL *LIST;
struct CELL {
Listy sasiedztwa: NODE nodeName;
LIST next;
b

LIST successors[MAX]
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Reprezentacja grafu za pomoca list sasiedztwa

O Listy sastedztwa zostaly posortowane wg. kolejnosci,
ale nastepniki moga wystepowac w dowolnej
kolejnosci na odpowiedniej liScie sasiedztwa.

0 0 » 1 » 2| ©
1 13| ©°

2 > 1 0 > 1 > 4 |o
3 > | 2 "4 | o

4 —r— |1 |o
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Reprezentacja grafu za pomoca macierzy sasiedztwa

O Tworzymy dwuwymiarowsq tablice;
BOOLEAN verticesf MAX][MAX];
w ktorej element vertices[u] [v] ma wartos¢ TRUE
wowczas, gdy 1stnieje krawedz (u, v), za§ FALSE, w
przectwnym przypadku.

A~ LW o - O

S O = O O
—_ O = O P
S — O O D
S O O = OfW
S - = O Ok~
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Poréwnanie macierzy sasiedztwa z listami sasiedztwa.

O Macierze sgsiedztwa sa preferowanym sposobem reprezentacji grafow wowczas, gdy
grafy sg geste (ang. dense), to znaczy, kiedy liczba krawedzi jest bliska maksymalne]

mozliwej ich liczby.

O Dla grafu skierowanego o n wierzchotkach maksymalna liczba krawedzi wynosi n?,
O Jesl graf jest rzadki (ang. spame) to reprezentacja oparta na listach sgsiedztwa moze

pozwoli¢ zaoszczedzi¢ pamigc.

O Istotne réznice miedzy przedstawionymi reprezentacjami grafow sa widoczne juz przy

wykonywaniu prostych operacii.

Preferowany sposob reprezentacii:

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

OPERACJA GRAF GESTY | GRAF RZADKI
Wyszukiwanie krawedzi Macierz sasiedztwa | Obie
Znajdowanie nastepnikow Obie Lista sasiedztwa
Znajdowanie poprzednikéw Macierz sasiedztwa | Obie
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Spdojna sktadowa grafu nieskierowanego

O Kazdy graf nieskierowany mozna podzieli¢ na jedna lub wigcksza
liczbe spojnych sktadowych (ang. connected components).

O Kazda spojna sktadowa to taki zbior wierzchotkow, ze dla
kazdych dwoch z tych wierzcholtkéw istnieje taczaca je Sciezka.
Jezeli graf sktada si¢ z jednej spojnej skladowej to méwimy ze
jest spojny (ang. connected).

Kahului

To jest graf spojny
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Spdjne sktadowe jako klasy réwnowaznosci

O Pojecie spojnych skfadowych mozna potraktowac formalnie jako klasy
rownowaznosct relacji rownowaznosct P zdefiniowanej na wierzchotkach
grafu nieskierowanego jako uPv wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje droga z
wierzchotka u do v.

O Sprawdzenie czy P jest relacja rOwnowaznosci

= Relacja P jest zwrotna, to znaczy zachodzi uPu dla dowolnego wierzchotka u,
gdyz istnieje droga o dlugosm 0 z dowolnego wierzchotka do niego samego.

m  Relacja P jest symetryczna. Jesli zachodzi uPv, to istnieje droga z wierzchotka u
do v. Poniewaz graf jest nieskierowany, odwrotny porzadek wierzchotkéw
rowniez stanowi droge. Stad zachodzi vPu.

= Relacja P jest przechodnia. Zat6zmy, ze relacje uPw oraz wPv sa prawdziwe.
Wowezas istnieje pewna droga, na przyklad (X1 X5 +++5 Xj) z u do w. Zatem u=x,
oraz w=x.. Ponadto istnieje droga (v, V55 «-+, V}.) Z Wlerzcholka w do v, gdzie

W=y, oraz V—yk Skltadajac obie drogi razem otrzymujemy droge z u do v, czyli

(U=X5 Xpy «ey X = W= V15 V25 o0 Y™ v).
m Relacja P dzieli graf na klasy réwnowaz’noéci. Kazda klasa réwnowaznosci
zdefiniowana relacja drogi odpowiada spojnej sktadowej tego grafu.
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Algorytm wyznaczania spéjnych sktadowych

O Chcemy okresli¢ spojne skladowe grafu G. Przeprowadzamy rozumowanie
indukcyjne.

O Podstawa:

m  Graft G, zawiera jedynie wierzcholki grafu G 1 zadnej jego krawedzi. Kazdy
wierzcholek stanow1 odrebna spdjng sktadows .

O Indukcja:
m  Zakladamy, ze znamy juz spojne sktadowe grafu G; po rozpatrzeniu pierwszych i
krawedz1, a obecnie rozpatrujemy (i+1) krawedz {u, 43
jezeli wierzchotki u, v naleza do jednej spojnej sktadowej to nic si¢ nie zmienia
jezeli do dwoch réznych, to laczymy te dwie spojne sktadowe w jedna.
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Struktura danych dla wyznaczania spdjnych sktadowych

O Biorac pod uwage przedstawiony algorytm, musimy zapewnic szybka
wykonywalno$¢ nastepujacych operacii:
1. gdy jest okreslony wierzcholek to znajdz jego biezaca spojna sktadowa
2. polacz dwie spojne sktadowe w jedna
O Zaskakujaco dobre wyniki daje ustawienie wierzchotkow kazdej sktadowej w

strukturze drzewiastej, gdzie spojna skladowa jest reprezentowana przez
korzen.

®  aby wykonac operacje (1) nalezy przej§¢ do korzenia
®  aby wykonac operacje (2) wystarczy korzen jednej skladowej okresli¢ jako
potomka korzenia sktadowej drugiej.
®  Przyjmijmy zasade ze korzen drzewa o mniejszej wysokoSci czynimy potomkiem.
O Przy takiej konstrukejt czas wykonania instrukeji (1) jest O(log n), czas

wykonania instrukcji (2) jest O(1). Wyznaczenie wszystkich spdjnych
skladowych to O(m log n) gdzie m jest liczba krawedzi a n liczba
wierzcholkow.
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Minimalne drzewa rozpinajace

Drzewo rozpinajace (ang. spanning tree) gratu nieskierowanego
G stanowt1 zb16r wierzchotkdw tego grafu wraz z podzbiorem
jego krawedzi, takich ze:
® lacza one wszystkie wierzchotki, czyli istnieje droga miedzy dwoma
dowolnymi wierzchotkami ktéra sklada sie tylko z krawedzi drzewa
rozpinajacego.
® tworzg one drzewo nie posiadajace korzenia, nieuporzadkowane. Oznacza
to ze nie istnieja zadne (proste) cykle.
Jesli graf G stanowi pojedyncza spojna sktadowsq to drzewo
rozpinajace zawsze istnieje. Minimalne drzewo rozpinajace
(ang. minimal spanning tree) to drzewo rozpinajace, w ktérym suma
etykiet jego krawedzi jest najmniejsza ze wszystkich mozliwych
do utworzenia drzew rozpinajacych tego grafu.
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Minimalne drzewa rozpinajace

Graf nieskierowany Drzewo rozpinajace
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Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego

O Istnieje wiele algorytméw. Jeden z nich to algorytm Kruskala, ktory stanowi

proste rozszetzenie algorytmu znajdowania spdjnych skladowych Wymagane
zmiany to:

| naIe,Zy rozpatrywac krawedzie w kolejnosci zgodnej z rosnaca wartoscia ich
etykiet,

® nalezy dolaczy¢ krawedz do drzewa rozpinajacego tylko w takim wypadku gdy je;
konice nalezg do dwoch réznych spdjnych sktadowych.

Graf nieskierowany Minimalne drzewo fOZpinaiqce
(w nawiasach podano kolejno$¢ dodawanych krawedzi)
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Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego

O Algorytm Kruskala jest dobrym przyktadem algorytmu
zachtannego (ang. greedy algorithm), w przypadku ktorego
podejmowany jest szeteg decyzji, z ktorych kazda stanowi
wybranie opcji najlepszej w danym momencie. Lokalnie
podejmowane decyzje polegaja w tym przypadku na wyborze
krawedzi dodawanej do formowanego drzewa rozpinajacego.

O Za kazdym razem wybierana jest krawedz o najmniejsze wartosci
etykiety, ktora nie narusza definicjt drzewa rozpinajacego,
zabraniajacej utworzenia cyklu.

O Dla algorytmu Kruskala mozna wykazac, ze jego rezultat jest

optymalny globalnie, to znaczy ze daje on w wyniku drzewo
rozpinajace o minimalnej wadze.

O Czas wykonania algorytmu jest O(m log m) gdzie m to jest
wigksza z wartosci liczby w1erzcholkow i hczby krawedzl.
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LIzasadnienie poprawnosci algorytmu Kruskala

O Niech G bedzie nieskierowanym grafem spojnym.

(Dla niektorych etykiet dopuszczamy dodanie nieskonczenie
malej wartosci tak aby wszystkie etykiety byly rozne, grat G
bedzie mial wobec tego unikatowe minimalne drzewo
rozpinajace, ktore bedzie jednym sposrod minimalnych drzew
rozpinajacych gratu G o oryginalnych wagach).

Niech ciag e, €,, ..., e oznacza wszystkie krawedzie grafu G w
kolejnosci zgodnej z rosnaca wartoscig ich etykiet, rozpoczynajac
od najmniejszej.

O Niech K bedzie drzewem rozpinajacym gratu G o odpowiednio

zmodyfikowanych etykietach, utworzonym przez zastosowanie
algorytmu Kruskala, a T niech bedzie unikatowym minimalnym
drzewem rozpinajacym grafu G.
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LIzasadnienie poprawnosci algorytmu Kruskala

O Nalezy udowodni¢ ze K1 T stanowia to samo drzewo. Jesli sa

rozne musi 1stnie¢ co najmniej jedna krawedz, ktéra nalezy do
jednego z nich a nie nalezy do drugiego.

O Niech e, oznacza pierwsza taka krawedz sposrod
uporzadkowanych krawedzi, to znaczy kazda z krawedzi e, e,,
..., €, albo nalezy do obu drzew K i T albo nie nalezy do
zadnego z nich.

O Istnieja dwa przypadki w zaleznosci czy krawedz e; nalezy do
drzewa K czy do drzewa T. W kazdym z tych przypadkow
wykazemy sprzecznos$¢, co bedzie stanowi¢ dowadd, ze e, nie
movze istniec, a stad ze K=T, oraz ze K stanowi minimalne
drzewo rozpinajace gratu G.
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LIzasadnienie poprawnosci algorytmu Kruskala

O Przypadek 1:

m krawedz e; nalezy do T, ale nie nalezy
do K.

® Jezeli algorytm Kruskala odrzuca e,
oznacza to ze e; formuje cykl z pewna
droga P, utworzona z uprzednio
wybranych krawedzi drzewa K.

m Jezeli krawedzie drogi P naleza to K to
nalezg takze do T.

= A wiec P + e, utworzyloby cykl w T
wiec i Utworzyioby cyklw 1 co Droga P (linia ciaglta) nalezy

zarowno do drzewa T jak i K,
krawedz e, nalezy tylko do T.

jest sprzeczne z definicja drzewa
rozpinajacego. Stad niemozliwe jest aby
e; nalezala do T a nie nalezala do K.
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LIzasadnienie poprawnosci algorytmu Kruskala

O Przypadek 2:

m krawedz e; nalezy do K ale nie nalezy do T.
Niech krawed? e, laczy wierzcholki uiv.
Poniewaz drzewo T jest spojne, musi istnie¢ w
T pewna acykliczna droga z wierzchotka u do
v. Niech nosi ona nazwe Q. Poniewaz w sklad
Q nie wchodzi e, Q + e, tworzy cykl prosty w
grafie G.

krawedz e; posiada najwyzsza wartosc etykiety.
Musmloby to oznaczac ze K zawiera cykl co jest

niemozliwe.

na drodze Q istnicje krawedz f ktéra ma wartos¢ Droga Q (linia ciagta)
ctykiety wyzsza niz e;. Mozna by wiec usunac f a nalezy do drzewa T,
wprowadziC e; nie niszczac spojnosci. A wiec mozna dodaé krawedz

rozpigte drzewo miatoby wartos¢ mniejsza niz
wartos¢ dla T co jest w sprzecznosci z
poczatkowym twierdzeniem ze T jest minimalne.

e; i usunac¢ krawedz f
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Algorytm przeszukiwania w gtab

O

Jest to podstawowa metoda badania gratow skierowanych.

Bardzo podobna do stosowanych dla drzew, w ktorych startuje si¢ od
korzenia 1 rekurencyjnie bada wierzchotki potomne kazdego odwiedzonego
wierzchotka.

Trudnos$¢ polega na tym ze w grafie moga pojawiac si¢ cykle... Nalezy wobec
tego znaczy¢ wierzchotki juz odwiedzone 1 nie wracac¢ wigcej do takich
wierzchotkow.

Z uwagi na fakt, ze w celu unikniecia dwukrotnego odwiedzenia tego samego
wierzchotka jest on odpowiednio oznaczany, grat w trakcie jego badania
zachowuje si¢ podobnie do drzewa.

W rzeczywisto$ci mozna narysowac drzewo, ktorego krawedzie rodzic-
potomek beda niektorymi krawedziami przeszukiwanego grafu G.

Takie drzewo nosi nazwe drzewa przeszukiwania w glab (ang. depth-first-
search) dla danego grafu.
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Algorytm przeszukiwania w gtab

Las przeszukiwania:
dwa drzewa o korzeniach a, d

I

Jedno z mozliwych ~ - - -

drzew @

Graf skierowany przeszukiwania

e ==t

Las przeszukiwania w glab. e e
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Drzewo przeszukiwania w giab

O Po (podczas) konstruowaniu drzewa przeszukiwania w
glab mozna ponumerowac jego wierzchotki w
kolejnosci wstecznej (ang. post-order).
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Rekurencyjna funkcja przeszukiwania w gtab: void dfs

enum MARKTYPE {VISITED, UNVISITED}; typedef struct CELL *LIST;
typedef struct{ struct CELL {
enum MARKTYPE mark; NODE nodeName;
LIST successors; LIST next;
+ GRAPH[MAX]; ¥
void dfs(NODE u, GRAPH G)
{
LIST p; /* lista sgsiedztwa dla wierzchotka u */
NODE v; /* wierzchotek w komorce wskazywanej przez p */
G[u].mark = VISITED;
p = G[u].successors;
while (p '= NULL) {
v = p->nodeName;
if (G[y].mark == UNVISITED) dfs(v, G);
p = p->next;
b
b
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Znajdowanie cykli w grafie skierowanym

O Podczas przeszukiwania w glab grafu skierowanego G mozna
wszystkim wierzchotkom przypisa¢ numery zgodne z kolejnoscia
wsteczna w czaste rzedu O(m).

O Krawedzie wsteczne to takie dla ktorych poczatki sa rowne lub
mniejsze koficom ze wzgledu na numeracje wsteczna.

O Zawsze gdy istnieje krawedZ wsteczna w grafie must istnie¢ cykl.

O Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne. Aby stwierdzi¢
czy w grafie wystepuje cykl nalezy przeprowadzi¢ numeracje
wsteczng a nastepnie sprawdzi¢ wszystkie krawedzie.

O Catkowity czas wykonania testu cyklicznosci to O(m), gdzie m
to wigksza z wartosci liczby wierzchotkow 1 liczby krawedzi.
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Sortowanie topologiczne

O Zalézmy, ze grat skierowany G jest acykliczny.
O Dla kazdego gratu mozemy okreslic¢ las poszukiwania w glab,
okreslajac numeracje wsteczna jego wierzchotkow.,

O Zalézmy, ze (ny, n,, ..., n,) okresla liste wierzchotkow grafu G
w kolejnosci odwrotnej do numeracji wstecznej. To znaczy: n,
jest wierzchotkiem opatrzonym numerem n, n, wierzchotkiem
opatrzonym numerem n-11 ogolnie wierzchotek n;, jest
opatrzony numerem n-i+1.

O Kolejnos¢ wierzchotkéw na tej liScie ma ta wlasnos¢, ze
wszystkie krawedzie gratu G biegna od poczatku do konca, tzn.
poczatek poprzedza koniec.
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Sortowanie topologiczne

O Takie uporzadkowanie nazywamy topologicznym (ang.
topological order), a proces znajdowania takiego uporzadkowania to
sortowanie topologiczne (ang. fopological sorting).

O Jedynie grafy acykliczne posiadaja uporzadkowanie topologiczne.

O Wykonujac poszukiwanie w glab mozemy je okresli¢ w czasie
O(m).

O Jedna z mozliwosct: odklada¢ kolejno znalezione wierzchotki

,,na stos”. Po zakonczeniu lista znajdujaca si¢ na stosie bedzie
reprezentowac uporzadkowanie topologiczne gratu.
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Sortowanie topologiczne

Uporzadkowanie topologiczne to (d,e,c,f,b,a)

= Bl Bl

Las przeszukiwania w gtab

Skierowany graf cykliczny
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Sortowanie topologiczne - zastosowania

O Uporzadkowanie topologiczne przydaje si¢ wowczas, gdy istnieja pewne
ograniczenia odnosnie kolejnosct w jakiej maja by¢ wykonywane zadania.

O Jesl krawedZz wiodacq od wierzchotka u do wierzchotka v jest rysowana
woweczas, gdy zadanie u musi zosta¢ wykonane przed zadaniem v, to
uporzadkowaniem zapewniajacym wykonanie wszystkich zadan jest wlasnie
uporzadkowanie topologiczne.

O Podobny przyktad to grat wywolan nierekurencyjnego zbioru funkeji, kiedy
nalezy przeanalizowac kazda funkcje dopiero po dokonaniu analizy funkeji ja
wywolujace;.

O Jesh krawedzie wioda od funkeji wywolujacych do wywolywanych, kolejnosc,
w ktorej nalezy przeprowadzi¢ takie analizy, to odwrécenie porzadku
topologicznego, czyli uporzadkowanie wsteczne.

O Zapewnia to ze kazda funkcja zostanie przeanalizowana dopiero po
dokonaniu analizy wszystkich innych wywolywanych przez nig funkcji.
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Sortowanie topologiczne - zastosowania

O Istnienie cyklu w grafie reprezentujacym priorytety
zadan mowi o tym, ze nie istnieje takie
uporzadkowanie, dzigki ktoremu mozliwe bytoby
wykonanie wszystkich zadan.

O Istnienie cyklu w grafie wywolan pozwala stwierdzi¢
wystepowanie rekurencii.
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Problem osiagalnosci

O Naturalne pytanie zwiazane z grafem skierowanym jest:

m ktoére wierzchotki sg osiagalne z danego wierzchotka u przy zatozentu, ze
po grafie mozna si¢ poruszac tylko zgodnie z kierunkiem krawedz1?
Taki zb16r wierzcholkéw okresla si¢ mianem zbioru osiagalnosci (ang.
reachable sef) danego wierzchotka u.

O Mozemy wykorzystac rekurencyjna funkcje poszukiwania w glab.
O Catkowity czas wykonania takiego zapytania to O(m n).
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Znajdowanie spdjnych sktadowych

O

Do znajdowania spéjnych sktadowych mozemy uzy¢ algorytmu
poszukiwania w glab.
Traktujemy graf nieskierowany jako grat skierowany, w ktoérym

kazda krawedzZ nieskierowana zostala zastapiona dwiema
krawedziami skierowanymi wiodacymi w obu kierunkach.

Do reprezentacji grafu uzywamy list sasiedztwa.

Tworzymy las przeszukiwania w glab gratu skierowanego. Kazde
drzewo w tym lesie odpowiada jednej sktadowej spojnosci grafu
nieskierowanego.

Czas wykonania algorytmu O(m) (przy uzyciu struktury

drzewiastej, patrz poprzedni wyklad, czas wykonania wynost
O(m log n)).
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég.

O Rozpatrujemy grat G (skierowany lub nieskierowany), w
ktorym wszystkie krawedzie zaetykietowano
warto$ciami reprezentujacymi ich diugosci.

O Dtugosc (ang. distance) danej drogl stanowi warto$c¢
sumy etykiet zwiazanych z nig krawedzi. Minimalna
odlegtos¢ z wierzchotka u do wierzchotka v to
minimalna diugosc ktorejs z drog od u do v.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 40 8.12.2009




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAiIS U] - 2009/2010

Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég.

O Traktujemy wierzcholek s jako wierzchotek
zrodlowy. W etapie posrednim wykonywania
algorytmu w grafie G istniejq tzw. wierzcholki
ustalone (ang. seftled), tzn. takie dla ktorych
znane sg odleglo$ci minimalne. W
szczegolnosci zbior takich wierzchotkow
zawiera rowniez wierzchotek s.

O Dla nieustalonego wierzchotka v nalezy
zapamiegtac¢ dlugosc najkrotszej drogi
specjalnej (ang. special path) czyli takiej ktora
rozpoczyna si¢ w wierzchotku zrodtowym,
wiedzie przez ustalone wierzchotki, 1 na
ostatnim etapie przechodzi z obszaru
ustalonego do wierzchotka v.

specjalna
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég.

O Dla kazdego wierzchotka u zapamigtujemy warto$¢ dist(u).

O Jesli u jest wierzchotkiem ustalonym, to dist(u) jest dtugoscia
najkrotszej drogi ze zrédla do wierzchotka u.

O Jesdli u nie jest wierzchotkiem ustalonym, to dist(u) jest
dlugoscig drogi specjalnej ze zrodia do u.
O Na czym polega ustalanie wierzchotkow:

= znajdujemy wierzcholek v ktory jest nieustalony ale posiada najmniejsza
dist(v) ze wszystkich wierzcholkéw nieustalonych

® przyjmujemy warto$¢ dist(v) za minimalna odlegtos¢ z s do v
® dostosowujemy wartosci wszystkich dist(u) dla innych wierzchotkéw,

ktore nie s3 ustalone, wykorzystujac fakt, ze wierzchotek v jest juz
ustalony.

m Czyli porownujemy stare dist(u) z wartoscia dist(v)+etykieta(v, u) jezeli
taka (v, u) krawedz istnieje.

O Czas wykonania algorytmu jest O(m log n).
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég.

Etapy wykonania algorytmu Dijkstry

ETAPY ustalania wierzchotkéw
MIASTO (1) 2) (3) (4) (5)
H g 0* 0* 0* 0*
P 13 13 13 13+  13*
M INF INF 33 33 33*
W INF INF 25 25*%  25%
L INF 35 35 35 35
K 11 11+ 11* 11* 11*
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Indukcyjny dowdd poprawnosci algorytmu

O W celu wykazania poprawnosci algorytmu Dijkstry
nalezy przyjaé, ze etykiety krawedzi sa nieujemne.

O Indukcyjny dowdd poprawnosci wzgledem k
prowadzi do stwierdzenia Ze:
1. dla kazdego wierzchotka ustalonego u, wartos¢ dist(u) jest

minimalna odleglodcia z s do u, a najkrétsza droga do u
sklada si¢ tylko z wierzchotkow ustalonych.

2. dla kazdego nieustalonego wierzchotka u, wartos¢ dist(u)
jest minimalna diugoscia drogi specjalnej z s do u (jesh
droga nie istnieje wartos¢ wynosi INF).
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Indukcyjny dowdd poprawnosci algorytmu

O Podstawa:

® Dla k=1 wierzcholek s jest jedynym wierzcholkiem
ustalonym. Inicjalizujemy dist(s) wartoscia 0, co speinia
warunek (1).

® Dla kazdego innego wierzchotka u, dist(u) jest
inicjalizowane wartoscia etykiety krawedz1 (s, u), o ile taka
istnieje. Jezeli nie istnieje, wartoscia inicjalizacji jest INF.
Zatem spelniony jest rowniez warunek (2).
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Indukcyjny dowdd poprawnosci algorytmu

O Krok indukceyjny:

m Zal6zmy, ze warunki (1) 1 (2) za spelnione po ustaleniu k wierzchotkéw oraz niech v
bedzie (k+1) ustalonym wierzchotkiem.
m Warunek (1) jest wciaz spelniony poniewaz dist(v) jest najmniejsza dtugoscia drogi z
s do v.
Zatézmy, ze tak nie jest. Musiala by wiec istnie¢ hipotetyczna krotsza droga do v wiodaca
przez w iu. Jednakze wierzcholek v zostat obrany jako k+1 ustalony, co oznacza, ze w tym

momencie dist(u) nie moze by¢ mniejsze od dist(v), gdyz wowczas jako (k+1)
wierzcholek wybrany zostalby wierzchotek u.

Na podstawie warunku (2) hipotezy indukcyjnej wiadomo, ze dist(u) jest minimalna
dhugoscia drogi specjalnej wiodacej do u. Jednak droga z s przez w do u jest droga
specjalna, tak wige jej dugos¢ réwna jest co najmniej dist(u). Stad domniemana krotsza
droga z s do v wiodaca przez w i u ma dlugosc réwna co najmniej dist(v), poniewaz
pierwsza jej cz¢$¢, - z s do u — ma dlugosc dist(u), a dist(u) = dist(v). Stad warunek (1)
jest spelniony dla k+1 wierzcholkow.

Hipotetyczna krétsza droga do
wiodaca przez wi u.
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Indukcyjny dowdd poprawnosci algorytmu

OKrok indukcyjny — ciag dalszy:

m Teraz nalezy pokazac, ze warunek (2) jest spelniony po dodaniu do wierzchotkéw
ustalonych wierzchotka v.

Wezmy pod uwage pewien wierzcholek u, ktory weiaz pozostaje nieustalony po dodaniu v do
wierzchotkéw ustalonych. W najkrotsze; drodze specjalnej do u musi istnie¢ pewien
wierzchotek przedostatni. Wierzcholkiem tym moze by¢ zaréwno v, jak 1 pewien inny
wierzchotek w.

Przyjmijmy, ze wierzcholkiem przedostatnim jest v. Dtugo$¢ drogi z s przez v do u wynosi
dist(v) + wartos¢ etykiety v — u.
Przyjmijmy, ze wierzcholkiem przedostatnim jest w. Na podstawie warunku (1) hipotezy

indukcyjnej mozna stwierdzié, ze najkrotsza droga z s do w sklada si¢ jedynie z wierzchotkéw,
ktore zostaly ustalone przed v, stad wierzcholek v nie wystepuje w tej drodze.

A wigc dlugos¢ drogi specjalnej do u si¢ nie zmienia po dodaniu v do wierzchotkéw
ustalonych.

Poniewaz w momencie ustalania wierzchotka v przeprowadzona jest operacja dostosowywania
dist(u), warunek (2) jest spelniony.

Dwie mozliwosci okreslenia
przedostatniego wierzchotka
w drodze specjalnej do u.
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Algorytm Floyda-Warshalla znajdowania najkrétszych drég.

O Jesli potrzebne jest poznanie minimalnych odlegtosci miedzy wszystkimi
parami wierzchotkow w grafie o n wierzchotkach, ktore posiadaja etykiety o
wartosciach nieujemnych, mozna uruchomic algorytm Dijkstry dla kazdego
z n wierzchotkow jako wierzchotka zZrodtowego.

O Czas Wykonania algorytmu Dijsktry wynosi O(m log n ), gdzie m oznacza
wigckszg warto$¢ z liczby wierzchotkow 1 liczby krawedzi. Znalezienie w ten
sposob minimalnych odleglosm miedzy wszystkimi parami wierzchotkow
zajmuje czas rzedu O(m n log n).

O Jesli m jest bliskie swojej maksymalnej wartosci m = n? to mozna skotzystac z
implementacji algorytmu Dls)kstry ktory dziata w czasie O(n?). Wykonanie go
n razy daje czas rzedu O

O Istnieje inny algorytm zna]dowama minimalnych odleglos$ci miedzy

wszystkimi parami wierzchotkdw, noszacy nazwe algorytmu Floyda-
Warshalla.

O Jego wykonanie zajmuje czas rzedu O(n’). Operuje na macierzach sasiedztwa
a nie listach sasiedztwa 1 jest koncepcyjnie prostszy.
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Algorytm Floyda-Warshalla znajdowania najkrétszych drég.

O Podstawa algorytmu jest dziatanie polegajace na rozpatrywaniu po kolei kazdego
wierzcholka grafu jako elementu centralnego (ang. pivo?).

O Kiedy wierzcholek u jest elementem centralnym, staramy si¢ wykorzysta¢ fakt, ze u
jest wierzcholkiem posrednim miedzy wszystkimi parami wierzchotkow.

O Dla kazdej pary wietzcholkow, na przykiad v i w, jesli suma etykiet krawc;dm (v, u)
oraz (u, w) (na rysunku d+e) , jest mniejsza od blezqco rozpatrywanej etykiety f
krawedzi wiodacej od v do w, to warto$¢ f jest zastgpowana wartoscig d+e.

Node u, v, w;

for (v =0; w < MAX; v++)
for (w=0; w < MAX; w++)
dist[v][w] = edge[V][w];
for (u=0; u< MAX; u++)
for (v=0; v< MAX; v++)
for (w=0; w<MAX; w++)
if( dist[v][u]+dist[u][w] < dist[v][w])
dist[v][w] = dist [v][u] + dist [u][w];

edge[v][w] —etykieta krawedzi, wierzchotki numerowane
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przykfad

Macierz edge, ktora odzwierciedla
poczatkows posta¢ macierzy dist

0 1 2 3 4 5

0 24 INF INF INF 28
24 0 11 INF INF INF
INF 11 0 13 INF INF
INF INF 13 0 20 12
INF INF INF 20 0 15
28 INF INF 12 15 0

U1 &~ W o — O
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przykfad

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Macierz dist, po uzyciu wierzchotka
0 jako elementu centralnego

0 1 2 3 4 5

0 24 INF INF INF 28
24 0 11 INF INF 52
INF 11 0 13 INF INF
INF INF 13 0 20 12
INF INF INF 20 0 15
28 52 INF 12 15 0

U1 &~ W o — O
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przykfad

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Macierz dist, po uzyciu wierzchotka
1 jako elementu centralnego

0 1 2 3 4 5

0 24 35 INF INF 28
24 0 11 INF INF 52
35 11 0 13 INF 63
INF INF 13 0 20 12
INF INF INF 20 0 15
28 52 63 12 15 0

U1 &~ W o — O

itd... itd...
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Algorytm Floyda-Warshalla - Przykfad

Ostateczna posta¢ macierzy dist.

24 0 11 24 44 52
35 11 0 13 33 25
40 24 13 0 20 12
43 44 33 20 0 15
28 36 25 12 15 0

U1 &~ W o — O
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LIzasadnienie poprawnosci algorytmu Floyda-Warshalla

O Na dowolnym etapie dziatania algorytmu Floyda-
Warshalla odleglosc z wierzchotka v do wierzchotka

w stanowi dtugos¢ najkrotszej z tych drog, ktore
wioda jedynie przez wierzchotki uzyte dotad jako

elementy centralne. numery wyzsze od k
O Poniewaz wszystkie wierzchotki zostaja w koncu .

uzyte jako elementy centralne, elementy dist[v] [w] numery nizsze od k

zawierajg po zakonczeniu dziatati minimalne 4

dlugosci wszystkich mozliwych drog. @ S @
O Definiujemy k-droge z wierzchotka v do .

wierzchotka w jako droge z v do w taka, ze zaden

jej wierzcholek posredni nie ma numeru wyzszego
od k. k-droga

O Nalezy zauwazyc, ze nie ma ograniczenia odnosnie
tego, ze v lub w maja mie¢ warto$¢ k lub mniejsza.

O k=-1oznacza ze droga nie posiada wierzchotkéw
posrednich.
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Dowdd indukcyjny

O Teza indukcyjna S(k):
m jezeli etykiety krawedzi maja wartosct nieujemne, to po przebiegu k — petli,
element dist[v][w] ma warto$¢ najkrotszej k — drogt z v do w lub ma wartos¢
INF, jezeli taka droga nie istnieje.

O Podstawa:

® Podstawg jest warunek k = -1. Krawedzie 1 drogi sktadajace si¢ z pojedynczego
wierzchotka sa jedynymi (-1) drogami.

O Krok indukcyjy

m Zalozmy ze S(k) jest spetnione i rozwazmy co si¢ dzieje z elementami dist[v][w]
w czasie k+1 przebiegu petli.

m Zalozmy, ze P jest najkrotsza (k+1) — droga wiodaca z v do w. Mamy do
czynienia z dwoma przypadkami, w zaleznoS$ci czy droga P prowadzi przez
wierzchotek k+1 .

k-droga Q k-droga R k-droge P mozna rozbic
____________ na dwie k-drogi, Q oraz R.
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Dowdd indukeyjny

O Przypadek 1:

m Jezeli P jest k-droga, to znaczy, kiedy P nie wiedzie przez wierzchotek
k+1, to na podstawie hipotezy indukcyjnej wartos¢ elementu dist[v] [W]
jest rowna dlugosct P po zakonczeniu k-tej iteracji. Nie mozna zmieni¢
wartosci dist[v] [w] podczas przebiegu wykonywanego dla wierzchotka
k+1 traktowanego jako element centralny, gdyz nie 1stniejq zadne krotsze

(k+1)-drogi.
O Przypadek 2:

m Jezeli P jest (k+1)- droga, mozna zalozyc, ze P przechodzi przez
wietzchotek k+1 tylko raz, gdyz cykl nigdy nie moze spowodowac

zmniejszenia odleglosci (przy zalozeniu ze wszystkie etykiety maja
wartosci nieujemne).

m Stad droga P sktada si¢ z k-drogi Q, wiodacej od wierzchotka v do k+1,
oraz k-drogi R, wiodacej od wierzchotka k+1 do w. Na podstawie
hipotezy indukcyjnej wartosci elementow dist|[v][k+1] oraz

dist[k+1][w] beda dltugosciami drog odpowiednio, Q i R, po
zakonczeniu k-tej iteracji.
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Dowdd indukeyjny

Ostatecznie wnioskujemy, ze w (k+1) przebiegu, wartoscia
elementu dist[v][w] staje si¢ dlugos¢ najkrotszej (k+1)-drogi dla
wszystkich wierzchotkéw v oraz w.

O Jest to twierdzenie S(k+1), co oznacza koniec kroku

O

indukcyjnego.

Wezmy teraz, ze k=n-1. Oznacza to, ze wiemy iz po
zakoniczeniu wszystkich n przebiegdw, wartos¢ dist[v][w]
bedzie minimalng odlegloscia dowolnej (n-1)-drogt wiodacej z
wierzchotka v do w. Poniewaz kazda droga jest (n-1) droga, wiec
dist[v][w] jest minimalna dlugoscia drogi wiodacej z
wierzchotka v do w.
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Podsumowanie informacji o algorytmach grafowych

PROBLEM ALGORYTM(Y) CZAS WYKONANIA
Minimalne drzewo rozpinajace | Algorytm Kruskala O(m log n)
Znajdowanie cykli Przeszukiwanie w glab O(m)
Uporzadkowanie topologiczne | Przeszukiwanie w glab O(m)
Osiagalnos¢ w przypadku Przeszukiwanie w glab O(m)

pojedynczego zrédla
Spojne sktadowe Przeszukiwanie w glab O(m)

Najkrotsza droga Algorytm Dijskry O(m log n)
dla pojedyncz. zrédla

Najkrotsza droga dla Algorytm Dijskry O(m n log n)
wszystkich par
Algorytm Floyda O(n)
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