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Wyrazenia regularne

O Wyrazenia regularne (ang. regular expressions) stanowia
algebraiczny sposob definiowania wzorcow.

O Wyrazenia regularne stanowig analogie do algebry
wyrazen arytmetycznych oraz do algebry relacyjney.

O Zbior wzorcow ktoére mozna wyrazi¢ w ramach algebry
wyrazen regularnych odpowiada doktadnie zbiorow1
wzorcow, ktore mozna opisac za pomoca automatow.
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Operandy wyrazen regularnych

O Wyrazenia regularne posiadajg pewne rodzaje operandow
niepodzielnych (ang. atomic operands). Ponizej lista:
1. Znak
2. Symbol €
5. Symbol &
4. Zmienna ktéra moze by¢ dowolnym wzorcem zdefiniowanym za

pomocy Wyraz'enia regularnego.

O Warto$¢ wyrazenia regularnego jest wzorcem skladajacym
si¢ ze zbloru ciagdow znakow, ktory czesto okresla sie mianem
jezyka (ang. language).

O Jezyk okreslony przez wyrazenia regularne E oznaczony bedzie
jako L(E) lub okreslany jako jezyk wyrazenia E.
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Jezyki operanddéw niepodzielnych

O Jezyki operandéw niepodzielnych definiuje si¢ w nastepujacy sposob.

1. Jezeli x jest dowolnym znakiem, to wyrazenie regularne x oznacza jezyk {x}, to
znaczy L(x) = {x}.
Nalezy zauwazy¢, ze taki jezyk jest zbiorem zawierajacym jeden ciag znakowy.
Ciag ten ma dlugos$c 11 jedyna pozycja tego ciagu okresla znak x.

2. L(g) = {&}. Specjalny symbol € jako wyrazenie regularne oznacza zbior, ktérego
jedynym ciagiem znakowym jest ciag pusty, czyli ciag o diugosci 0.

3. L(9D) = D . Specjalny symbol & jako wyrazenie regularne oznacza zbior pusty
ciagdw znakowych.

O

Istniejq trzy operatory w odniesieniu do wyrazen regularnych.

O Mozna je grupowac przy uzyciu nawiasow, podobnie jak ma to miejsce w
przypadku innych znanych algebr.

O Definiuje si¢ prawa kolejnosci dziatan oraz prawa Iacznosci, ktore pozwalaja

na pomijanie niektorych par nawiasow — tak jak w przypadku wyrazen

arytmetycznych.
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Operatory wyrazen regularnych

O Suma:

= Symbol sumy (ang. #nion) oznacza si¢ za pomoca symbolu | . Jezeli RiS sa
dwoma wyrazeniami regularnymi, to R | S oznacza sume jezykow okreslanych
przez R18S. To znaczy L(R|S) = L(R) U L(S).

m L(R)i L(S) sa zbiorami ciaggdéw znakowych, notacja sumowania jest
uzasadniona.

O Zlozenie:

®  Operator ztozenia (ang. concatenation) nie jest reprezentowany przez zaden
odrebny symbol.

m Jezeli R1S sg wyrazeniami regularnymi to RS oznacza ich zlozenie. L(RS), czyli
jezyk okreslony przez RS, jest tworzony z jezykéw L(R) 1 L(S) w sposob
nastepujacy:

Dla kazdego ciagu znakowego t nalezacego do L(R) oraz kazdego ciagu znakowego s
nalezacego do L(S), ciag rs, czyli ztozenie ciagdéw r i s, nalezy do L(RS).

m Zlozenie dwoch list takich jak ciagi znakéw, jest wykonywane przez
pobranie po kolei elementoéw pierwszej z nich i uzupetienie ich po kolei
elementami drugiej listy.
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Operatory wyrazen regularnych

O Dombknigcie:

®  Operator domkniccia (ang. dlosure), jest to operator jednoatgumentowy
przytostkowy. Domknigcie oznacza si¢ za pomoca symbolu *, tzn. R* oznacza
domkniecie wyrazenia regularnego R. Operator domkniecia ma Najwyzszy
priorytet.
m  Efekt dzialania operatora domknigcia mozna zdefiniowac jako ,,okreslenie
wystepowania zera lub wigkszej liczby wystapien ciagéw znakow w R”.
m  Oznacza to ze L(R¥*) sktada si¢ z:
Ciagu pustego €, ktéry mozna interpretowac jako brak wystapien ciagdw znakoéow w
L(R).
Wszystkich ciagow znakéw jezyka L(R). Reprezentuja one jedno wystapienie ciagdw
znakéw w L(R).
Wszystkich ciagow znakow jezyka L(RR), czyli ztozenia jezyka L(R) z samym soba,
Reprezentuja one dwa wystapienia ciaggéw znakow z L(R).
Wszystkich ciagow znakow jezyka L(RRR), L(RRRR) i tak dalej, ktore reprezentuja
trzy, cztery 1 wiecej wystapien ciagow znakow z L(R).
®  Nieformalnie mozna napisac: R* =e | R | RR | RRR | ...
= Wyrazenie po prawej stronie to nie jest wyrazeniem regularnym poniewaz
zawiera nieskonczong liczb¢ wystapien operatora sumy. Wszystkie
wyrazenia regularne sga tworzone ze skonczonej liczby wystapien

operatorow.
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Kolejno$é operatoréw wyrazen regularnych

O Istnieje okreslona kolejnos¢ wykonywania trzech
dziatan wyrazen regularnych: sumy, zlozenia oraz
domkniecia. Kolejnosc¢ ta jest nastepujaca:

1. Domkniecie (najwyzszy priorytet)
0. Zlozenie
3. Suma (najnizszy priorytet)
O Przyktad:
a|bc*d = (a| (b(c*))d)
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Prawa algebraiczne wyrazen regularnych

O Mozliwe jest aby dwa wyrazenia regularne okreslaty ten
sam jezyk.

O Dwa wyrazenia regularne R | S oraz S | R okredlaja
ten sam jezyk bez wzgledu na posta¢ wyrazen
regularnych jakie si¢ podstawi za R1S. Wynika to z
faktu ze sumowanie jest przemienne.

O Dwa wyrazenia regularne sa rOwnowazne (ang.
equivalent) jezeli L(R) = L(S).
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Prawa algebraiczne wyrazen regularnych

O TozsamoS$¢ sumowania:

(J|R)=(R | Q)=R
O Tozsamosc¢ zfozenia: eER = Reg =R
O Anihilator zYfozenia: R =RO=0
O Przemiennos¢ sumowania: (R | S) = (S| R)
O f.acznos¢ sumowania:

(R[S [|T)=(R[(S]|T))
O Y.acznosc¢ ztozenia:

((RS)T) = (R(ST))
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Prawa algebraiczne wyrazen regularnych

O Lewostronna rozdzielnos¢ ztozenia wzgledem sumowania:
(R(S|T))=(RS|RT)

O Prawostronna rozdzielnos¢ ztozenia wzgledem sumowania:
((S|T)R)=(SR | TR)

O Idempotencja sumowania:
(R|R)=R

O Rownowaznos$ci operatora domknigcia:
O* = ¢
RR* = R*R
(RR* | ¢) =R¥*
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Od wyrazen regularnych do automatéw

O Istnieje sposéb na zamiang dowolnego wyrazenia
regularnego na automat niedeterministyczny, a
nastepnie przez uzycie konstrukcji podzbiorow —
zamiany takiego automatu na automat
deterministyczny.

O Istnieje takze mozliwos$¢ zamiany dowolnego automatu
na wyrazenie regularne, ktorego jezyk doktadnie
odpowiada zbiorowi ciagdw znakow akceptowanych
przez automat. Stad automaty 1 wyrazenia regularne daja
te same mozliwosci opisywania jezykow.
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Automaty z epsilon przejSciami

O Nalezy rozszerzy¢ notacje uzywana w przypadku automatéw w celu
umozliwienia opisu krawedzi posiadajacych etykiete €. Takie automaty
wcigz akceptuja ciag znakow s wtedy 1 tylko wtedy, gdy $ciezka
zaetykietowana ciagiem s wiedzie od stanu poczatkowego do stanu
akceptujacego. Symbol €, ciag pusty, jest ,,niewidoczny” w ciagach znakéw,
stad w czasie konstruowania etykiety danej Sciezki w efekcie usuwa sie
wszystkie symbole € 1 uzywa tylko rzeczywistych znakéw.

Automat z g-przejSciami dla wyrazenia a | bc*
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Od wyrazen regularnych do automatéw z epsilon przejSciami

O Wiyrazenie regularne zamienia si¢ na automat przy uzyciu
algorytmu opracowanego na podstawie indukcji zupeline;
wzgledem liczby wystapien operatoréw w wyrazeniu
regularnym.

O Twierdzenie S(n):

®  Jezeli R jest wyrazeniem regularnym o n wystapieniach operatoréw 1
braku zmiennych jako operatoréw niepodzielnych, to istnieje automat A
z e-przejSciami, ktory akceptuje ciagl znakéw nalezace do jezyka L(R) i
zadne inne.
=  Ponadto automat A:
posiada tylko jeden stan akceptujacy,
nie posiada krawedzi wiodacych do jego stanu poczatkowego,

nie posiada krawedzi wychodzacych z jego stanu akceptujacego.
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Podstawa

O Jezelin=0, to R musi by¢ operandem niepodzielnym, ktérym jest &, € lub x dla
pewnego symbolu x.

O Dla owych trzech przypadkéw mozna zaprojektowac 2-stanowy automat,
spelniajacy wymagania twierdzenia S(0).

start
_’Q Automat dla &
start A\ € R @
"/ ' Automat dla g
start
:Q X = Automat dla x

O Automaty dla przypadkow bazowych.
Kazdy spetnia warunki 1, 2, 3 (patrz poprzednia strona).
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Indukcja

O Zakladamy teraz, ze S(i) jest prawdziwe dla wszystkich 1 < n.

O To znaczy, ze dla kazdego wyrazenia regularnego R o
maksymalnie n wystapieniach istnieje automat spelniajacy
warunek hipotezy indukcyjnej 1 akceptujacy wszystkie ciagi
znakow jezyka L(R) 1 zadnych innych.

O Zajmiemy si¢ tylko najbardziej zewnetrznym operatorem w R, co
oznacza, ze wyrazenie R moze miec¢ tylko forme

R1 | R2, R1 R2;, R1*
w zaleznoS$ct od tego czy ostatni uzyty operator byl operatorem
sumy, ztozenia lub domkniecia.

O Wyrazenie R1, R2 nie moga posiada¢ wigcej niz n operatoréw.
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Przypadek 1: R =R1 | R2

O Przechodzimy krawedzig zaetykietowana symbolem € do stanu
poczatkowego automatu dla R1 lub automatu dla R2.

O Nastepnie przechodzimy do stanu akceptujacego tego automatu,
a pozniej przejSciem € do stanu akceptujacego automatu R.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 16 5.01.2010



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAiIS U] - 2009/2010

Przypadek 2: R = R1 R2

O Automat posiada jako swoj stan poczatkowy stan poczatkowy
automatu dla wyrazenia R1, a jako swoj stan akceptujacy — stan
akceptujacy dla wyrazenia R2.

O Dodajemy takze € - przejScie ze stanu akceptujacego automatu
dla wyrazenia R1 do stanu poczatkowego automatu dla
wyrazenia R2.

O Stan akceptujacy pierwszego automatu przestaje by¢ stanem
akceptujacym, a stan poczatkowy drugiego automatu przestaje
byc¢ stanem poczatkowym w skonstruowanym automacie.

start @ g

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 17 5.01.2010




Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAiIS U] - 2009/2010

Przypadek 3: R = R1*

O Do automatu dla wyrazenia R1 dodajemy nowy stan poczatkowy 1 akceptujacy.

O Stan poczatkowy posiada € przejScie do stanu akceptujacego (a wiec akceptowany jest
ciag €) oraz do stanu poczatkowego automatu dla wyrazenia R1.

O Stan akceptujacy automatu dla wyrazenia R1 otrzymuje €-przejscie z powrotem do
swojego stanu poczatkowego oraz do stanu akceptujacego automatu dla wyrazenia R.

O Stan poczatkowy i akceptujacy automatu dla wyrazenia R1 nie s3 stanami
poczatkowym 1 akceptujacym konstruowanego automatu. Etykiety Sciezek
odpowiadajg clagom nalezacym do jezyka L(R1*) czyli L(R).

w
€
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Eliminacja epsilon-przejsé

O Jezeli stanem biezacym jest dowolny stan s automatu z €-przejsciami, oznacza
to ze jednoczesnie stanem biezacym jest dowolny stan, do ktérego mozna si¢
dostac¢ z s w wyniku przejScia Sciezki zawierajacej krawedzie zaetykietowane
symbolem €.

O Wrynika to z faktu, ze bez wzgledu na to, jaki ciag etykietuje wybrang Sciezke
prowadzaca do s, ten sam ciag bedzie takze stanowil etykiete Sciezki
rozszerzonej o &-przejscia.

Automat z g-przejSciami dla wyrazenia a | bc*
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Eliminacja € przejsc

_] = = =
J—

UG BN BTN N

|0 || SN | R |WIDN]=]O
—

1
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Automat z g-przejSciami dla wyrazenia a | bc*

O Dla gratu automatu usuwamy
wszystkie Sciezki oznaczone
rzeczywistymi etykietami.
Przeprowadzamy
przeszukiwanie w giab
pozostalego grafu.
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Tabela osiagalnosci
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O Dla gratu automatu usuwamy
wszystkie Sciezki oznaczone
rzeczywistymi etykietami.
Przeprowadzamy
przeszukiwanie w giab
pozostalego grafu.
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Tabela osiagalnosci

O Posiadajac informacje o osiagalnosci, mozemy
skonstruowac réwnowazny automat nie posiadajacy
e-przejsc. Stany do ktoérych przechodzi sie krawedziami
zaetykietowanymi symbolami rzeczywistymi nazywamy
stanami istotnymi.

O W nowym automacie chcemy zawrzec tylko te stany
oraz stany poczatkowe dla zbioru jego wlasnego zbioru
stanow. Nalezy tez zadecydowac ktore stany beda
stanami akceptujacymi.
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Automat skonstruowany na
podstawie eliminacji € -przejsc.
Automat akceptuje wszystkie
ciagi jezyka L (a | bc¥).
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O Prostsza wersja automatu dla
jezyka L (a | bc¥*).

O Wykorzystano obserwacje ze
stany (5) 1 (8) sa rOwnowazne i
mog3 zostaC pofaczone.
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Od automatdéw do wyrazen regularnych.

Dla kazdego automatu istnieje A wyrazenie regularne, ktorego jezyk doktadnie
odpowiada zbiorowi ciagu znakéw akceptowanych przez automat A.

Konstrukcja polega na eliminacji stanow automatow. Etykiety krawedzi, ktore sa
zbiorami znakow, zastepuje si¢ bardziej skomplikowanymi wyrazeniami regularnymi.

Jezeli dla pewnej krawedzi istnieje etykieta {x1,x2,...xn}, zastepuje si¢ ja wyrazeniem
regularnym x1 | x2 | ... | xn, ktore reprezentuje ten sam zbi6r symboli.

Etykiete Sciezki mozna postrzegac jako zlozenie wyrazen regularnych opisujacych
krawedzie tej Sciezki, lub jako jezyk zdefiniowany przez zlozenie tych wyrazen.
Przyktad:

®  Wyrazenia regularne etykietujace krawedzietoa | b 1 a | b | c. Zbiér znakéw
etykletu]qcych te Sciezke sklada si¢ z tych, ktére wystepuja w jezyku zdefiniowanym przez
wyrazenia regularne: (a | b)(a | b | ¢) czyli {aa, ab, ac, ba, bb, bc}.

Sciezka z wyrazeniami regularnymi

a | b a | b | C jako etykietami. Etykieta $ciezki nalezy
@ _____ @ ______ @ do wyrazen regularnych utworzonych

w wyniku ztozen.
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Konstrukecja eliminacji standéw.

O Kluczowym etapem konwersji z postact automatu na wyrazenie regularne jest
eliminacja stanéw. Chcemy wyeliminowa¢ stan u, ale chcemy zachowac
etykiety krawedzi wystepujace w postact wyrazen regularnych, tak aby zbi6r
etykiet Sciezek miedzy dowolnymi pozostalymi stanami nie ulegt zmianie.

O Poprzedniki stanu u to sy, Sy, ....., S, za$ nastepniki stanu u to t;, t,, ...... , t
(moga tez 1stnie¢ stany wspolne).

Zbior ciagow znakow etykietujacych $ciezki
wiodace z wierzchotkéw s, do wierzchotka u,

wlacznie z $ciezkami biegnacymi kilkakrotnie
woko! petli u — u, oraz z wierzchotka u do
wierzchotka t, jest opisany za pomoca
wyrazenia regularnego S; U* T

Po eliminacjt wierzchotka u nalezy zastapic¢
etykiete Ry, czyli etykiete krawedzi

s; = t, przez etykiete R;; | S; U* T,
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Automat skonczony
filtra odbijajacego.

Stan b, jego poprzedniki oraz
nastepniki.
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Automat skonczony
filtra odbijajacego.

Automat skonczony
filtra odbijajacego
po wyeliminowaniu
stanu b.
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Redukcja zupetna automatu

O W celu otrzymania wyrazenia regularnego okreslajacego
wszystkie clagl znakéw akceptowane przez automat A 1 zadne
inne, nalezy rozpatrzy¢ po kolei kazdy stan akceptujacy t
automatu A.

O Kazdy ciag znakéw akceptowany przez automat A jest

akceptowany dlatego, ze etykietuje on sciezke wiodaca ze stanu
poczatkowego s do pewnego stanu akceptujacego t.

s

start @

Automat posiadajacy jedynie stan

poczatkowy.
Wyrazenie regularne: S*
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Automat zredukowany do dwoch standéw.
Wyrazenie regularne: S*¥U(T | VS*U)*
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Posumowanie

O Trzy sposoby okreslania jezykow daja te same mozliwo$ct wyrazania:
1. Istnieje pewien automat deterministyczny, akceptujacy wszystkie ciggl znakow jezyka L
1 zadne inne.

2. Istnieje pewien, by¢ moze niedeterministyczny automat, akceptujacy wszystkie ciagl
znakow jezyka L1 zadne inne.

3. Jezyk L jest jezykiem L(R) pewnego wyrazenia regularnego.
O Konstrukcja podzbioréw pokazuje, ze 2. implikuje 1.

O Stwierdzenie 1. implikuje 2. gdyz automat deterministyczny jest szczegolnym
rodzajem automatu niedeterministycznego.

O Przechodzenie od wyrazen regularnych do automatéw oznacza ze 3. implikuje 2.
O Przechodzenie od automatow do wyrazen regularnych oznacza ze 2. implikuje 3.

O Automaty deterministyczne moga by¢ uzywane jako podstawa programoéw, ktore
rozpoznajg wiele réznych rodzajow wzorcéw w ciggach znakow.

O Wyrazenia regularne sa czgsto przydatna konwencja tonacyjna opisywania
wzorcow. Istnieje formalizm praw algebraicznych dla wyrazen regularnych.
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